Mathematik fiir Physiker

Gerhard Knieper
Ruhr-Universitidt Bochum
Fakultat fiir Mathematik

SS 2021

Version vom 11. Oktober 2024



11. Oktober 2024



Inhaltsverzeichnis

1 Grundlagen
1.1 Mengen und Abbildungen . . . . . . .. ... L L o
1.2 Die Rechenregeln fiir die reellen Zahlen (Kérperaxiome) . . . ... ... ...
1.3 Die Anordnungsaxiome der reellen Zahlen . . . . . . ... ... ... . ....
1.4 Die natiirlichen Zahlen . . . . . . . . . ... Lo
1.5 Vollstandigkeitsaxiom . . . . . . . .. Lo
1.6 Die komplexen Zahlen . . . . . ... ... oo

2 Folgen und Reihen
2.1 Konvergenz von reellen Zahlenfolgen . . . . . . . ... ... .. ... .....
2.2 Rechenregeln fiir konvergente Folgen . . . . . . . ... ... ... ... ...
2.3 Konvergenzkriterien . . . . . .. ..o oL
2.4 Konvergenz von komplexen Zahlenfolgen . . . . . . .. ... .. ... .....
2.5 Konvergenz von Reithen . . . .. .. .. ... . . o .
2.6 Umordnung von Reihen, absolute Konvergenz und Doppelreihen . . . . . ..
2.7 Potenzrethen . . . . . . . . .

3 Stetigkeit
3.1 Definition und grundlegende Eigenschaften . . . . .. .. ... ... .. ...
3.2 Stetige reelle Funktionen auf Intervallen und der Zwischenwertsatz . . . . . .
3.3 Kompakte Mengen und stetige Funktionen . . . . . . .. ... ... ... ...
3.4 Stetige Fortsetzbarkeit . . . . . . ... oo o
3.5 Uneigentliche Grenzwerte . . . . . . . . .. .. .. .. ... ... .......

4 Differentialrechnung
4.1 Differenzierbarkeit von Funktionen . . . . . . . . . ... ... ... ......
4.2 Kurvenim R™ . . . . . . . e
4.3 Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen . . . . . . . ... ... ... ..
4.4 Extrema und Mittelwertsdtze . . . . . . . . . .. ... oL
4.5 Hohere Ableitungen und die Taylorsche Formel . . . . . .. ... ... . ...
4.6 Binomialreithen . . . . . . . . ... L o

5 Integralrechnung
5.1 Treppenfunktionen . . . . . . .. .. ..
5.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung . . . . . . . ... ... ...
5.3 Imtegrationsregeln . . . . . . . .. .
5.4 Uneigentliche Integrale . . . . . . . . .. .. ... .

13
16
20
25
29

33
33
36
37
44
46
95
68

73
73
76
81
85
90

93
93
97
98
101
105
113



11. Oktober 2024

6 Funktionenfolgen 131
6.1 Punktweise und gleichméflige Konvergenz . . . . . ... ... ... ... ... 131
6.2 GleichméBige Konvergenz und Vertauschung von Grenzprozessen . . . . . . . 134

7 Vektorrdume 139
7.1 Grundlegende Definitionen . . . . . . . . .. .. ... 139
7.2 Basis und Dimension . . . . . . . .. ... 147
7.3 Lineare Komplemente und Dimensionsformel . . . . . .. ... ... ... .. 153

8 Lineare Abbildungen 157
8.1 Grundlegendes iiber lineare Abbildungen . . . . . . . .. ... ... ... ... 157
8.2 FErzeugendensysteme, Basissysteme und lineare Abbildungen . . . . . . . . .. 162
8.3 Vektorrdume linearer Abbildungen und Dualrdume . . . . . . . .. ... ... 166

9 Lineare Differentialgleichungen I 169
9.1 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung . . . . . . . .. ... ... ... 169
9.2 Homogene lineare Differentialgleichungen mit komplexen Koeffizienten . . . . 172
9.3 Homogene lineare Differentialgleichungen mit reellen Koeffizienten . . . . . . 175
9.4 Inhomogene lineare Differentialgleichungen mit reellen und komplexen Koeffi-

Zienten . . . . ... e e e 178

10 Matrizen 183
10.1 Grundlegendes {iber Matrizen . . . . . . . . . . ... ... ... ... 183
10.2 Matrizen und lineare Abbildungen . . . . . . . ... ... .. ... 186
10.3 Der Rang einer linearen Abbildung . . . . . . . ... ... ... ... ... 189
10.4 Gauflscher Algorithmus . . . . . . . . . ... . L 193
10.5 Lineare Gleichungssysteme . . . . . . . . . . . . ... L . 199

11 Determinanten 205
11.1 Die definierenden Eigenschaften der Determinante . . . . . . .. .. .. ... 205
11.2 Determinanten von Matrizen und Anwendungen . . . . . .. ... ... ... 209

12 Eigenwerte und Klassifikation von Endomorphismen 217
12.1 Diagonalisierbarkeit und Eigenwerte . . . . . . . . .. .. .00 217
12.2 Polynome und der euklidische Algorithmus . . . . . ... ... ... .. ... 220
12.3 Das charakteristische Polynom . . . . ... .. .. ... ... .. ... 224
12.4 Der Satz von Cayley-Hamilton . . . . .. ... ... ... ... ... ..., 227
12.5 Invariante Unterrdume . . . . . . . . . . .. . Lo Lo 230

13 Euklidische und unitire Vektorrdume 237
13.1 Das skalare Produkt . . . . . . .. .. ... . 237
13.2 Eigenschaften des Skalarproduktes . . . . . .. .. .. ... ... ... .. .. 239
13.3 Orthonormalsysteme . . . . . . . . . . .. .. 242
13.4 Die adjungierte Abbildung . . . . . . . .. ... 249
13.5 Normale Endomorphismen . . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 254
13.6 Charakterisierung der selbstadjungierten, schiefadjungierten sowie der unitéiren

und orthogonalen Endomorphismen. . . . . . . ... ... ... ... ... 263
13.7 Symmetrische und Hermitesche Formen . . . . . . ... ... ... .. .... 269



11. Oktober 2024

14 Metrische Riume
14.1 Normierte und metrische Rdume . . . . . . .. .. .. ... ...
14.2 Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Rdumen . . . . . . . . ... ... ..
14.3 Topologie in metrischen Rdumen . . . . . . .. .. .. ...

15 Differentialrechnung auf Vektorrdumen
15.1 Differenzierbarkeit . . . . . . . ...
15.2 Rechenregeln fiir differenzierbare Abbildungen. . . . . . . .. . .. ... ...
15.3 Mittelwertsatz . . . . . . . .. e
15.4 Multilineare Abbildungen . . . . . . . . ... .. o
15.5 Ableitungen héherer Ordnung . . . . . . . . . . . . . .. ... ... ...
15.6 Taylorformel . . . . . . . . .
15.7 Extremwerte . . . . . . Lo

16 Der Banachsche Fixpunktsatz und seine Anwendungen

16.1 Banachscher Fixpunktsatz . . . . . . . . .. ... o 0oL
16.2 Lokaler Umkehrsatz . . . . . . . . . . . ..
16.3 Implizite Abbildungen und das Losen von nicht linearen Gleichungen.

16.4 Differenzierbare Untermannigfaltigkeiten des R™ . . . . . . . ... ... ...
16.5 Tangentialraum und Normalraum . . . . . . . . . . ... ... .. ... ....
16.6 Lokale Extrema und Lagrangesche Multiplikatoren . . . . . . .. . .. .. ..
16.7 Gewdohnliche Differentialgleichungen und der Satz von Picard-Lindelof. . . . .
16.8 Lineare Differentialgleichungen IT . . . . . . . . ... ... . ...
16.9 Autonome Vektorfelder und dynamische Systeme. . . . . . . . . ... .. ...
16.10Euler-Lagrange Gleichungen und Variationsrechnung. . . . . . . ... .. . ..

17 Differentialformen 1. Grades (Pfaffsche Formen) und Kurvenintegrale
17.1 Kurven und ihre Ldnge . . . . . . . . . . . .. oL
17.2 Differentialformen 1. Grades und Kurvenintegrale . . . . . . . .. .. ... ..
17.3 Holomorphe Funktionen . . . . . . . . . ... ... ... ... .. .......
17.4 Cauchysche Integralformel und Analytizitdt holomorpher Funktionen . . . . .
17.5 Holomorphe Funktionen auf Kreisringen und ihre Laurententwicklung
17.6 Der Residuensatz und seine Anwendungen . . . . . . .. . ... ... ... ..

18 Maf3- und Integrationstheorie
18.1 Mafle und messbare Mengen . . . . . . . . . . ... L oo
18.2 Messbare Abbildungen . . . . . . . . ...
18.3 Translationsinvarianz des Lebesguemafles . . . . . . ... ... ... .. ...
18.4 Messbare Funktionen . . . . . . . . ... L o
18.5 Das Lebesgue-Integral . . . . . . . . . .. ... oL
18.6 Konvergenzsétze . . . . . . . . ..
18.7 Produkt-Maf} und der Satz von Fubini . . . . . . ... ... ... ... ...
18.8 Transformationsformel . . . . . . . . ... ... Lo
18.9 LP-Ra&ume . . . . . . . . . . e

277
277
279
286

295
295
304
306
313
317
327
330

333
333
334
338
341
350
353
357
365
368
372

377
377
379
390
397
401
405



6 11. Oktober 2024

19 Differentialformen und Integralsitze 479
19.1 Differentialformen . . . . . . . . . ... . 479
19.2 Zuriickholen (pull-back) von Differentialformen . . . . .. .. ... ... ... 487
19.3 Integration von Differentialformen . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 494
19.4 Integralsatz von Stokes . . . . . . . . .. L 502

19.5 Die Volumenform und die klassischen Integralsétze . . . . . . . ... ... .. 507



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mengen und Abbildungen

Bevor wir mit den grundlegenden Begriffen der Analysis beginnen, miissen wir kurz auf die
wesentlichen Begriffe der naiven Mengenlehre eingehen. Auch den Begriff der Abbildung zwi-
schen Mengen, der in allen Teilen der Mathematik und auch der Physik eine fundamentale
Rolle spielt, werden wir definieren.

Die fiir unsere Zwecke ausreichende “Definition” einer Menge geht auf Cantor (1895) zuriick.

Definition 1.1.1. Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohlbestimmten und wohlun-
terschiedenen Objekten zu einem Ganzen. Die Objekte nennt man Elemente.

Wohlbestimmt bedeutet: von jedem Element steht fest, ob es zur Menge gehort oder nicht.
Wohlunterschieden bedeutet: jedes Element kommt nur einmal in der Menge vor.

(z.B. schreiben wir {1} statt {1,1})

Wir benutzen folgende Symbole: x € M fiir x ist Element von M und = ¢ M fiir x ist kein
Element von M.

Beispiele.

(a) {1,2,3}.
(b) N:={1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen.
(¢) Z:={0,£1,+£2,...} Menge der ganzen Zahlen.
(d) 2Z:={0,+2,+£4,...} Menge der geraden Zahlen.

(a),(b),(c),(d) sind Beispiele fiir Aufzidhlungen. Meist werden jedoch Mengen mit sogenannten
Aussageformen beschrieben.

Definition 1.1.2. Eine Aussageform A ordnet jedem Element x einer Menge G (G heifit
Grundbereich) eine Aussage A(x) zu. Dabei ist eine Aussage ein Satz, der entweder richtig
oder falsch ist.

Beispiele. G =N, so kénnen wir zum Beispiel jedem x € N die Aussage
A(z) := x ist eine Primzahl

5
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zuordnen. Die Aussage ist A(x) genau dann richtig, falls z € {2,3,5,7,11,13...}.
Ein weiteres Beispiel einer Aussagenform mit Grundbereich G = N ist

A(z) :=x > 5.

Diese ist richtig, falls x € {6,7,8,9,10,11,12...}

Ist nun A eine Aussageform mit Grundbereich G, so verstehen wir unter
M={zeG|A(z)}
die Menge aller z € G, fiir die A(x) wahr ist.
Beispiele.
(a) M={z€Z|x>5}=1{6,7,8,9,10,11,12...}.
(b) M={z€Z|izeZ}=2L
(¢c) M={x€Z|3z=2}=0.

Das Symbol () bezeichnet die leere Menge, d.h. die Menge, die kein Element enthilt.

Wie viele Objekte in der Mathematik, so kénnen auch Mengen verkniipft werden.
Definition 1.1.3. Es seien M, N Mengen. Dann heiflen:

(a) MUN ={z |z € M oder x € N} die Vereinigung von M und N.

(b) MNN ={z |z € M und x € N} der Durchschnitt von M und N.

(¢) M\N ={z |z € M und x ¢ N} die Differenz von M und N.

Bemerkung. Die oben definierten Verkniipfungen zwischen Mengen, héingen eng mit ent-
sprechenden Verkniipfungen zwischen Aussagen zusammen. Seien A und B Aussagen. Dann
versteht man unter der Konjunktion von A und B die Aussage A A B (A und B), die genau
dann wahr ist, falls A und B gleichzeitig wahr sind.

Die Disjunktion von A und B ist die Aussage AV B (A oder B), die genau dann wahr ist,
falls A oder B wahr ist (es handelt sich nicht um ein ausschliefendes Oder, d.h. AV B ist
auch dann wahr, wenn beide Aussagen A, B wahr sind).

Die Negation von A ist die Aussage —A (nicht A), die genau dann wahr ist, falls A falsch ist.
Die Wahrheitswerte dieser Aussagen lassen sich sehr gut durch Wahrheitstabellen darstellen.

Man erhélt:
A|B|ANB |AVB

w | w w w
w | f f w
flw f w
Fr f /
fiir AN B bzw. AV B und
A | —A

—~ g
g
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fiir - A.
Damit gilt:

MUN={z|zeMVaxzeN} und MON={z|zeMAzx e N}

sowie
M\N ={z|zeMANx¢gN}

Fiir Mengen fiithren wir die folgende wichtige Relation “C” ein.

Definition 1.1.4. Es seien M, N Mengen.

Dann heit M Teilmenge von N (M C N), falls jedes Element aus M auch in N enthalten
ist.

M und N heilen gleich (M = N), falls gilt: (M C N) und (N C M) .

Bemerkung. Die Teilmengenrelation ist ebenfalls eng mit der Aussagenlogik verkniipft.
Sind A, B Aussagen, so versteht man unter der Implikation A = B (A impliziert B) die
Aussage: wenn A gilt, so auch B.

Genauer:

|A=B

w8 8>
“~ 8 % g|W
g =gl

Hier ist zu bemerken, dass A = B auch richtig ist, falls A falsch ist. Aus einer falschen
Pramisse 1i8t sich alles folgern. Unter einer Aquivalenz A < B verstehen wir die Aussage
(A= B)A(B = A). Sie ist genau dann wahr, falls A und B beide wahr oder beide falsch
sind. Damit ldsst sich die Teilmengenrelation wie folgt beschreiben: (M C N), falls

Firallez gilt: te M =z € N

In der Aussagenlogik ist es iiblich “fiir alle” durch das Zeichen V abzukiirzen. Also kénnen
wir auch schreiben:

MCN&eVz:(reM=xz€cN).

Insbesondere ist () Teilmenge jeder Menge, denn
Ve:(zelD=xzeM)

ist wahr, da x € ) falsch ist.
Das Symbol V nennt man auch Allquantor. Daneben gibt es auch noch den Existenzquantor
3. Diese treten in folgender Form immer mit Aussageformen auf.

Definition 1.1.5. Sei A(z) eine Aussageform mit Grundbereich G

(a) Vo e G: A(x)
Dies bedeutet: fiir alle € G ist die Aussage A(x) wahr.

(b) 3z € G: A(x)
Dies bedeutet: es existiert ein x € G, so dass A(x) wahr ist.
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Bemerkung. Sowohl “(Vx € G: A(x))” als auch “(3 x € G: A(z))” sind Aussagen. Die
Aussage “(V z € G: A(z))” ist genau dann falsch, falls ein zp € G existiert, so dass A(xz)
falsch ist. In diesem Falle ist also “(3 x € G: —~A(x))” wahr.

Zum Beispiel ist die Aussage “ V x € N: x ist eine gerade Zahl” offensichtlich falsch. Die
Aussage “ (3 x € N: z ist keine gerade Zahl )” ist hingegen eine wahre Aussage.

Auch Mengen kénnen wieder als Elemente einer Menge aufgefafit werden.

Definition 1.1.6. Sei M eine Menge, so heifit
PM)={A|AcC M}
die Potenzmenge von M. P(M) ist die Menge aller Teilmengen von M.
Beispiel.  Ist zum Beispiel M = {1,2, 3}, so folgt:
P(M) = {{1,2,3},{1,2},{1,3},{2,3}, {1}, {2}, {3}, 0}
Satz 1.1.7. Es seien L, M, N Mengen. Dann gilt:

(la) LUM=MUL

Kommutativgesetze
(Ib) LM =MnNL
(2a) LUMUN)=(LUM)UN

Assoziativgesetze
(2b) LN(MNN)=(LNM)NN
(3a) LUMMNN)=(LUM)N(LUN)

Distributivgesetze

(3b) LN(MUN)=(LNM)U(LNN)

Ist M, N C L, so gilt:

(4a) MCUN¢= (M NN)*©
de Morgansche Regeln

(4b) M°N N¢= (M UN)°

Beweis. Wir beweisen (3a). Alle anderen Regeln beweist man mit analogen Argumenten.
Nach Definition der Gleichheit von Mengen miissen dazu folgende Aussagen bewiesen werden.

Beh.l1: LU(MNN)C(LUM)N(LUN)

Beh.2: (LUM)N(LUN)CLU(MNN)
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Zu 1:

Ist z€ LU(MNN), so folgt: x € L oder x € M N N.

Ist « € L, so ist « erst recht in L U M als auch in L U N enthalten und somit auch im
Durchschnitt. Ist  nicht in L enthalten so ist x € N als auch in M enthalten und somit auch
im Durchschnitt von L UM und LU N.

Zu 2:
Ist x € (LUM)N(LUN), soist zin LUM und in L U N enthalten. Also ist z in L oder
aber in M als auch in N enthalten. Also ist z € LU (M N N): 0

In manchen Fillen muss man den Durchschnitt und die Vereinigung iiber eine beliebige Anzahl
von Mengen bilden.

Definition 1.1.8. Eine Familie von Mengen (M, )qcs ordnet jedem « einer Menge I (Indez-
menge) eine Menge M, zu. Die Vereinigung bzw. der Durchschnitt einer solchen Familie ist
wie folgt definiert:

UMa::{xlElaelza:EMa}

acl

ﬂMa::{x]VaEI:xEMa}
ael

Beispiel. Sei M,, = {k € N | k > n} eine Familie von Teilmengen natiirlicher Zahlen

mit Indexmenge I := N. Dann folgt: |J M, = N, denn ist £ € N, so ist k € M; = N, d.h.
N c U M,. Die Umkehrung folgt, de?anMn C N fiir jedes n.

N ]\nJiN: 0, denn ist k € (| My, so ist k € M, fiir alle n € N; aber k & M1 = {j € N |
;eg - 1}. neN

Eine weitere wichtige Methode, neue Mengen aus gegebenen zu konstruieren, ist das kartesi-
sche Produkt.

Definition 1.1.9. Es seien M, N Mengen. Dann heifit die Menge
M x N ={(z,y) |z € M und y € N}

das kartesische Produkt von M und N.

Beispiele.

a) M ={1,2}, N=1{0,3}, M x N ={(1,0),(1,3),(2,0),(2,3)}

b) R2=RxR={(z,y) |z € Rund y € R}
Den R2 stellt man sich als Ebene vor.

c¢) Sind My, ..., M, Mengen, und ist n € N, so definiert
My x...x My ={(x1,...,zn) | Vie{l,...,n} 2, € M;}
das n-fache kartesische Produkt.

Elemente verschiedener Mengen sind oft durch eine Vorschrift einander zugeordnet. Die in
der Mathematik wichtigste Zuordnung ist die Abbildung.
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Definition 1.1.10. Es seien M, N nicht-leere Mengen. Eine Abbildung
fiM— N

ist eine Vorschrift, die jedem = € M genau ein y € N zuordnet. Man schreibt: f(x) = y.
Zwei Abbildungen f,g: M — N heiflen gleich (f = g), falls

fz) = g(x)

fir alle z € M gilt. Die Menge M heifit Definitionsbereich von f; die Menge N heifit Werte-
bereich von f.

Bemerkungen.

(a) Jedem z € M wird ein Element f(z) € N zugeordnet. Dieses Element ist eindeutig
bestimmt. Es kénnen jedoch mehrere Elemente auf das gleiche Element in N abgebildet
werden.

(b) Manchmal nennt man Abbildungen auch Funktionen. Insbesondere dann, wenn der
Wertebereich aus den reellen Zahlen besteht.

Beispiele. In der Schule sind meistens Abbildungen f: R — R betrachtet worden. Einfache
Abbildungen von diesem Typ sind z.B.:
(1) lineare Abbildungen, d.h.

fle)=m-z, mekR.

(2) Polynome, d.h.

flx)=2a"+ An_12" '+ a1z + ao
mit a; € R.
Von grofler Bedeutung sind auch die Abbildungen

a:N—=R.
Sie heilen Folgen. In diesem Falle benutzt man auch die Bezeichnungen: a,, statt a(n) und
(an)nen oder aj,ag, ... statt a: N — R. Beispiele sind: a,, = %,an = 5;2" usw (diese werden

in Kapitel 2 eine wichtige Rolle spielen).
Definition 1.1.11. Es sei f: M — N eine Abbildung und A C M. Dann heif}t:

f(A) ={f(z) |z € A}
das Bild von A unter f. Sei B C N, so heifit
1 (B)={z e M| f(x) € B}
das Urbild von B.
Zwischen Mengen und Abbildungen gelten die folgenden Beziehungen.
Satz 1.1.12. Es seien M, N Mengen und f: M — N eine Abbildung.

(1) Fiir alle A,B C M gilt:



11. Oktober 2024 11

(a) fF(AUB) = f(A)U f(B)
(b) f(ANB)C f(A)Nf(B)
(c) AcC f1(f(4))
(2) Fiir alle A,B C N gilt:
(a) f7H(AUB) = fH(A) U (B
(b) fFHANB) = f1(A)Nf(B)
Beweis.  Wir zeigen nur die Beziehung (1a): Es seien A, B C M.
Es ist zu zeigen: fiir alle y: y € f(AUB) <y € f(A)U f(B).
y € f(AUB) & es existiert einz € AU B mit f(x) =y
< es existiert ein x € A mit f(x) =y oder ein x € B mit f(x) =y
©ye f(A)odery e f(B) & ye f(A)U[f(B)

Der Beweis der restlichen Aussagen folgt mit #hnlichen Argumenten und ist daher als Ubung
iiberlassen. U

Bemerkung. Im allgemeinen gilt nur “C” in (1b), wie das folgende Beispiel zeigt. Wihle
fPR—=Rmit f(z) =2%, A={x| —1<2<0}und B={r|0<z <1}. Dann folgt
f(ANB) = f({0}) = {0} und f(A) = f(B) = B.

Abbildungen kann man unter gewissen Voraussetzungen miteinander verkniipfen.

Definition 1.1.13. Sind f: M — N und g: N — L Abbildungen, so heifit go f: M — L mit

(go f)(x) = g(f(x))

die Komposition von g und f.

Beispiel. f:R — R mit f(z) = 2>+ 2, g: R = R mit g(z) = 22. Dann gilt: go f(z) =
g(x? +2) = (22 + )% = 2* + 223 4 22

Von grofler Bedeutung sind folgende Typen von Abbildungen.

Definition 1.1.14. Eine Abbildung f: M — N heifit
injektiv:  VYax,ye M:xz#y= f(x)# f(y),
surjektiv: Yye N Fze M: f(x) =y,
bijektiv:  f ist injektiv und surjektiv.

Bemerkung. Es gilt auch: f ist injektiv &V, y € M: f(z) = f(y) =z =y.
Dies folgt aus dem Kontrapositionsgesetz, was fiir Aussagen A, B besagt:

(A= B) & (-B = —A4)
Dieses Gesetz lasst sich leicht mit Hilfe einer Wahrheitstabelle beweisen.

Jede bijektive Abbildung besitzt eine Umkehrabbildung.
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Abbildung 1.1: Der Graph von f: R — R mit f(z) = 22

Satz 1.1.15. Es sei f: M — N eine bijektive Abbildung. Dann existiert genau eine Abbildung
g: N — M mit

gof(x) ==z und fog(y) =y
fir alle x € M und alle y € N.

Bemerkung. Wir schreiben f~! fiir ¢ und nennen f~! die inverse Abbildung zu f.
Warnung: Verwechseln Sie die Abbildung f~! nicht mit der Urbildmenge f~!(B). Fiir B C
N ist die Menge f~1(B) fiir beliebige Abbildungen f definiert.

Beweis.  FEindeutigkeit: Seien g1, g2 zwei Abbildungen mit obiger Eigenschaft, so gilt
gro f(x) =g20 f(z)

fiir alle x € M. Ist y € N, so existiert z € M mit f(z) = y (denn f ist surjektiv). Daraus

folgt: g1(y) = g2(y).
Existenz: Sei y € N. Da f bijektiv ist, gibt es ein eindeutig bestimmtes x € M mit f(z) = y.

Definieren wir ¢g(y) = x, so gilt:

gof(z)=g(y) =z und fog(y)=f(z)=y.
U

Jeder Abbildung f: M — N ist eine Menge zugeordnet, die wir den Graph von f nennen. Ins-
besondere eignet sich diese Menge dazu, Abbildungen zu veranschaulichen (siehe Abbildung
1.1)

Definition 1.1.16. Sei f: M — N eine Abbildung, so nennt man

Gr=A{(z,y) € M x N | f(x) =y}
den Graph von f.
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1.2 Die Rechenregeln fiir die reellen Zahlen (Koérperaxiome)

Die wichtigste Menge, die wir in diesem Semester betrachten werden, ist die Menge der reellen
Zahlen. Anschaulich stellen wir uns diese Menge als Punkte auf einer Geraden “liickenlos”
angeordnet vor (Zahlengerade). Man kann mit etwas gréflerem und zeitintensivem Aufwand
die reellen Zahlen aus den natiirlichen Zahlen konstruieren. Wir werden den etwas pragma-
tischeren und bequemeren Weg gehen, indem wir die reellen Zahlen azxiomatisch definieren.
Wir werden also festlegen, welche Eigenschaften (Axiome) die reellen Zahlen erfiillen sollen.
Aus den Axiomen lassen sich dann alle weiteren Eigenschaften ableiten.

Beginnen werden wir mit den Kdrperaziomen. Diese legen die grundlegenden Rechenregeln
fest.

Die reellen Zahlen R bilden eine Menge mit zwei Verkniipfungen (+, -), d.h. zwei Abbildungen
+:RxR—=R, (z,y) = +(z,y) =x+y

und
RXxR =R, (z,y)— - (z,y) =1x-y.

Beziiglich der Addition bildet R eine kommutative Gruppe, d.h. es gelten die
Aziome der Addition:

Al: Firalle z,y,z e Rgilt: (zx+y)+2=2+ (y+ 2) Assoziativgesetz;
A2: Firallez,yecRgilt:z4+y=y+=x Kommutativgesetz;

A3:  Es gibt ein neutrales Element 0 € R,
d.h. fiir alle x € R gilt: 2 + 0 = x;

A4: Fir alle x € R existiert ein y € R mit z +y = 0.
y heiflt das zu x inverse Element.

Die Axiome Al - A4 besagen, dass (R, +) eine abelsche (kommutative) Gruppe darstellt.

Bevor wir die weiteren Axiome behandeln, wollen wir an dieser Stelle schon einige Schlufifol-
gerungen ziehen.

Bemerkungen.

(a) Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt, denn ist 0’ ein weiteres neutrales Element,
so gilt:
2 3
0 @0+0 2 o400
((1) folgt aus der Neutralitidt von 0, (3) folgt aus der Neutralitéit von 0/ und (2) ist das
Kommutativgesetz A2 fir y +x =z +y = 0).

(b) Zu jedem z € R gibt es genau ein inverses Element, denn ist x +y = x4y’ = 0, so folgt:

—~
—

2
y=y+(x+y) = (y+w)+y’(=)y’-

(In (1) benutzen wir das Assoziativgesetz A3, in (2) das Kommutativgesetz A2).
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(c) Das zu z inverse Element bezeichnen wir mit —z und setzen
)

Bemerkung. Man kann die Eindeutigkeit des neutralen und inversen Elementes auch fiir
beliebige (nicht kommutative) Gruppen beweisen.

Nun wollen wir Existenz und Eindeutigkeit der Losung einer Gleichung beweisen, die wir
aus der Schule ldngst kennen. Wir wollen allerdings nur die uns gegebenen Rechengesetze
verwenden.

Satz 1.2.1. Seien a,b € R. Dann hat die Gleichung
a+zx=">
genau eine Lisung, ndmlich x = b — a.

Beweis. Wir werden die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung simultan zeigen, in dem
wir dquivalente Umformungen durchfiihren.
Sei x € R, so gilt:
&
a+z=> (—a)+ (a+2x)=(—a)+b
((1) Addition von (—a) bzw. a auf beiden Seiten)

@((—a)—l—a)—l—x:(—a)—l—b

((2) benutzt das Assoziativgesetz)
S0+r=b-—asr=b—-0a

(Die restlichen Aquivalenzen benutzen das Kommutativgesetz, und die Definition des inversen
und neutralen Elementes.)

Dieser Beweis zeigt: Ist x eine Losung von a + x = b, so ist £ = b — a, d.h. die Losung ist
eindeutig. Ist umgekehrt z = b — a, so ist a + « = b, d.h die Lésung existiert. Dies ist genau
das, was im Satz behauptet wurde. U

Satz 1.2.2. (a) Firallex €R gilt : —(—z) = x.
(b) Fir alle z,y € R gilt : —(z+y) = (—z) + (—y).
Beweis.

(a) Nach Definition gilt: —(—=x) ist das zu (—z) inverse Element.
Da (—z) 4z =z + (—z) = 0, ist = invers zu (—z). Damit folgt aus der Eindeutigkeit
des inversen Elementes: z = —(—x).
@) @ )
(b) (= +y) + ((-2) + (—y)() - (= +y) + (—»;U)) +(=y) = ((y+2)+(-2) + (-y) =
4
Y+ @+ (—2) +(-y) = W+ 0) +(-y) =y+(-y) =0
(1),(3) folgt aus dem Assoziativgesetz, (2) aus dem Kommutativgesetz, (4) aus A4, (5) aus
(A3). U

—
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Nun betrachten wir die Axiome der Multiplikation.

M1: Fir alle z,y,z € Rgilt: (z-y)-z=z-(y-2) Assoziativgesetz;
M2: Firallez,yeRygilt:z-y=y-x Kommutativgesetz;

M3: Es existiert ein neutrales Element 1 € R\{0},
mit x -1 =z fiir alle z € R

M4: Fiir alle z € R\{0} existiert ein y € R mit z -y = 1.
y heiflt das zu = inverse Element.

D:  Firallex,y,zeRygilt:z-(y+2)=z-y+z-2 Distributivgesetz

Bemerkung. Die Assoziativgesetze M1, A1 ermoglichen es, Klammern wegzulassen. Des-
halb kénnen wir definieren:

py =T (D)= (@y) s ohytrmat e =@ty e
Statt x - y schreiben wir auch xy.

Genau wie im Falle der Addition verifiziert man folgende

Bemerkungen.

(a) Das neutrale Element beziiglich der Multiplikation ist eindeutig bestimmt.

(b) Zu jedem x € R\{0} gibt es genau ein inverses Element. Es wird mit ! bezeichnet.
Satz 1.2.3. Fiir allex € R gilt: x- 0= 0.

Beweis. Seixz € R,sofolgt: z-0=2-(04+0)=2-0+2-0=2-04+(—(z-0)) ==x-0.
Dies impliziert: 0 = x - 0. U

Bemerkung. Ist x # 0, so folgt 27! # 0. Denn ist z=! = 0, so gilt wegen Satz 1.2.3:
1=x-2"1=0, aber 1 # 0 wegen M3.

Analog zu Satz 1.2.1 und Satz 1.2.2 gilt:

Satz 1.2.4. Seien a,b € R und a # 0. Dann hat die Gleichung a - x = b genau eine Lisung,
ndmlich x =b-a~'.

Beweis. Man zeigt analog zu Satz 1.2.1: x = b-a~! ist die eindeutig bestimmte Losung. [J
Bemerkung. Man schreibt auch: % =b-a~! und nennt 3 den Quotienten von b und a.
Satz 1.2.5.

(a) Vo € R\{0}: (z7 1)L =x.

(b) Yo,y e R\{0}: (z-y) "t =2~ -y~ L.

Das Produkt zweier reeller Zahlen ist ungleich Null, falls alle ihre Faktoren ungleich Null sind.
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Satz 1.2.6. Fir alle x,y € R gilt: Ist x -y =0, so ist = 0 oder y = 0.

Beweis. Seien xz,y € R und z -y = 0. Wir kdnnen annehmen: x # 0. Dann folgt aus Satz
1.23: 0=t 0=2"Y(z-y) =y. U

Der néchste Satz verkniipft multiplikative mit additiven Strukturen.

Satz 1.2.7. Va,b € R: (—a)b = —(ab).

Beweis. Wegen Satz 1.2.1 hat die Gleichung ab + x = 0 genau eine Losung, ndmlich
x = —(a-b). Wir zeigen: (—a)b ist ebenfalls eine Losung.

ab+ (—a)b=(a+ (—a))-b=0-b=0.

Korollar 1.2.8. Va,beR: (—a)(—=b) =a-b.

: @ @ @)
Beweis. (—a)(=b) = —(a(=b)) = —(—(ab)) = ab. (1) und (2) folgen aus Satz 1.2.7 und
(3) aus Satz 1.2.2. U

Bemerkung. Insbesondere gilt: (—1)(—1) = +1.

Definition 1.2.9. Eine Menge K mit Operationen (+,-) fiir die die Axiome A1l - A4 sowie
M1 - M4, D gelten, heifit Kdrper.

Bemerkung. Die Aussagen, die wir bisher abgeleitet haben, gelten fiir beliebige Korper.
Die Korperaxiome charakterisieren die reellen Zahlen keineswegs. Zum Beispiel bilden die
rationalen Zahlen einen Korper. Es existieren sogar endliche Korper, d.h. Kérper mit endlich
vielen Elementen.

Die reellen Zahlen sind auf einer Zahlengeraden angeordnet. Dies 148t sich durch die Anord-
nungsaxiome formalisieren.

1.3 Die Anordnungsaxiome der reellen Zahlen

Auf R existiert eine Ordnungsrelation “<”. Allgemein versteht man unter einer Ordnungsre-
lation das Folgende.

Definition 1.3.1. Sei M eine Menge. Dann heifit “<” eine Ordnungsrelation auf M, falls

Rl: Firallex e M:x <z Reflexivitit
R2: Firallex,ye M:x<yundy<zx=z=y Antisymmetrie
R3: Fihralle;x,y,ze M :x<y,y<z=x<2 Transitivitdt

R4: Eine Ordnung heifit total, falls
fur alle z,y € M : x <y oder y < z.
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Beispiel. Ist X eine Menge, so definiert “C” eine Ordnung auf M = P(X). Diese ist
jedoch nicht total.

Nun verlangen wir, dass die reellen Zahlen die folgenden Anordnungsaxiome erfiillen sollen.
Sie bestehen aus einer totalen Ordnung, die kompatibel zur additiven und multiplikativen
Struktur der reellen Zahlen ist.

Anordnungsaxiome:

Auf R ist eine totale Ordnung “<” mit folgenden Eigenschaften gegeben:

Ol: Firallex,y,zeR:z<y=zx+2<y+=z
(Monotonie der Addition)

02: Firallex,y,zeRx<yund z2>0=z-2<y 2
(Monotonie der Multiplikation)

Bemerkung. Wir schreiben xz < y genau dann, falls x < y und = # y. Dann folgt in
Ergénzung zu O1, O2 und R3:

O1: Firallez,y,zeR:z<y=x+2<y+ 2z,
denn aus x + 2z = y + z folgt z = y.
02": Firallez,y,2€ R:x<yund 2 > 0= 22 < yz,
denn zz = yz impliziert zzz~! = yzz~! und somit = = y.
R3: z<yundy<z=zr<z
denn wire x = z so folgt aus (z <y und y < z) mit R2: x =y = z.

Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen:
Satz 1.3.2.

(1) Fir alle a,b,c,d € R gilt:
a<bundc<d=>a+c<b+d
a<bundc<d=a+c<b+d

(2) Fiir alle a,b,c € R folgt:
(i))c<0=—-c>0, ¢<0=—-c>0
(i) a < b und ¢ < 0= ac > bc
(71i) a < b und ¢ < 0 = ac > be

(3) Fiir alle a € R gilt: a®> > 0. Ist a # 0 so ist a®> > 0.
(Insbesondere gilt: 1 =1-1>0)

(4) Fir alle a € R folgt: a >0 =1 > 0.
(5) Fiirallea,bER:O<a§b:>%2%sowi60<a<b:>%>%.

Beweis.

) )

atc<b+te. Auscgd(%
(or)

(1) a<b&

Ist zusatzlich ¢ < d

b+ c < b+d. Damit folgt aus (R3) a+c < b+d.

ER b+ c <b+dund damit a + ¢ < b+ d wegen (R3').
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2 OIste<0 D et (co<—re=0<—c
Ist ¢ < 0, so folgt wegen Satz 1.2.7 —c = (—1)c. Da —1 # 0 und ¢ # 0,folgt wegen Satz
1.2.6 —c # 0. Da —c > 0, folgt damit: —c > 0.
(ii) Ist a < bund ¢ < 0 (02(2) a(—c) < b(—c) —ac < —be. Addieren wir auf
beiden Seiten ac, so erhalten wir aus O1: 0 < —bc+ ac. Nochmalige Addition von bc auf
beiden Seiten ergibt: bc < ac.
(iii) Ist @ < b und ¢ < 0, so folgt bc < ac, denn ist be = ac, so ist a = b, da ¢ # 0.

(Satz1.2.7)
=4

(3) Ist a > 0, so folgt dies direkt aus O2.
Ist a < 0 so folgt aus (2ii) nach Multiplikation mit a:
a2=a-a>a-0=0.
Ist zusitzlich a # 0, so ist a® # 0 wegen Satz 1.2.6. Also gilt: a® > 0.

(4) Sei a > 0.
Wire % <0, so wiirde aus O2 folgen:
1=1a<0-a=0. Diese Aussage ist wegen (3) falsch (Widerspruch).

(5) Ist 0 < a < b. Da wegen (4) 1,1 > 0, folgt aus O2 durch Multiplikation mit 2: 0 < 1 < g.
Nochmalige Multiplikation mit % ergibt: 0 < % < g . % =ba bt =1,

a
Sei 0 < a < b. Dann ist % # %, denn aus % = % wiirde a = b folgen. Somit gilt auch die

zweite Ungleichung.

0

Definition 1.3.3. Sei D C R und f : D — R eine Funktion. f : D — R heifit monoton
wachsend (streng monoton wachsend), falls

Va,ye Diw <y= f(z) < fly) (f(z) < f(y))

f: D — R heifit monoton fallend (streng monoton fallend), falls

Vae,ye Dz <y= f(z) > fly) (f(x) > f(y)).

Bemerkungen.

(1) Streng monotone (streng monoton wachsende oder fallende) Funktionen sind offensicht-
lich injektiv. Sie besitzen daher eine inverse Abbildung f~!: f(D) — R. Diese Abbil-
dung ist ebenfalls streng monoton und hat denselben Monotonietyp wie f. Denn ist
z.B. f monoton wachsend und yq,y2 € f(D) mit y; < yo, so existieren x1, o € D mit
f(x1) = y1 und f(x2) = yo. Dann ist f~1(y1) = 21 < 29 = f~1(y2), denn wiire x9 < 21,
so wiirde, da f monoton wachsend ist, yo = f(z2) < f(z1) = y1 folgen.

(2) Ist Ry = {x € R | z > 0}, so besagt 1.3.2(5), dass die Funktion f : Ry — R4 mit
f(z) = 1 streng monoton fallend ist.

Unmittelbar aus den Anordnungsaxiomen erhalten wir:

Satz 1.3.4. Die Abbildung f : Ry U {0} — Ry U {0} mit f(z) = 2? ist streng monoton
wachsend.

Beweis. Essei 0 <z < xg9. Multiplizieren wir diese Ungleichung mit x; und z2, so folgt
aus 02': x% < xox1 und Toxy < CL‘% Damit folgt die Behauptung aus R3’. U
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Bemerkungen.

(1) Damit ist f insbesondere eine injektive Abbildung. Der Beweis der Surjektivitit verlangt
das Vollsténdigkeitsaxiom (s. Abschnitt 2.4).

(2) Die Umkehrabbildung von f(z) = 2% heiBt Quadratwurzel (/). Da wir noch nicht
gezeigt haben, dass f surjektiv ist, ist sie zunédchst nur auf f(R; U {0}) definiert. Auf
dieser Menge ist wegen der obigen Bemerkung die Wurzel streng monoton wachsend.

Mit Hilfe der Anordnungsaxiome definiert man den Betrag einer reellen Zahl.
Definition 1.3.5. Sei a € R, so heifit

laf = a fallsa >0
Tl —a fallsa<0

der Absolutbetrag (Betrag) von a.

Bemerkung. |a| beschreibt den “Abstand” von a zur Null. Da —a > 0 falls a < 0, gilt:
la| > 0. Des weiteren folgt: —|a| < a < |a|, denn a € {£|a|}.

Satz 1.3.6. Seie > 0, so gilt fir alle a € R:
la] <es —e<a<e.

Beweis. Betrachte zunédchst den Fall ¢ > 0. Dann gilt: a = |a| < € & —e < a < e. Ist
a < 0, so ist —a = |a| < € ebenfalls dquivalent zu —e < a < e.

U
Bemerkung. Ist € >0, so gilt fir allea € R: |a] < e & —e < a <e.
Satz 1.3.7. Fiir alle a,b € R gilt:
(1) la| =0« a=0.
(2) |ab] = |alb].
(3) |a+b| < |a|+ |b| (Dreiecksungleichung).

Bemerkung. Die Dreiecksungleichung ist, wie wir sehen werden, von fundamentaler Be-
deutung fiir die Analysis.

Beweis.
(1) Ja]| =0 a=la] =0.
(2) Da a = |a| oder —a = |al, folgt:
(i) |al|b] = ab oder
(ii) |al|b| = —ab.
Gilt (i), so ist ab > 0 und somit |a - b| = a - b. Gilt (ii), so folgt a - b < 0 und somit
—ab=la-b|.

(3) Wegen Satz 1.3.6 gilt: |a + b| < |a| + |b] & —(la| + |b]) < a+b < (|a| + |b]).
Da wegen obiger Bemerkung —|a| < a < |a|] und —|b| < b < |b], folgt aus Satz 1.3.2(1):
ol — bl < a+b < |a] + .

0
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Die Anordnungs- und Koérperaxiome reichen noch nicht aus, um die reellen Zahlen zu kenn-
zeichnen. Bevor wir die axiomatische “Definition” der reellen Zahlen fortsetzen, wollen wir
zunéchst zeigen, wie wir die natiirlichen Zahlen in dem angeordneten Korper R definieren
konnen. Man stellt sich vor, dass die natiirlichen Zahlen, ausgehend von der 1, durch fortge-
setzte Addition der 1 erzeugt werden. Wir werden dies im néchsten Abschnitt formalisieren.

1.4 Die natiirlichen Zahlen

Eine wichtige Eigenschaft der natiirlichen Zahlen ist die Induktivitét.
Definition 1.4.1. Eine Teilmenge M C R heifit induktiv, falls
(1) 1e M,
2 VeeR:(zeM=x+1ecM).
Beispiel. Die Menge R, = {z € R | > 0} ist induktiv,da 1 >0 und z > 0 Arti1>

122110
Diese Menge ist natiirlich zu grofi. Daher definieren wir N als die kleinste induktive Menge,
genauer:

Definition 1.4.2.

N = n{M|MCR, M induktiv }
{r € R|z € M fir alle induktiven Mengen M}

Bemerkung. N ist also die kleinste induktive Menge, d.h N ist induktiv und in jeder
anderen induktiven Menge enthalten.
Eine Konsequenz ist das folgende wichtige Induktionsprinzip.

Satz 1.4.3. (Prinzip der vollstindigen Induktion)
Sei M C N und es gelte

(1) 1e M.
(2) VneN:(neM=n+1eM).
Dann folgt M = N.

Beweis. Aus (1) und (2) folgt, dass M induktiv ist. Da nach Definition 1.4.2 N in jeder
induktiven Menge enthalten ist, folgt: N C M. Auf der anderen Seite gilt nach Voraussetzung
an M: M C N, also folgt M = N. U

Anwendung findet dieses Prinzip in der Beweismethode der vollstandigen Induktion.
Sei A eine Aussageform mit Grundbereich N. Betrachte die Menge M = {n € N | A(n}, d.h.
die Menge aller natiirlichen Zahlen n € N, fiir die die Aussage A(n) wahr ist.

Korollar 1.4.4. Sei
(1) A(1) wahr,
(2) VneN: (A(n) = A(n+1)).



11. Oktober 2024 21

Dann ist A(n) eine wahre Aussage fir alle n € N.

Beweis. Sei M = {n € N| A(n) wahr}. Aus (1) und (2) folgt, dass die Menge M induktiv
ist. Da M C N, folgt aus dem Prinzip der vollstdndigen Induktion: M = N, und damit ist die
Aussage wahr fiir alle n € N. U

Bemerkung. Ein Induktionsbeweis gliedert sich also in die folgenden zwei Schritte:

(1) Man zeigt, dass A(1) wahr ist (Induktionsanfang),

(2) fiir jedes n € N beweist man die Aussage A(n) = A(n + 1) (Induktionsschritt). Dabei
heifit A(n) die Induktionsvoraussetzung und A(n + 1) die Induktionsbehauptung.

Nach unserer Definition der natiirlichen Zahlen miissen die folgenden, offensichtlich erschei-
nenden Aussagen bewiesen werden. Die Beweismethode hierfiir ist, die vollstdndige Induktion
beweisen.

Satz 1.4.5. Fiir alle m,n € N gilt:

Beweis.  Wir beweisen nur die Aussage (a). Die Aussagen (b), (c) und (d) seien als Ubung
iiberlassen.

Sei m € N fest gewéhlt.

Definiere A(n) :< m+n € N.

Induktionsanfang: A(1) ist wahr, denn m+1 € N, dam € N und N eine induktive Menge ist.
Induktionsschritt: Sei A(n) wahr, d.h. m +n € N. Aus dem Assoziativgesetz der Addition
und der Induktivitdt von N folgt

m+n+1)=(m+n)+1eN,

d.h. A(n + 1) ist eine wahre Aussage. U

Aus den natiirlichen Zahlen lassen sich die ganzen und rationalen Zahlen wie folgt konstruie-
ren.

Definition 1.4.6. Die Menge
Z:={zeR|zeNtUu{zeR|—-2zecN}u{0}
ist die Menge der ganzen Zahlen. Die Menge
Z_:={zeR|—zeN}={zreZ|z< -1}
ist die Menge der negativen ganzen Zahlen.
Q::{% | m €Z und n € N}

ist die Menge der rationalen Zahlen.
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Bemerkung. Q C R ist ebenfalls ein angeordneter Koérper. Wenn wir die axiomatische
Definition von R beendet haben, sehen wir, dass Q # R.

Manchmal moéchten wir den Induktionsanfang bei einer beliebigen ganzen Zahl beginnen.

Satz 1.4.7. (verallgemeinerte Induktion)
Seik € Z und N :={m € Z | m > k}. Sei A eine Aussageform mit Grundbereich Ny. Sei

(1) A(k) wahr,
(2) Vm e Ng : (A(m) = A(m +1)).
Dann ist A(m) wahr fir alle m € Ny.
Beweis. Definiere die Aussageform B(n) :< A(n + k — 1) iiber N. Dann folgt:
(1) B(1) ist wahr,
(2) VneN: (B(n)= B(n+1)).
Nach Korollar 1.4.4 ist B(n) wahr fiir alle n € N. Da die Abbildung f : N — Nj mit

n — n + k — 1 bijektiv ist, gilt A(m) fiir alle m € Ny. U
Sind a1, ...,a, € R,n € N; so definieren wir rekursiv
1 n n—1
Zai::al; Zai:a1+...+an:: (Zai>+an
i=1 i=1 i=1
1 n n—1
Hai::al; Hai:al-...-an:: (Haz)an
i=1 i=1 i=1
Ist a1 = ag = -+ = a, = a, so schreiben wir: a™ := [[\_; a; (n-te Potenz).
Fiir negative ganzzahlige Exponenten definieren wir: a® :== 1 und ™" = ,%n fir n € N falls
a # 0.

Ein weiteres Beispiel zur vollstindigen Induktion ist die folgende Ungleichung von Jakob
Bernoulli (1654 - 1705).

Satz 1.4.8. (Bernoullische Ungleichung)
Seia € R, a > —1. Dann gilt:
(1+a)">1+na

fiir alle n € Np.
Beweis. Fiir n € Ny betrachte die Aussage
An) = (14+a)" > 1+ na.

(1) Induktionsanfang: A(0) ist wahr, denn (1 +a)® =1 =1+ 0Oa.

(2) Induktionsschritt: V n € No: (A(n) = A(n +1)).

Sei n € Ny und es gelte: (1 +a)™ > 1+ na. Wegen a > —1 folgt aus O1:
14+ a > 0. O2 und die Induktionsvoraussetzung implizieren:

(1+a)"™ =1 +a)"(1+a)>(1+na)(l+a)
(14+na)l+ (1 +na)a =1+ na + a + na>

Die letzte Ungleichung folgt, da a® > 0 und n > 0. U
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Mit Hilfe der natiirlichen Zahlen lassen sich endliche Mengen definieren. Eine Menge M # ()
heifit endlich, falls es ein n € N und eine bijektive Abbildung f : {1,...,n} — M gibt.
Man kann mittels Induktion zeigen, dass die Zahl n € N eindeutig bestimmt ist. Sie heif3t
die Mdchtigkeit oder Kardinalitit von M und sie beschreibt die Anzahl ihrer Elemente. Wir
schreiben: #M := n oder auch card(M) bzw.|M| statt #M. Man definiert #0 := 0.

Sei M, ={1,...,n} und P(M,) die Menge aller Teilmengen von M,

Definition 1.4.9. Fiir £ € Ny und 0 < k < n definiere

<Z> = # {AeP(M,)|# A=k}

Die Zahlen (Z) heiflen Binomialkoeffizienten. Sie beschreiben die Anzahl aller k-elementigen
Teilmengen von {1,...,n}. Dies lisst sich auch interpretieren als die Anzahl der Moglichkei-
ten aus der Zahlenmenge {1,...,n} eine k-zahlige Teilmenge auszuwéhlen.

Bemerkung.  Offensichtlich gilt: () = (1) = 1, denn M, enthélt nur eine 0-elementige

n

Menge (die leere Menge) und eine n-elementige Menge (die Menge M,,).

Satz 1.4.10. FEs gilt fir allen e Nund ke Nmit 1 <k <n
n+1\ n + n
k C\k-1 k)

{Ae P(Mypy1) | # A=k} ={AePMps1) | #A=kundn+1ec A}
U{A e P(Mp11) |# A=kund (n+1) & A}.

Beweis.

Diese Vereinigung ist disjunkt, d.h. ihr Durchschnitt ist leer.
Daher gilt:

1
(n—]: ) =#{AcP(Mpt1)|# A=kundn+1e A}+
#{AePMps1) | # A=kundn+1¢ A}.

Da die Abbildung

fi{AeP(Myp) | # A=kund (n+1) € A} > {BeP(M,) | # B=k—1}

mit A +— A\ {n+ 1} bijektiv ist, ist der erste Summand (,",).
Im zweiten Fall ist (n 4+ 1) ¢ A, d.h. A kann als k-elementige Teilmenge von M, aufgefafit
werden, d.h. der zweite Summand ist (Z) U

Aus Satz 1.4.10 148t sich das Pascalsche Dreieck ableiten.

n=0 =1
n=1 (=1 (=1
n=2 =1 (=2 =1

n=s (=1 )=3 9 =3 =1
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Definiere 0! =1 und n!=1-2-...-n firn € N.
Dann gilt:

Satz 1.4.11. Firn € Ny und k € Ng mit 0 < k < n folgt:

(1) = o

Beweis. Durch Induktion: Fiir n € Ny definiere die Aussage

n!

A(n) = Vke{0,1,...,n}: <Z> :m

Induktionsanfang: A(0) ist wahr, denn (8) =1 und 0(!)—(!)! =1
Induktionsschritt: Fiir n € N sei A(n) wahr.
Zu zeigen ist: A(n 4+ 1) ist wahr, d.h. (”2‘1) =
ke{0,1,....,n+1).

Da ("Brl) =1 und % = 1 gilt diese Gleichung fiir k =0 und k = (n + 1).
Sei 1 <k <n. Wegen Satz 1.4.10 und der Induktionsvoraussetzung gilt:

n+1 n n n! n!
< k > a <k—1) + (k:) CE T R
nlkl(n — k) +nl(k— D(n+1—k)!  nlk+nl(n+1—k)

T =D+l -R -k  Kn+1-—Fk)
(n+1)!

Kn+1— k)

(n+1)!

Satz 1.4.12. (Binomische Formel)
Sind a,b € R, so gilt fiir alle n € Ny

(a+b)" = kzn%) (Z) akon*.

Beweis. Der Beweis wird mit Hilfe der vollstindigen Induktion gefiihrt und sei als Ubung
iiberlassen. U

Bemerkung.
Sei M = {1,...,n}, so folgt: 2#M =27 = (1 4+ 1)" = > ro (Z) =# P(M).
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1.5 Vollstindigkeitsaxiom

Die Koérperaxiome und Anordnungsaxiome gelten auch fiir die rationalen Zahlen @Q. Diese
haben jedoch nicht alle Eigenschaften, die wir von den reellen Zahlen verlangen wollen; z.B.
hat die Gleichung z? = 2 keine Losung in Q, wie der folgende Widerspruchsbeweis zeigt. Sei

z € Q mit 22 = 2. Dann existieren teilerfremde Zahlen n € Z, m € N mit z = - Dann folgt:

n2

-5 =2, d.h. n? = 2m?. Folglich ist n? eine gerade Zahl und somit ist auch n gerade. Damit
existiert ein k € Z mit n = 2k und somit gilt 4k = 2m?. Daraus folgt wiederum, dass m?
und somit m gerade sind. Dann haben aber n und m den gemeinsamen Teiler 2, und dies
steht im Widerspruch zur Annahme der Teilerfremdheit.

Bemerkung. Allgemein ist ein Beweis durch Widerspruch immer von der folgenden Form.
Wir wollen aus einer Aussage A eine Aussage B herleiten, d.h. wir wollen zeigen, dass die
Implikation A = B wahr ist. Dazu miissen wir iiberpiifen: ist A wahr so auch B . In allen
anderen Fillen ist A = B trivialerweise erfiillt (siche Bemerkung nach der Definition 1.1.4).
Angenommen, wir konnen mit Hilfe von A aus —B eine falsche Aussage C' (Widerspruch)
herleiten. Dann ist =B ebenfalls falsch, und somit ist B wahr.

Definition 1.5.1. Sei M C R.

(a) Dann heiit M nach oben beschrinkt, falls ein ¢ € R existiert mit
x <c fur alle x € M.

Man nennt c¢ eine obere Schranke von M.
(b) s heifit kleinste obere Schranke von M, falls

(i) s eine obere Schranke von M ist, und

(i) fiir alle oberen Schranken ¢ von M gilt: s < c.

AuBer den Korperaxiomen und den Anordnungsaxiomen verlangen wir nun fiir R noch das
wichtige Vollstéandigkeitsaxiom.

Vollstindigkeitsaxiom
V:  Jede nicht leere, nach oben beschrinkte Teilmenge von R besitzt eine kleinste obere
Schranke.

Bemerkung. Die kleinste obere Schranke einer nach oben beschrénkten Menge M C R
ist eindeutig bestimmt, denn sind s1, so kleinste obere Schranken von M, so folgt: s1 < s
und s < s1. Aus dem Anordnungsaxiom R2 folgt: s1 = ss.

Definition 1.5.2. Sei M C R nach oben beschrankt. Dann nennen wir die kleinste obere
Schranke auch das Supremum von M. Wir bezeichnen diese Zahl mit sup M.

Die axiomatische Definition der reellen Zahlen 148t sich nun wie folgt zusammenfassen. Die
reellen Zahlen sind eine Menge R mit folgenden Eigenschaften.

(1) Es gibt Verkniipfungen +, -, so dass (R, +,-) ein Korper ist, d.h. es gelten die Korpe-
raxiome Al ,..., A4, M1 ,..., M4, D.

(2) Es gibt eine totale Ordnung “<” auf R, so dass der Korper (R, +, -, <) angeordnet ist,
d.h. es gelten die Axiome (R1 ,..., R4) sowie O1 und O2.
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(3) R ist vollstdndig, d.h. es gilt das Vollstdndigkeitsaxiom V.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass die reellen Zahlen bis auf “Aquivalenz” durch diese
Axiome gekennzeichnet sind. Alles, was wir jemals mit reellen Zahlen machen werden, 143t
sich auf diese Axiome zuriickfiihren.

Nun kénnen wir beweisen, dass die Gleichung x> = 2 eine Losung in R besitzt. Wir zeigen
sogar:

Satz 1.5.3. Zu jedem a > 0 existiert genau eine reelle Zahl x > 0 mit

Tr = a.

Wir nennen diese Zahl x die Quadratwurzel von a und schreiben © = \/a oder x = a'/?.

Beweis.

(1) FEindeutigkeit:
Seien x1,x2 > 0 mit :c% = x% = a. Dann folgt:
2?2 — 22 = (z1 — 22) (21 + 22) = 0.
Aus Satz 1.2.6 folgt: 1 — 22 = 0 oder x1 + x5 = 0.
Aus der ersten Gleichung folgt unmittelbar x1 = x».
Da x9 > 0, ist wegen Satz 1.3.2(1) —z2 < 0. Aus der zweiten Gleichung folgt dann:
0 < z; = —x2 < 0 und wegen des Anordnungsaxiom’s R2 folgt 21 = 0 und damit
Xro = 0.

(2) Existenz: (hier bendtigen wir das Vollsténdigkeitsaxiom V)
Sei
M={x>0]|z*<a}.
Die Menge M ist nicht leer, denn sie enthélt die 0. Auflerdem ist a + 1 eine obere
Schranke von M. Denn ist > a + 1, so folgt: 22 > a? 4+ 2a + 1 > 2a > a und daher
Daher existiert wegen des Vollstandigkeitsaxiomes V eine kleinste obere Schranke s =
sup M. Da 0 € M, folgt s > 0.
Behauptung: s? = a.
Ist s # a, so konnen zwei Fille auftreten:

(1) s> <a oder (2) s*>> a.
Wir zeigen nun, dass beide Félle im Widerspruch zur Definition von s stehen.

(1) Sei % < a.
Wie wir gleich sehen werden, existiert dann ein & > 0 mit (s + h)? < a.
Damit ist s + h € M und s keine obere Schranke.
Gesucht ist also ein h > 0 mit (s + h)? = s? + 2sh + h? < a. Dies ist #iquivalent zu

h(2s + h) = 2sh + h? < c:=a — s

c
2s+1"

Definiere h als das Minimum der Zahlen 1 und Dann ist die obige Ungleichung
erfiillt, denn:

h(2s+h) <h(2s+1) <ec.
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(2) Sei 5% > a.
Wir zeigen die Existenz von h € Rmit 0 < h < s und (s—h)? > a. Im Widerspruch
zur Definition von s ist dann s — h eine kleinere obere Schranke von M. Denn ist
x € M, soist x > 0und (s — h)? > a > 22. Dann folgt wegen Satz 1.3.4 auch
s—h>ax.
Da (s — h)? = s? — 2sh + h? > s% — 2sh, erfiillt h = 522;“ < ;—z = 15 die verlangte
Eigenschaft. Denn dann ist 0 < h < s sowie (s — h)? > 5% — (s> —a) = a.

0

Bemerkungen.

(a) Genauso kann man zeigen: Ist n € N und a > 0, so existiert genau ein z > 0 mit 2" = a.
Man nennt z = {/a = a*/™ die n-te Wurzel aus a.

(b) Allgemeiner definiert man fiir @ > 0 und n,m € N

an/m — (al/m)n‘

Fiir a > 0 definiert man
afn/m — (afl)n/m.

Setzt man a® := 1, so erhilt man die folgenden Rechenregeln:
a" =a"a®; o™ = (a")®; und a"b" = (ab)"

fir alle r,s € Q sowie a > 0 und b > 0. Mit Hilfe der Exponentialfunktion werden wir
spater a” fiir jedes a > 0 und r € R definieren.

Definition 1.5.4. Eine Menge M C R heifit nach unten beschrinkt, falls ein ¢ € R existiert
mit ¢ < zx fiir alle x € M. Dann heifit ¢ eine untere Schranke von M.

s heifit grofite untere Schranke, falls s untere Schranke ist und fiir alle unteren Schranken c
von M gilt: ¢ < s.

Satz 1.5.5. Sei M # () und M nach unten beschrinkt. Dann existiert genau eine grofte
untere Schranke. Diese nennen wir auch das Infimum von M und wird mit inf M bezeichnet.

Beweis. Definiere —M = {—x |z € M}.

Ist ¢ untere Schranke von M, d.h. ¢ < z fiir alle x € M, so folgt —x < —c fiir alle z € M und
somit ist —M nach oben durch (—c) beschrinkt.

Wegen des Vollstandigkeitsaxioms besitzt —M eine kleinste obere Schranke s := sup —M.
Behauptung: —s ist grofite untere Schranke von M.

(1) —s ist untere Schranke von M, denn ist x € M, so ist —x € —M und somit —z < s.
Daher gilt: x > —s.

(2) —s ist groBte untere Schranke von M, denn ist ¢ untere Schranke von M, so gilt fiir alle
reM:c<zr& —c>—u.
Daher ist —c ist obere Schranke von —M. Da s kleinste obere Schranke ist, gilt s < —c¢
und somit —s > ¢, d.h. die untere Schranke c ist kleiner. U
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Bemerkung. Der obige Beweis zeigt sogar: —sup(—M ) = inf M.
Weitere Folgerungen aus dem Vollstandigkeitsaxiom:

Satz 1.5.6. Die reellen Zahlen sind archimedisch angeordnet, d.h. N ist nicht nach oben
beschrdnkt.

Beweis. Annahme: N wire nach oben beschrinkt. Aus der Vollstandigkeit folgt dann die
Existenz des Supremums s := sup N.

Da s kleinste obere Schranke von N ist, ist s — 1 keine obere Schranke von N, d.h. es gibt
n € N mit s —1 < n. Insbesondere ist s < n+ 1 € N und somit ist s keine obere Schranke im
Widerspruch zur Existenz des Supremums. U

Dies hat zur Konsequenz, dass die Kehrwerte der natiirlichen Zahlen beliebig klein werden.
Korollar 1.5.7. Fiir alle € > 0 existiert ein n € N mit % < €.

Bemerkung. Mittels der Quantoren V (fiir alle) und 3 (es existiert) lisst sich der Satz
auch knapp wie folgt schreiben:

1
Ve>0dneN: - <e
n
Bewets.  Sei € > 0. Dann folgt aus Satz 1.5.6:
IneNmitn>1=e>1 U

Manchmal ist das Supremum bzw. Infimum einer beschrankten Menge wieder ein Element
dieser Menge. Dann spricht man vom Maximum bzw. Minimum. Genauer definiert man:

Definition 1.5.8. Sei M C R eine nach oben (bzw. nach unten) beschrénkte Menge. Dann
heifit s Mazimum (Minimum) von M, falls s € M und s = sup M (s = inf M). Man schreibt:
s =max M (s = min M).

Beispiel. M ={zecR|z<1}.
Es gilt: sup M =1, aber 1 ¢ M, d.h. das Maximum existiert nicht.
Hingegen ist 1 das Maximum von M = {z € R | x < 1}.

Satz 1.5.9. Sei M C Z. Ist M nach oben beschrdnkt, so besitzt M ein Maximum. Ist M
nach unten beschrinkt, so existiert das Minimum von M.

Beweis. Sei M C 7Z nach oben beschrinkt und s = sup M. Betrachte s’ = s — %
Da s die kleinste obere Schranke ist, ist s’ keine obere Schranke und daher existiert ein x € M
mit s — % < z < s. Dann ist « obere Schranke und somit = s. Denn sonst existiert y € M
mit < y < s (s ist obere Schranke) und es folgt: y — x € N.

Dann wire aber y —x < s — (s — %) = % im Widerspruch dazu, dass n > 1 fiir alle n € N.
Also folgt: s = max M. U

Definition 1.5.10. (Gaufklammer)
Sei z € R. Dann heif3t
[z] =max{k € Z |k <z} eZ

die Gaufklammer von [z]. Sie ist die grofite ganze Zahl kleiner gleich z.
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Bemerkung. Da M = {k € Z | k < z} nach oben beschrénkt ist, existiert das Maximum
wegen Satz 1.5.9. Es gilt: [2] <z < [z] + 1.

Die erste Ungleichung gilt, da [z] € M (denn [z] ist Maximum). Falls [z] + 1 < x, so wiére
[z] + 1 € M und somit wére [x] keine obere Schranke von M.

Satz 1.5.11. Es seien x < y reelle Zahlen. Dann existiert eine rationale Zahl ¢ € Q mit
r<q<y.

Beweis. Ist [z]+1<y,sosetze g=[z]+1 >z Ist [z] <z <y <[z]+]1, sowidhlen € N,
so dass y —x > % (wegen Korollar 1.5.7 ist dies moglich).

Setze ¢ = [z] + = € Q, wobei m = mg + 1 und my = max{k € Z | [z] + £ < z}. Dann folgt:
r < [z] + 7, denn sonst ist mg nicht das Maximum.

Des weiteren gilt: [z] + 2 = [z] + 20 + L <+ 1 <y, 0

1.6 Die komplexen Zahlen

Die Gleichung 2> = —1 besitzt keine Losung in R, denn aus den Anordnungsaxiomen folgt
fir alle € R: 22 > 0 > —1. Insbesondere ist 2 # —1. Angenommen es wire moglich
den Zahlenbereich der reellen Zahlen so zu erweitern, dass auch diese Gleichung eine Losung
besitzt. Bezeichnen wir die Losung mit 7, so ist mit x,y € R auch

T+ 1y

ein Element dieses grofleren Zahlenbereiches. Da dieser Zahlenbereich die Kérperaxiome erfiillen
soll, erhalten wir fiir alle z,y,u,v € R:

(x+1y)+ (u+ i) =z +u+i(y +v)

sowie
(z +iy) (u+ iv) = zu +i(zv + yu) + i2yv = zu — yv + i(zv + yu)

Um diese Verkniipfungen sich besser veranschaulichen zu kénnen, identifizieren wir die Zahl
x + 4y mit (z,y) € R% Man nennt C := R? zusammen mit der oben definierten Addition und
Multiplikation die Menge der Komplexen Zahlen. Dass diese Menge ein Korper ist, zeigt der
folgende Satz.

Satz 1.6.1. Die Menge C := R? zusammen mit der wie folgt erkldarten Addition (+)
(#,y) + (u,v) = (z + u,y +v)

und Multiplikation (-)
(957 y) - (u, U) = (xu — Yv, TV + yu)

bildet einen Kérper. Dabei ist (0,0) das neutrale Element der Addition und (1,0) das neutrale
Element der Multiplikation. Das zu z = (z,y) # 0 inverse Element der Multiplikation ist
durch
-1 ._ T -y
S (x2+y2’x2+y2)

gegeben.
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Bemerkungen.

a) Schrénken wir Addition und Multiplikation in C auf Elemente der Form (x,0) € Rx {0}
ein, so gilt:
(x,0) + (u,0) = (z + u,0)

sowie

(z,0) - (u,0) = (zu,0)

Identifizieren wir also die Elemente x € R mit (z,0) € C, so entsprechen der Addition
und Multiplikation in R die Addition und Multiplikation in R x {0} € C. Man nennt R
daher auch Unterkorper von C. Da

z(u,v) := (z,0) - (u,v) = (zu, xv),

lasst sich die Multiplikation einer reellen Zahl z mit einer komplexen Zahl (u,v) als
komponentenweise Multiplikation (skalare Multiplikation) deuten. Ist = > 0, so handelt
es sich um eine Streckung des “Vektors” (u,v) mit Streckungsfaktor x.

b) Die Zahl i := (0,1) heifit imagindre Einheit. Die Zahl (1,0) heifit auch reelle Einheit.
Da (1,0) auch das neutrale Element der Multiplikation in C ist, schreibt man auch 1
statt (1,0).

Mit dieser Vereinbarung und der Identifikation von x € R mit (x,0) gilt:
Z = ($ay) = (ZL’,O) : (170) + (y,O) : (071) =zl +uy

Die reellen Zahlen z und y heiflen Realteil und Imagindrteil von z. Sie werden mit Re z
und Im 2z bezeichnet.

c¢) Da i2 = —1 folgt aus dem Distributivgesetz:
(z—d)(z+1i) =22 + 1.
Damit bestehen die Losungen der Gleichung 22 + 1 = 0 genau aus der Menge {4, —i}.

Beweis. Die Giiltigkeit der Assoziativgesetze und Kommutativgesetze tiberpriift man durch
direktes Nachrechnen. Sie folgen aus den entsprechenden Rechengesetzen fiir die reellen Zah-
len. AuBerdem folgt aus Teil a) der obigen Bemerkung, dass (1,0) das neutrale Element ist.
Die Gleichung

2 2
1 T -y z Y —TY yx
. = , . , e s = 1,0
Z-z (x,y) (x2+y2 x2—|—y2) (x2+y2+x2+y2 x2+y2+$2+y2) (1,0)

folgt aus der Definition der Multiplikation. U

Eine wichtige Operation in C ist die komplexe Konjugation.

Definition 1.6.2. Sei z = x + iy mit z,y € R eine Komplexe Zahl. Dann heift
Z:=x—1y

die zu z komplex konjugierte Zahl.



11. Oktober 2024 31

Bemerkung. z ldsst sich als Spiegelung von z an der reellen Zahlengeraden R x {0}
auffassen.
Es gelten folgende Rechenregeln.

Satz 1.6.3. Seien z,w € C, so gilt:

+w

(a) z+w=7%
W =% -w

I

(b) z+Z=2Rez

z—Zz=2Imz
(¢c) Z=2z genau dann, falls z € R
(d) 2z = 2% + y*.
Ahnlich wie in den reellen Zahlen l#8t sich der Betrag einer komplexen Zahl definieren.

Definition 1.6.4. Der Betrag einer komplexen Zahl z ist die nicht negative Zahl

2| = V2Z = /2?2 + y?

Bemerkung. Ist z € R, so stimmt der Betrag mit dem im Abschnitt 1.3 eingefiihrten
Betrag fiir die reellen Zahlen iiberein. Der Betrag bestimmt den Abstand der komplexen Zahl
zur 0 € C.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

Satz 1.6.5. Fir alle z,w € C gilt:
(a) |z| > 0 genau dann, falls z # 0

(b) [z = ||

(c) |Rez| < |z| und |Imz| < |z|

(d) |zw] = |z[|w|
(e) |z+ w| <|z| + |w| (Dreiecksungleichung)
Beweis.  Die Aussagen (a), (b), (c) folgen unmittelbar aus der Definition.

Die Aussage (d) folgt aus |zw|? = zwzw = 2zww = |2|?|w|?.
Die Aussage (e) folgt, denn |z + w|? = (2 + w)(Z + W) = 2Z + 2W + WZ + WO.
Da 2Re(zw) = 2w + Zw, erhalten wir

lz+w|> = 2Z4 2Re(2W) + ww
|2 + 2/2w] + Jw|* = (2] + Jw])?

IA
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a0
|/

Abbildung 1.2:

Nun wollen wir kurz auf die geometrische Interpretation der Addition und Multiplikation in
C eingehen.

Die Addition in C entspricht der Addition von Vektoren im R?, denn ist z = (x,y) und
w = (u,v), so ist z +w = (x +u,y +v).

Etwas schwieriger ist die geometrische Interpretation der Multiplikation.

Dazu greifen wir auf die in der Schule eingefiihrte cosinus- und sinus-Funktion zuriick. (Spéter
werden wir diese Funktionen mittels der komplexen Exponentialfunktion rigoros definieren).
Ist (x,y) = z + iy und 2 + y? = 1, so existiert ein p € {x ER| 0 <z < 27} mit cosp = =
und sin ¢ = y. ¢ entspricht der Lénge des Kreisbogens von (1,0) bis (x,y) (siehe Abbildung
1.2).

Sind nun z,w komplexe Zahlen, so existieren ¢, € {r € R | 0 < x < 27} mit

z= \z\é = |z|[(cos p +isingp) und w = |w|(cos) + isin).
w

Beachte, dass die Zahlen ﬁ und = den Betrag 1 haben. Dann gilt:

[w]
z-w = |z||w|((cos ¢ cos — sin psini)) + i(cos @ siny + sin p cos))
Aus den in der Schule hergeleiteten Additionstheoremen folgt:
z-w = |z||w]| - (cos(p + ¥) + isin(p + )).
Also kann fiir jedes gegebene z = |z| - (cos ¢ + isin @) die Abbildung

w— 2w

als Drehung des Vektors w um den Winkel ¢ und anschliefender Streckung mit dem Faktor
|z| interpretiert werden. Die Additionstheoreme werden wir bald, mit Hilfe der Exponential-
funktion und ihrer Eigenschaften, herleiten.



Kapitel 2

Folgen und Reihen

2.1 Konvergenz von reellen Zahlenfolgen

Definition 2.1.1. Unter einer Folge reeller Zahlen (ay)nen verstehen wir eine Abbildung
N — R mit n — a,. Die Zahlen a,, heiflen die Glieder der Folge. Manchmal schreibt man (ay,)
oder auch (a1, as,as,...).

Beispiele.

(@) (5 (Lggig)
(b) ((=1D)™); (=1,+1,-1,...)
(c) (n?); (1,4,9,16,...)

[

Nun werden wir den fundamentalen Begriff der Konvergenz einer Folge einfithren. Anschaulich
verstehen wir unter der Konvergenz einer Folge (a,)nen, dass die Folgenglieder a,, sich mit
wachsendem n einer reellen Zahl a ndhern. Dies bedeutet, dass fiir jede “kleine Umgebung”
von a die Folgenglieder a,, ab einem bestimmten ng alle in dieser Umgebung liegen. Was fiir
Umgebungen betrachten wir?

Definition 2.1.2. Sei € > 0 und a € R. Unter einer e-Umgebung von a verstehen wir die
Menge
B(a,e) ={x € R ||z —al| < €}.

Bemerkung. Fiir gegebene reelle Zahlen b < ¢ heifit eine Menge der Form
(bye) ={xeR| b<z<c}
offenes Intervall. Dann gilt:
B(a,e) ={r €eR| —e<z—a<e}=(—€c+a,+e +a).

Definition 2.1.3. Eine Folge (ay)nen ist konvergent mit Grenzwert a genau dann, wenn fiir
alle € > 0 ein ny € N existiert mit a,, € B(a,€) fiir alle n > ny.
Unter Verwendung der Aussagenlogik lésst sich dies auch knapp wie folgt schreiben:

Ve>03nyge NVn>ng:a, € Bla,e).

33
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Bemerkung. Konvergenz einer Folge a,, mit Grenzwert a bedeutet also, dass fiir jede vor-
gegebene e-Umgebung von a die Folgenglieder ab einem bestimmten ng = ng(€) alle in dieser
Umgebung liegen. Man kann die Konvergenz einer Folge auch so interpretieren: In jeder e-
Umgebung von a liegen alle Folgenglieder bis auf endlich viele (man sagt auch: es liegen fast
alle Folgenglieder in der Umgebung).

Eine konvergente Folge hat natiirlich, wie der folgende Satz zeigt, nur einen Grenzwert.
Satz 2.1.4. Eine konvergente Folge hat genau einen Grenzwert.

Beweis.  Es sei (ap)nen Folge mit den Grenzwerten a, b € R. Dann existiert zu jedem € > 0
ein a, mit a, € B(a,e) N B(b,¢). Also gilt:

la —b] =|a—an+a, —b| <|a—ay|+ |a, — b] < 2

fir alle € > 0. Daraus folgt aber a = b, denn sonst wihle € := @ und wir erhalten mit

la — b| < 2¢ = |a — b| einen Widerspruch. U

Bemerkung. Falls (a,),en konvergiert mit Grenzwert a, so schreiben wir: li_>m a, = a.
n o

Folgen, die nicht konvergieren, heiflen divergent.
Der folgende Satz folgt aus der Tatsache, dass die reellen Zahlen archimedisch angeordnet
sind, d.h. die natiirlichen Zahlen sind nicht nach oben beschriankt (siehe Satz 1.5.6)

Satz 2.1.5. Die Folge a,, = % konvergiert mit Grenzwert 0.

Beweis. Zu zeigen: Ve > 03 ng € NV n >ng:|L| <e Seie > 0, so existiert wegen
Korollar 1.5.7 ein ng € N mit nio <e st n>ng,soist [2]=1< nio < €. 0

Bemerkung.

(a) Eine Folge mit Grenzwert 0 heifit Nullfolge.

(b) Eine Folge (an)nen hat genau dann a als Grenzwert, falls die Folge b, := a — a,, eine
Nullfolge ist, denn a,, € B(a,€) ist dquivalent zu a — a,, € B(0,€).

Beispiele.

(a) an = 47, so gilt: nh_)ngo an = 1. Zum Beweis bemerken wir, dass

n —
n+1 N

n—(n+1) 1 1
= < .
n+1 n+1l n
Ist € > 0, so wahle ng € N mit % < €. Dann folgt fiir alle n > ng:
1 1 1

< —-—< —<e
n+1 n = ng

(b) ¢™ ist Nullfolge, falls |¢| < 1.

Da |¢"| = (71>n und ﬁ =1+ h mit h > 0, folgt aus der Bernoullischen Ungleichung

1

lq]

(siche Satz 1.4.8):
1 1 1

< —_
L+h)" = T+nh " nh

Ist € > 0, so wahle ng € N, so dass ﬁ < €, d.h. ﬁ < ng ( wieder existiert ein ng € N,

lq"| = (

da R archimedisch angeordnet ist). Ist n > ng, so folgt: n—lh < ﬁ < €.
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(c) Fiir alle k € N ist %\/ﬁ eine Nullfolge.

Sei € > 0, so existiert wegen Korollar 1.5.7 ein ng € N mit nio < €. Ist n > ng, so
gilt % < nio < ¢* und da die Wurzelfunktion ¥/ streng monoton wachsend ist (siche

Bemerkung (1) nach Definition 1.3.3) folgt auch %n < ¢ fiir alle n > nyg.

e
(d) Es gilt: lim /n=1.
n—oo
Es sei hy, := /n — 1> 0. Aus der binomischen Formel 1.4.12 folgt fiir n > 2:

n_(hn+1)"21+<g>hi_1+”(”2_l)hi

und somit gilt: h2 < % Da wegen (c) - eine Nullfolge ist, ist wegen 0 < h, <

n

2
n

auch h,, eine Nullfolge.

(e) Fiir alle a € R ist “n—T eine Nullfolge. Fiir a = 0 ist die Behauptung trivial. Sei a # 0 und
b, = [ Dann gilt

n! *

buci ™ nl gl
b (n+Dla* n+1
bn+1

Daher existiert ein ng € N mit < % fiir n > ng. Insbesondere ist by, < (%) bre -

bn
Da wegen (b) die Folge (%)k eine Nullfolge ist, ist auch b,, eine Nullfolge. Dann ist aber
auch 71 wegen ‘an—ﬂ < b, eine Nullfolge.

Definition 2.1.6. Eine Folge (a,)nen heifit beschrinkt, falls die Menge {a,, | n € N} nach
oben und unten beschrénkt ist.

Bemerkung. (an)nen ist genau dann beschrinkt, falls ein ¢ > 0 existiert mit |a,| < ¢ fiir
alle n € N.

Satz 2.1.7. Konvergente Folgen sind beschrinkt.

Beweis.  Sei (ap)nen konvergent mit Grenzwert a. Zu € = 1 existiert ein ng € N mit
an € B(a,1) fiir alle n > ng. Daraus folgt:

|an| < lan — al + |a] < 1+ |a]
fiir n > ng. Daher ist die Folge durch ¢ := max{1 + |a|, |a1], ..., |an,—1|} beschrinkt. U
Bemerkung. Beschrinkte Folgen miissen natiirlich nicht konvergent sein, wie z.B. die Fol-
ge a, = (—1)" zeigt.

Von grofler Bedeutung ist der Begriff der Teilfolge. Eine Teilfolge von (a,)nen ist eine unend-
liche Folge, die man durch Fortlassen von Folgengliedern unter der Beibehaltung der Reihen-
folge erhélt. Genauer:

Definition 2.1.8. Sei (ay,)nen eine Folge. Dann heifit die Folge (b, )nen Teilfolge von (ap,)nen,
falls eine streng monoton steigende Abbildung k: N — N existiert mit b, = ajy,)-

Bemerkung. k: N — N monoton steigend bedeutet k(n) < k(n + 1) fiir alle n € N. Man
schreibt auch k, statt k(n). Der Abbildung entspricht die monoton steigende Folge natiirlicher
Zahlen k1 < ko < ... <k, <...
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Beispiel.  Sei a,, = (_Tl)" und k(n) = 2n. Dann ist b, = ag, = 5 eine Teilfolge von (ay).

Satz 2.1.9. Sei (ap)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann konvergiert jede
Teilfolge gegen den Grenzwert a.

Beweis.  Sei (bp)nen Teilfolge von (an)nen, d.h. b, = a,) fiir eine monoton steigende
Funktion £ : N — N. Sei € > 0, so existiert ng € N, so dass a, € B(a,¢) fiir n > ng. Da
k(n) > n, folgt: by, = ay,) € B(a,¢) fiir n > no. 0

2.2 Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Satz 2.2.1. Es seien (ay,) und (b,) konvergente Folgen mit lim a, = a und li_>m b, = b.
n—oo n—oo
Ist ¢ € R, so sind die Folgen (ay, + by,) und (cay) konvergent mit lim (a, + by,) = a + b und
n— o0

lim (cay,) = ca.
n—o0

Beweis. Sei e > 0. Da (a,) und (b,) konvergent sind, existieren ng,n; € N mit |a, — a| <
€/2 fir n > np und |b, — b| < €/2 fir n > n;.
Ist mp = max{ng,nq}, so folgt fiir n > my:

lan +bp, — (a+b)| =lan —a+b, —b] <l|an, —a| +|bp —b| <€/2+€/2=¢€.

Dies beweist die erste Behauptung.
Ist ¢ = 0, so ist die zweite Behauptung trivial. Sei ¢ # 0 und € > 0. Wihle ng € N, so dass
lan, — a| < €/]c| fiir alle n € ng. Dann gilt:

€

]

|can, — ca| = |c| |an, —a| < |¢| = =€

Bevor wir den entsprechenden Satz fiir das Produkt zweier Folgen zeigen, beweisen wir:

Satz 2.2.2. FEs sei (ay) eine Nullfolge und (by,) eine beschrinkte Folge. Dann ist auch (ay,-by,)
eine Nullfolge.

Beweis. Da (b,) beschrinkt ist, existiert ein ¢ > 0 mit |b,| < c fiir alle n € N. Sei € > 0,

so existiert (zu ¢ > 0) ein ng € N, so dass |a,| < ¢ fiir alle n > ng. Dann folgt fiir alle n > ng:

€
lan - b| = |an||bn| < - c=c¢€

Damit kénnen wir beweisen:

Satz 2.2.3. Es seien (ay) und (b,) konvergent mit lim a, = a und lim b, = b. Dann ist
n—oo n—oo

auch (ayp, - by) konvergent mit ILm (an -bp) =a-b.

Beweis. Da a, —a eine Nullfolge ist und b,, als konvergente Folge beschrinkt ist, folgt aus
Satz 2.2.2, dass ((a, — a)b,) = (anb, — aby,) eine Nullfolge ist.
Da apb, = anb, — ab, + ab,, folgt aus Satz 2.2.1:

lim (a,b,) = lim (apb, —ab,) + lim ab, = 0 + ab.
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Satz 2.2.4. Es sei (a,) eine konvergente Folge mit ap, # 0 und lim a, = a # 0. Dann ist
n—oo

auch die Folge - konvergent mit lim - = 1.
an n—oo n a
Bewets. Da
1 1 an — a 1
- — (an — a)——,
a ap ap - Q Qn - Q

1

geniigt es zu zeigen: die Folge (—) ist beschréinkt. Denn dann ist wegen Satz 2.2.2 (a, —a)—

an-a

eine Nullfolge.

Da a — a,, eine Nullfolge ist, gilt fiir fast alle n (fiir alle bis auf endlich viele) |a — a,| < lo

7-
Da wegen der Dreiecksungleichung |a,| > |a| — |a — a,|, folgt |ay,| > %‘ fiir fast alle n € N.
Damit gilt: I L — 1 < 2 fiir fast alle n € N und somit ist die Folge <L> beschrankt.

anal — Tanllal = aP?
0

Bemerkung. Als Anwendung der obigen Rechenregeln erhalten wir fiir Polynome p(x) =
apz® + ... + ag, dass die Abbildung p konvergente Folgen auf konvergente Folgen abbildet.
Genauer gilt: Ist (z,,) eine konvergente Folge mit Grenzwert x, so ist (p(x,,)) eine konvergente
Folge mit

lim p(x,) = lim apz® + lim ap_ 12571 + ..+ ap = p(z).

n—oo n—oo n—o0

Dies ist nichts anderes als die Stetigkeit von p. Diesen Begriff werden wir bald einfiihren.

2.3 Konvergenzkriterien

Definition 2.3.1. Eine Folge (ay)nen heifit monoton wachsend (monoton fallend), falls a,, <
an+1 (an > apy1) fiir alle n € N.

Fiir monotone Folgen gilt der folgende fundamentale Satz.

Satz 2.3.2. Sei (ap)nen €ine monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge. Dann ist
(an)nen konvergent mit

lim a, = sup{a, | n € N}.

n—oo

Beweis. Da die Menge A := {a, | n € N} nach oben beschrinkt ist, existiert wegen
des Vollsténdigkeitsaxioms das Supremum von A. Sei a = sup A. Wir zeigen, dass a der
Grenzwert der Folge (a,,) ist. Sei € > 0, so ist a — € keine obere Schranke von A, d.h. 3ng € N
mit a — € < ap, < a. Da (ay,) monoton wachsend ist, folgt:

a—€e<ap, <ap<a
und somit gilt: |a — ap| = a —a, < a — (a — €) = € fiir alle n > ny. U

Bemerkung. Ist (a,) monoton fallend und nach unten beschrinkt, so ist (ay) ebenfalls
konvergent. Dazu betrachte die Folge b, = —a,. Diese Folge ist monoton wachsend und
nach oben beschrinkt und somit konvergent. Dann konvergiert auch (a,) mit Grenzwert
inf{a, | n € N}. Denn mit Satz 1.5.5 folgt:

— lim a, = li_>m b, = sup{—a, | n € N} = —inf{a, | n € N}.

n—0o0
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Beispiel. Sei a > 0. Im Folgenden konstruieren wir eine monoton fallende Folge, die gegen
v/a konvergiert. Betrachte die Folge (a,) mit

1
a1 >0 und an+1:2(an+:>.
n

Dann gilt:

(1) Mit Hilfe der vollstdndigen Induktion zeigt man: a,, > 0, denn a; > 0 und wegen a > 0
ist auch a,41 > 0, falls a, > 0.

(2) a2, > a fiir alle n € N, denn
1 a )’
a,21+1:4<a721—|—2a+<an>>
+1 2 9,4 a\? +1 a\?
=a+—|a,—2a — =a+—-|ap,—— ) .
4\ G, 4\ a,

Insbesondere ist (a,) fiir n > 2 nach unten durch /a beschrinkt.

(3) ant1 < ay fuirn > 2:
1 a 1 a 1
Gp — Qpyl1 = Ap — =Gp — = :<an—>:(a%—a)20.
a 2
(4) Da a, monoton fallend, existiert
lim a, = ¢ > Va.
n—oo

Da (an+1) eine Teilfolge von (ay,) ist, hat sie den gleichen Limes und es folgt aus den Rechen-
regeln fiir konvergente Folgen mit (3):

c“—a
0= Jim an = Jim ansr = i 50 (0 - ) ==

Also ist ¢ = y/a und somit besitzt (a,) den Grenzwert y/a. Insbesondere zeigt dies nochmals
die Losbarkeit der Gleichung 22 = a. Im Gegensatz zu dem Beweis von Satz 1.5.3 ist dieser
Beweis konstruktiv, d.h. der Beweis liefert ein Verfahren zur Berechnung von y/a. Auflerdem
sind explizite Fehlerabschétzungen moglich. (Wir bemerken noch, dass die Konstruktion dieser
Folge auf dem Newton-Verfahren beruht.)

Nun wollen wir uns mit dem Begriff der Intervallschachtelung beschéftigen. Ist a < b, so
nennen wir [a,b] = {z € R | a <z < b} ein abgeschlossenes Intervall.

Definition 2.3.3. Eine Mengenfamilie (I,,),en von abgeschlossenen Intervallen I, = [ay, by,]
heilt Intervallschachtelung, falls gilt:

(a) In41 C I, fiir alle n € N,

(b) b, — a, ist Nullfolge.
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Satz 2.3.4. Sei (I,,) eine Intervallschachtelung. Dann ezistiert ein ¢ € R mit () I, = {c}.
n>1

Beweis.

(1) () I besteht aus hichstens einem Element, denn sind ¢1,¢3 € () I, und ¢ < ¢, so
n>1 n>1
folgt fiir alle n € N:cj,co € I, = ap, <c1 <co<b, =0<¢cy—c¢; <b, —an. Da

b, — a, eine Nullfolge ist, folgt: co = ¢1.

(2) Da (a,) monoton steigend und nach oben beschrinkt ist und b,, monoton fallend und
nach unten beschrinkt ist, folgt die Konvergenz von (ay,), (b, ). Auerdem ist wegen Satz
2.2.1

lim a, = lim (b, — a,) + lim a, = lim b, =: ¢
n—oo n—o0 n—o0 n—oo

denn b, — a, ist eine Nullfolge. Des weiteren ist a, < ¢ < b, fir alle n € N, denn
¢ =sup{a, | n € N} =inf{b, | n € N}. 0

Wir haben gesehen, dass jede konvergente Folge beschrinkt ist. Die Umkehrung gilt nicht
(z.B. a, = (—1)"). Aber es gilt:

Satz 2.3.5. (Bolzano-Weierstraj3)
Jede beschrinkte Folge (a,) besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Da (a,) beschrinkt ist, existieren x1 < y; mit 1 < a, < y; fir alle n € N. Wir
werden induktiv eine Intervallschachtelung (1,),en definieren mit I,, = [z, y,], die unendlich
viele Glieder der Folge (a,) enthilt.

Induktionsanfang: I1 = [z1, y1].

Es seien I,..., I, schon definiert. I,, = [z, yn] = [xn, M] U [M,y,], wobei M = w der
Mittelpunkt von I, ist. Definiere

[€n, M] falls in diesem Intervall unendlich
[Tnt1, Ynt1] := Int1 := viele Folgenglieder liegen
[M,y,] sonst

Daher gilt: I, 11 C I, und Y11 — Tpy1 = %(yn — ).
Mittels Induktion zeigt man: (y, — z,) = (%)n_l (y1 — 1) und da (%)n_1 eine Nullfolge ist,
ist auch ¥y, — z,, Nullfolge. Das heifit: I,, ist eine Intervallschachtelung und es gibt ein ¢ € R

mit c € () Ip.
neN
Man definiert nun induktiv eine Teilfolge ay, € I,, von (ay).
Sei k1 = 1. Seien ay,,ak,, ..., ak, schon definiert mit k1 < ko < ... < kj. Dann existiert

ein m € N mit m > k, und a,, € I,,11 (denn I,,;1 enthilt unendlich viele Folgenglieder).

Setze kp4+1 = m. Es gilt also: x,, < ag, < yp fiir alle n € N. Da lim z, = lim y, = ¢, folgt
n—oo n—o0

lim ag, = ¢, denn wegen ay,,, ¢ € [zy, y,] fur alle n € N folgt
n—oo

|ak, — | < |yn — znl-
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Definition 2.3.6. Eine Folge (ay) heiBt Cauchyfolge, wenn folgendes gilt:
Ve>0dngo e NVn,m>ng: |a, — an| <e.
Bemerkung.
(a) In dieser Definition taucht nirgendwo der Begriff des Grenzwertes auf.

(b) Es ist leicht zu sehen (s.u.), dass jede konvergente Folge auch eine Cauchyfolge ist. Der
néchste Satz zeigt, dass auch die Umkehrung gilt.

Satz 2.3.7. Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.
Beweis.

(1) Die offensichtliche Richtung ist: Jede konvergente Folge ist Cauchyfolge.
Sei (ay,) konvergent mit Grenzwert a und e > 0. Dann existiert ein ng € N mit |a, —a| <
€/2 fiir alle n > ng. Aus der Dreiecksungleichung folgt: |a, —am| < |an—al+|a—an| < €
fiir alle n,m > ng.

(2) Jede Cauchyfolge ist konvergent.
Wir zeigen zunéchst: Jede Cauchyfolge ist beschrénkt. Sei (a,) Cauchyfolge und € = 1.
Dann existiert ein ng € N mit |a, — ap,| < 1 fiir alle n > ng, und somit gilt:

|an| < lan — ang| + |ane| < 1+ |an,]-

Daraus folgt |a,| < max{|ai], ..., |an,—1|,1 + |an,|} fiir alle n € N.

Nun zeigen wir die Konvergenz von (ay,). Da (a,) beschrénkt ist, besitzt (a,) wegen des
Satzes 2.3.5 von Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge (ag, ) mit Grenzwert a.
Sei € > 0. Dann existiert ein n; € N mit |ag, — a| < €/2 fiir n > n; und es existiert ein
ng € N mit |a, — anm| < €/2 fiir n,m > ny. Dann gilt fiir ng = max{n,ns}:

lan, — a| <lan, — ag, | + |ax, —al <e

fiir n > ng, denn &, > n > no. 0

Bemerkungen zur Axiomatik von R

Die Existenz einer kleinsten oberen Schranke ist dquivalent dazu, dass R archimedisch ange-
ordnet ist und jede Cauchyfolge einen Grenzwert besitzt. Der Begriff der Vollstandigkeit 148t
sich auch auf “abstrakte” Rdume (sogenannte metrische Rdume) ausdehnen. Diese haben im
allgemeinen keine totale Ordnung, aber der Begriff der Cauchyfolge macht immer noch Sinn.
Vollstindige Réume sind dann solche, fiir die jede Cauchyfolge einen Grenzwert besitzt.

Fiir den Grenzwert a einer Folge (ay,) verlangt man, dass in jeder e-Umgebung von a alle Fol-
genglieder liegen, bis auf endlich viele. Unter dem Haufungspunkt einer Folge (a,) versteht
man eine Zahl a, so dass in jeder e-Umgebung unendlich viele Folgenglieder liegen.

Definition 2.3.8. a heifit Héiufungspunkt (HP) von (a,), falls fiir alle ¢ > 0 die Menge
{n € N| a, € B(a,¢)} unendlich ist.
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Bemerkung. Es gilt:

a ist Haufungspunkt von (a,) < Ve>0 VN eN 3In>N:a, € B(a,e¢).

“=" Denn ist a ein HP von (a,), ¢ >0und N € N, soist {n e N| n > N,a, € B(a,¢)}
unendlich und insbesondere nicht leer.

“«<" Wire die Menge {n € N | a,, € B(a,€)} endlich, so gébe es ein N € N mit a,, € B(a,€)
fiir alle n > N im Widerspruch zur rechten Seite der Aquivalenz.

Der Begriff des Haufungspunktes einer Folge hingt sehr eng mit konvergenten Teilfolgen
zusammen.

Satz 2.3.9. Sei (ay) eine Folge, so gilt:
a ist HP von (ay) < es gibt eine konvergente Teilfolge ay, mit li_>m a, = a.
n oo

Bemerkung. Mit Bolzano-Weierstraf} folgt:
Jede beschriankte Folge hat mindestens einen HP, denn jede beschrinkte Folge hat eine kon-
vergente Teilfolge.

Beweis.  “=" Da fiir jedes € > 0 die Menge {n € N | a,, € B(a, €)} unendlich ist, existieren
ki < ky < ... <ky<... mitlag, —al < % Denn sind k1 < ... < k, schon definiert, so
betrachte die nicht leere Menge

1
{m eN| m >k, und \am—a|<m.

Wihle ein Element aus dieser Menge und bezeichne es mit k,,41. Insbesondere folgt:

1
n+1

kns1 >k, sowie |ag,,, —al <

Dies zeigt, dass ay, — a eine Nullfolge ist.
“«<” Sei ay, konvergente Teilfolge mit lim a, = a. Dann sind fiir jedes € > 0 fast alle a,, in
n—oo

der e-Umgebung von a. Insbesondere ist {n € N | a,, € B(a,¢)} unendlich fiir jedes € > 0. [J

Von besonderem Interesse sind die grofiten und kleinsten Hiufungspunkte einer Folge (ay,).

Definition 2.3.10. Sei (a,) eine beschriankte Folge. Dann heifit

lim sup a,, := sup{a | a HP von (a,)}
n—oo

der Limes superior und

liniinf ap :=inf{a | a HP von (a,)}

der Limes inferior der Folge (ay,).
Bemerkung.

(a) Wegen des Satzes von Bolzano-Weierstraf besitzt jede beschriankte Folge wenigstens eine
konvergente Teilfolge. Thr Limes ist wegen Satz 2.3.9 ein HP von (a,). Damit ist die
Menge {a | a HP von (a,)} nicht leer. Sie ist natiirlich beschrénkt, da (a,) beschrinkt
ist.
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(b) Wir schreiben auch héufig: h_)Tn a, statt limsup a, bzw. lim a, statt liminf a,,. Offen-
n o0

n—o0 n—r00 n—00
sichtlich gilt:
lim a, < lim a,.
n—00 n—00
Der Limes superior (inferior) ist selbst wieder HP der Folge, d.h. das Supremum ist ein
Maximum und das Infimum ist ein Minimum.

Satz 2.3.11. Sei (a,) eine beschrinkte Folge. Dann gilt:

sup{a | a HP von (a,)} = max{a |a HP von (a,)}
inf{a | « HP von (a,)} = min{a |a HP von (a,)}.

Bewets.  Wir zeigen nur den ersten Teil.
Sei s = lim ay :=sup{a | @« HP von (a,)} und € > 0. Wir zeigen, dass die Menge
n—oo

M:={neN]||s—ay| <€}

unendlich ist. Aus der Definition des Supremums (siche Definition 1.5.2) folgt die Existenz
eines HP a von (a,) mit s —€/2 < a < s. Insbesondere ist die Menge {n € N | |a—ay| < €/2}
unendlich. Wegen |a,, —s| < |a, —a|+|a—s| < €/2+¢/2 = € ist auch die Menge M unendlich.
U

Sei nun (ay) eine beschrénkte Folge, so liegen fast alle Folgenglieder in jeder “Umgebung”

des Intervalls [ lim a,, lim a,].
n—00 n—oo

Genauer gilt:
Satz 2.3.12. Sei (a,) eine beschrinkte Folge, so folgt fiir alle € > 0:

—e—+ lim a, < a, < lim a, +¢€
n—00 n—00

fiir fast alle n € N.
Beweis.  Sei € > 0. Betrachte die Menge

M:={neN|a, > lim a, +¢}.
n—oo

Wiire diese Menge unendlich, so wiirde eine Teilfolge (ax,) von (a,) existieren mit ag, >
lim a, + €. Da diese Teilfolge beschréinkt ist, hat sie einen HP ¢ > lim a, + €. Dieser HP

n—o0 n—oo

ist dann aber auch HP von (a,)nen. Dies steht im Widerspruch zur Definition von lim a,
n—oo

als grofiten HP der Folge (ay,). Also ist die Menge M endlich. Genauso folgt, dass die Menge

{neN|a, < lim a, — €} endlich ist. 0
n—oo

Korollar 2.3.13. Sei (ay,) eine Folge, so gilt:

(ay) ist konvergent mit Grenzwert a < (ay,) ist beschrinkt und lim a, = lim a, = a.
n—00 n—00

Beweis.  “=": Sei (a,) konvergent mit Grenzwert a. Aus Satz 2.1.7 folgt, dass a, be-
schriinkt ist. Die Konvergenz der Folge (a,) impliziert, dass sie neben a keinen weiteren HP
besitzt. Denn zu jedem weiteren HP o’ existiert wegen Satz 2.3.9 eine konvergente Teilfolge
mit Grenzwert a’ und wegen Satz 2.1.9 ist @’ = a.

“<" Ist (an) beschrinkt und gilt lim a, = lim a, = a, so sind wegen Satz 2.3.12 fiir jedes
n—o00 n—0oo

e > 0 fast alle Folgenglieder in der e-Umgebung von a. U
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Bevor wir uns mit komplexen Folgen beschiftigen, wollen wir kurz auf den Begriff der Abzéihl-
barkeit einer Menge eingehen, der eng mit dem Begriff der Folge verbunden ist.

Definition 2.3.14. Eine nichtleere Menge M heif3t abzdhlbar, falls eine surjektive Abbildung
N — M mit n — a,, existiert. Die leere Menge bezeichnen wir auch als abzéhlbar. Die nicht
abzdhlbaren Mengen heiflen auch diberabzihlbar.

Bemerkung. Eine Menge M ist also abzéhlbar, wenn eine Folge (ay)nen existiert mit
M ={a, | n € N}.

Jede endliche Menge M = {by,...,by,} ist offensichtlich abzdhlbar. Nicht endliche abzihlbare

Mengen heiflen auch abzdhlbar unendlich.

Beispiele.

(a) Nist abzihlbar, denn die Abbildung N — N mit n — a,, := n ist bijektiv. Jede Teilmenge
von M C N ist wieder abzéhlbar. Denn ist M unendlich (dies ist der einzige Fall den wir
betrachten miissen) so existiert eine Teilfolge ay, = ky, von (a,) mit M = {k, | k € N}.
Allgemein ist jede Teilmenge einer abzdhlbaren Menge wieder abzdhlbar.

(b) Die Menge der ganzen Zahlen ist abzéhlbar. Betrachte die Folge (ap)nen mit
agp—1 =—(n—1) und ag, = n.
Diese Folge durchlauft alle ganzen Zahlen.

Satz 2.3.15. Die Vereinigung von abzdhlbar vielen abzihlbaren Mengen A, mit n € N ist
wieder abzdhlbar.

Beweis. Sei A, = {an1, an2, an3, G4, . . .} so definiert das folgende Diagramm eine Abziahlung.

Ay ann — a2 a3 — a4 ais
v e v 4

Ay an as as3 a4 ass
L Ve e v

Az azn as2 ass asq ass
v e e a

Ayt ag a42 a43 44 a4s
IS v e v

As:  as as2 as3 asq ass
v e v a

Korollar 2.3.16. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar.

Beweis. Da die Menge Z der ganzen Zahlen abzihlbar ist, ist auch fiir jede natiirliche

Zahl n € N die Menge
A, = {k ’ ke Z}
n

abzéhlbar. Also ist wegen Satz 2.3.15 auch

neN
wieder abzahlbar. U
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Bemerkung. Es existiert also eine Folge, die alle rationalen Zahlen durchléuft. Jede reelle
Zahl ist wegen Satz 1.5.11 ein Haufungspunkt einer solchen Folge.

Nun stellt sich die Frage, ob eine Folge existiert die alle reellen Zahlen durchléuft. Dies ist
nicht der Fall, denn es gilt

Satz 2.3.17. Die Menge der reellen Zahlen ist iiberabzihlbar.

Beweis.  Wir zeigen sogar: Das Intervall I := [0, 1] ist nicht abzéhlbar.

Sei also (ap)nen eine beliebige Folge von Zahlen a,, € Iy. Wir werden mit Hilfe einer Inter-
vallschachtelung eine Zahl a € Iy konstruieren mit a,, # a fiir alle n € N.

Im ersten Schritt zerlegen wir das Intervall Iy := [0,1] in drei gleich groBe Intervalle A; =
[0,1/3], Ay = [1/3,2/3] und Az = [2/3,1]. Wihle ein Intervall A; mit a3 ¢ A; und setze
[xl,yl] = Il = A, Die Léinge |11’ =Y — T ist 3_1.

Im zweiten Schritt zerlegen wir nun das Intervall I; wieder in drei gleich grofle Intervalle und
wihlen aus diesen Intervallen ein Intervall Is = [x9, y2] mit ag ¢ Is. AuBlerdem ist die Linge
’IQ‘ =Yg — Tg = 372,

Fahren wir so fort, so erhalten wir eine Intervallschachtelung I,, mit

a; Qé ﬂ Inv
neN

fur alle j € N, denn nach Konstruktion der Intervalle ist a; ¢ I;. Andererseits enthélt jede

Intervallschachtelung eine Zahl a € () I,,. Diese Zahl ist also nicht in der Folge enthalten. [J
neN

2.4 Konvergenz von komplexen Zahlenfolgen

Definition 2.4.1. Unter einer Folge komplexer Zahlen (cp)nen verstehen wir eine Abbildung
N — C mit n — ¢,. Die Zahlen ¢, heiflen die Glieder der Folge.

Bemerkung. Jede komplexe Zahlenfolge (c¢y,)nen ist von der Form ¢, = a,, + ib, . Dabei
sind Re(cy,) = ay, und Im(cy,) = by, reelle Zahlenfolgen.

Beispiele.

(a) ¢n = 2 +in?
(b) an = (=1)" + iy

Gangz analog zu den reellen Zahlenfolgen ldsst sich die Konvergenz der komplexen Zahlenfolgen
definieren. Dabei mufl nur der Betrag reeller Zahlen durch den Betrag komplexer Zahlen
ersetzt werden.

Definition 2.4.2. Sei € > 0 und ¢ € C. Unter einer e-Umgebung von c¢ verstehen wir die
Menge
B(c,e) ={2z€C||z—c| <€}

Bemerkung. Ist ¢ = a+ ib, so ist
B(c,e)={z=a+iyeC| (x—a)?+(y—b)2<e}

die Menge aller Zahlen in einer offenen Kreisscheibe von Radius € um c.
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Definition 2.4.3. Eine Folge (c¢y)nen ist konvergent mit Grenzwert ¢ <
Ve>03dnygeNVn>ng:c, €Blce).

Bemerkung. Falls (¢,)nen konvergiert mit Grenzwert ¢, so schreiben wir: lim ¢, = c.
n—oo

Folgen, die nicht konvergieren, heiflen divergent.
Die Konvergenz von komplexer Zahlenfolgen lisst sich auf die Konvergenz reeller Zahlenfolgen
zuriickfithren. Es gilt

Satz 2.4.4. Sei (cp)nen eine Folge komplexer Zahlen. Die Folge ist genau dann konvergent,
wenn die reellen Zahlenfolgen Re(cn) = an und Im(c,) = by, konvergieren. Im Falle der
Konvergenz gilt:

lim ¢, = lim a, +¢ lim b,

n—oo n—oo n—oo
Beweis. Nehmen wir zunéchst an, dass die Folge ¢, = a,, + ib, gegen ¢ = a + ib konver-
giert. Da |c, — ¢| = /(an — a)2 + (b, — b)?, gilt |a, — a| < |, — | sowie |b, — b| < |en — |
Damit folgt auch die Konvergenz der Folgen a,, und b,, gegen a bzw. b.

Nehmen wir nun die Konvergenz der Folgen a,, und b,, gegen a bzw. b an. Es gilt:
len — ¢ = [(an — a) +i(bp = b)| < [(an — a)| + |(bn — D)].

Da |(a,—a)| und |(b, —b)| Nullfolgen sind, ist auch |c,, —c| eine Nullfolge und somit konvergiert
cn, gegen c. U

Bemerkungen.

(a) Analog zu den Rechenregeln fiir reelle Zahlenfolgen ergeben sich die Rechenregeln fiir
komplexe Zahlenfolgen:

Es seien (¢p,) und (d,,) konvergent mit lim ¢, = ¢ und lim d,, = d. Dann sind auch die
n—oo n—oo

Folgen (¢, + d,,) sowie (¢, - dy) konvergent und es gilt:

lim ¢, +d, = c+d,

n—oo

sowie

lim ¢, -d,=c-d.
n—oo

Ist dariiberhinaus d,, # 0 und lim d,, = d # 0, so ist auch 7* konvergent und es gilt:
n—o0 n

(b) Ist (¢,,) eine konvergente Folge, so ist auch (¢,) konvergent und es gilt:

lim ¢, = lim ¢,
n—o0 n—oo

Analog zu den reellen Zahlenfolgen definieren wir

Definition 2.4.5. Eine Folge (¢, )nen heifit beschrinkt, falls ein r > 0 existiert mit |c,| < r
fir alle n € N. Ist k£ : N — N eine streng monoton steigende Abbildung so heifit die Folge
d,, = cx, Teilfolge von (cy).
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Genauso wie bei den reellen Zahlenfolgen ergibt sich:

Satz 2.4.6. (Bolzano-Weierstraf$ fiir komplexe Folgen)
Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Bewetis. Sei also ¢, = a, + ib,, eine beschrinkte Folge, so sind die reellen Zahlenfolgen
(an) und (by,) ebenfalls beschrinkt. Wegen des Satzes 2.3.5 von Bolzano-Weierstrafl kénnen
wir aus der Folge (a,) eine konvergente Teilfolge (ag,) auswéhlen. Betrachte die Teilfolge
(c),) := (al, + ibl)) von (¢,,) mit a), = ag, und b], = by, . Nun withle wieder mit dem Satz von
Bolzano-Weierstraf} eine konvergente Teilfolge (b) ) von ], aus. Dann ist (¢; ) eine konvergente
Teilfolge von ¢/, und somit auch von ¢,. U

Die Definition 2.3.8 des Haufungspunktes fiir reelle Zahlenfolgen {ibertragt sich natiirlich
wortlich auf komplexe Zahlenfolgen.

Definition 2.4.7. ¢ heiit Haufungspunkt (HP) einer komplexen Zahlenfolge (c,), falls fiir
alle € > 0 die Menge {n € N| ¢, € B(c,€)} unendlich ist.

Bemerkung. Analog zu Satz 2.3.9 gilt: ¢ ist genau dann ein H&ufungspunkt (HP) von
(cn), falls eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert ¢ existiert. Also hat jede beschrénkte
Folge einen Haufungspunkt.

Auch der Begriff der Cauchyfolge in Definition 2.3.6 iibertrdgt sich wortlich auf komplexe
Zahlenfolgen, und analog zu Satz 2.3.7 erhalten wir:

Satz 2.4.8. Fine komplexe Zahlenfolge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge
15t.

Beweis.  Ist (¢,) eine Cauchyfolge, so sind ihre Realteile (a,,)und Imaginérteile (by,) wegen
|an, — am| < |cn—Cm| sowie |by, — b | < | — e | reelle Cauchyfolgen. Diese konvergieren wegen
Satz 2.3.7 als reelle Zahlenfolgen. Damit ist wegen Satz 2.4.4 auch die komplexe Zahlenfolge
konvergent. Wie schon im Beweis von Satz 2.3.7 bemerkt, ist die Umkehrung der Aussage
eine direkte Konsequenz der Dreiecksungleichung.

2.5 Konvergenz von Reihen

Der Begriff der Konvergenz einer unendlichen Reihe wird auf den Begriff der konvergenten
Zahlenfolgen zuriickgefiihrt. Genauer definieren wir:

Definition 2.5.1. Sei (c¢x)ken eine komplexe Zahlenfolge, so heifit die Folge (sp,)nen mit

n

sn:ch:cl—i—...—i—cn

k=1
o0 o0
die Folge der Partialsummen der Reihe ) c. Die unendliche Reihe ) ¢ heifit konvergent
k=1 k=1

genau dann, falls die Folge der Partialsummen konvergiert. Wir schreiben dann:

o

E ¢ = lim s,,.
n—oo

k=1
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o
Die Reihe Y ¢ heifit divergent, falls sie nicht konvergent ist.

k=1
Die Zahlen ¢, heiflen die Glieder der Reihe, der Index k heifit Summationsindex. Wir nennen
eine Reihe reell, wenn alle Glieder ¢ reelle Zahlen sind.

Bemerkungen.

oo
(a) Eine Reihe ) ¢ ist also nichts anderes als eine Folge von Partialsummen
k=1

n
Sp = g Cr =¢C1+ ...+ cp.
k=1

Ist diese Folge konvergent, so bezeichnen wir ihren Grenzwert ebenfalls mit dem Symbol
o0

Z Cl.

k=1

(b) Es ist oftmals zweckméBig den Summationsindex mit einer von 1 verschiedenen ganzen
o0

Zahl m € Z beginnen zu lassen. Ist zum Beispiel die Reihe ) ¢ konvergent, so ist fiir

k=1
00

jedes m € N auch die Reihe ) ¢ konvergent. Denn ist (s,) die Partialsummenfolge

k=m
00 0

der Reihe Y ¢ und (¢,) die Partialsummenfolge fiir > ¢, so gilt fiir n > m
k=1 k=m

m—1
tn::cm+...+cn:sn—ch
k=1

Also ist auch die Folge (t,,) konvergent und wir erhalten:

00 m—1 00 m—1
ch := lim ¢, = lim sn—ch:zck— Eck.
n—oo n— o0
k=m k=1 k=1 k=1
Wegen
oo o0 m
D =) =)
k=m~+1 k=1 k=1
o0 o0
heifit r,,, := > ¢k auch das m-te Restglied der Reihe _ c,. Wegen der Konvergenz
k=m+1 k=1

der Reihe ) ¢ bilden ihre Restglieder r,, insbesondere eine Nullfolge.
k=1

Ein wichtiges Beispiel fiir eine konvergente Reihe ist die geometrische Reihe.

Beispiel. Geometrische Reihe:
Sei z € C, z # 1, so gilt:
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denn (1+z+...+2")(1—2) =1—2""1 Ist |2] < 1, so ist 2" eine Nullfolge, denn |2"| = |z|"
ist eine Nullfolge (siehe Beispiel (b) nach Satz 2.1.5). Daraus folgt aus den Rechenregeln fiir

17Zn+1

konvergente Folgen die Konvergenz von s, = ~5=— mit
lim s, = lim (1 —2") = ! .
n—0o0 1 —2zn—>o00 1—=z
Zum Beispiel erhalten wir fiir
z=5: 14+3+3+44... = 1_1% =2
z:—%: 1—%4—%—%—}—... = 1i% :%.

Eine einfache notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe liefert der folgende Satz.

o0

Satz 2.5.2. Sei Y. ¢ eine konvergente Reihe. Dann bilden die Glieder cj der Reihe eine
k=1
Nullfolge.

n n+1

Beweis.  Sei s, = Y. ¢ eine konvergente Folge. Dann ist s,11 = > ¢ eine Teilfolge mit
k=1 k=1

gleichem Grenzwert, und somit ist s,4+1 — S, = ¢p41 eine Nullfolge. Dann ist aber auch ¢,

eine Nullfolge. 0

[o¢]

Bemerkung. Die Reihe Y z¥ ist divergent, falls |z| > 1, denn die Glieder der Reihe bil-
k=0

den keine Nullfolge.

Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhalten wir:

Satz 2.5.3. (Rechenregeln fiir konvergente Reihen)

o0 o0 o0 o0

Seien Y ¢ und Y dj konvergente Reihen mit den Grenzwerten Y ¢ =c und ) dj = d.
k=1 k=1 k=1 k=1

Dann folgt:

(1) > (ck + dg) ist konvergent mit . (cx + di) = ¢+ d.
k=1 k=1

oo o0 o0
(2) Ista € C, so ist Y (ack) konvergent mit » (ack) =a > c.
k=1 n=1 n=1

n n

Beweis. Da die Partialsummen s, = > ¢; und s, = > dj konvergente Folgen mit
k=1 k=1

Grenzwert ¢ und Grenzwert d sind, erhalten wir aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen:

n
sn+ 8, = 3 (e + di) ist konvergent mit Grenzwert ¢ + d. Genauso folgt (2).
k=1
U

Nun wollen wir uns mit speziellen reellen Reihen beschiftigen, ndmlich den alternierenden
Reihen.
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Definition 2.5.4. Eine reelle Reihe heif3t alternierend, wenn sie von der Form

Z(—l)k+1ak oder Z(—l)kak
k=1 k=1

ist, wobei ag > 0 fiir alle k € N gelten soll.

Alternierende Reihen sind schon konvergent, falls die Reihenglieder monoton gegen 0 konver-
gieren. Dies ist das Leibnizkriterium.

Satz 2.5.5. (Leibnizkriterium)

o0

Eine alternierende Reihe S (—1)F*1ay, ist konvergent, falls aj eine monoton fallende Null-
k=1

folge ist.

n
Beweis. Betrachte die Teilfolgen so,, und s9,,41 von s, = >_ (—1)F*1a,.
k=1
Da sont2 = Son + (@2n41 — a2nt2) > Son, ist die Folge (s2,) monoton wachsend.
Da sop43 = Sont1 + (—a2n42 + a2n43) = s2n41 — (a2n42 — a2n4+3) < S2541, ist die Folge so,,41
monoton fallend.

AuBerdem gilt: 9,41 — S2n, = (—1)*"2ag,41 = az,+1 > 0. Daraus folgt:
82 <84 < .. <89 < Sopg1 < ... <83 < 81

Insbesondere sind beide Folgen beschrénkt und wegen ihrer Monotonie konvergent. Da s9,4.1 —
son eine Nullfolge ist, haben beide Teilfolgen den gleichen Grenzwert s, d.h. fiir jedes € > 0
sind fast alle Folgenglieder von (s2,) sowie von (s2,+1) in der e-Umgebung von s. Dann gilt
dies aber auch fiir die Folge (sy,). 0

o0

Beispiel.  Insbesondere ist die Reihe ) (—1)*"!1 konvergent. Das Leibnizkriterium (der
k=1

ein reiner Existenzsatz ist) gibt uns nicht die Moglichkeit den Grenzwert zu berechnen. Der

Grenzwert ist log 2, wie wir spéter sehen werden.

Ein hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe ist das Cauchy-
Kriterium. Es folgt aus dem entsprechenden Kriterium fiir Folgen.
Satz 2.5.6. (Konvergenzkriterium von Cauchy)

oo

FEine Reihe Y ¢ ist konvergent genau dann, falls gilt:
k=1

n

> o

k=m-+1

Ve>0 dngeN Vn>m>ng: < €.

n

Beweis.  Wegen Satz 2.4.7 ist die Folge s, = > ¢ genau dann konvergent, falls sie eine
k=1

n

>

k=m+1
Behauptung. U

Cauchyfolge bildet. Da fiir n > m gilt: [s,, — sp,| = , folgt die
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Reihen, deren Glieder eine Nullfolge bilden, sind nicht notwendigerweise konvergent. Ein wich-
tiges Beispiel dafiir ist:

Beispiel.  (harmonische Reihe)
o0

Die harmonische Reihe )’ % ist nicht konvergent, denn

n=1

S N T P
nl lnot1l T 2ng| T 200 0 2

n=no+1

Damit erfiillt die harmonische Reihe nicht das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Fiir spezielle reelle Reihen lassen sich noch folgende Konvergenzkriterien angeben.

o0
Satz 2.5.7. Sei Y ay eine reelle Reihe mit a > 0. Diese Reihe ist genau dann konvergent,

k=1
n

falls die Folge der Partialsummen s, = > ay nach oben beschrinkt ist.

k=1
Beweis. Da die Folge (s,) monoton steigend ist, folgt ihre Konvergenz wegen Satz 2.3.2
aus der Beschrinktheit der Folge (sy,). U

o0
Beispiel. Die Reihe ) k% ist konvergent, denn
k=1

e ey by ()

L k2 k2 — k(k—1) k—1 k
k=1 k=2 k=2 k=2

=1+(1 1+1 1+1 1+ + 1

- 2 2 3 3 4 77 npn-—-1

Damit ist s, beschrankt und die Reihe konvergiert wegen des obigen Satzes. Es ist jedoch
2
nicht so einfach, ihren Grenzwert zu bestimmen; er ist 7.

1 1
— S )=141-=-<2
n n

o0

Definition 2.5.8. Eine (beliebige) Reihe Y ¢ heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
k=1

oo

> |ek| konvergiert.

k=1

Satz 2.5.9. Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

(e8]
Bemerkung. Die Umkehrung ist natiirlich falsch, denn die alternierende Reihe ) (—1)’““%
k=1
ist konvergent, aber wegen des Beispiels der harmonischen Reihe nicht absolut konvergent .
o0
Beweis. Die Reihe ) |cx| ist genau dann konvergent, wenn sie das Cauchykriterium

k=1
erfiillt, d.h.

n
Ve>0dnoVn>m>ng: Z lek| < e.
k=m+1

n n o0
Da| > ekl < Y. |ex| <e, erfiillt auch die Reihe ) ¢; das Cauchykriterium. U
k=m+1 k=m+1 k=1
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Nun wollen wir einige Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen angeben. Sie beruhen
auf Vergleichskriterien mit anderen Reihen.

Satz 2.5. 10 ( Majorantenkrlterlum )
Es seien Z ¢k und Z dy, zwei Reihen mit |cg| < |dg| fir fast alle k € N.

k=1 k=1
o0 oo
(1) Sei > |di| eine konvergente Reihe. Dann ist die Reihe »_ ci absolut konvergent.
k=1 k=1
o0 o0
(2) Sei > ¢ divergent. Dann divergiert auch die Reihe Y |dy].
k=1 k=1

Beweazs.

(1) Sei |eg| < |dg]| fiir & > ko. Ist n > kg, so folgt: die Summe

n ko n ko n ko 00
Doleel =2 lerl+ >l <D el + Do ldkl <D el + D ldil
k=1 k=1 k=ko+1 k=1 k=ko+1 k=1 k=ko+1

n
ist beschrénkt. Daher ist die Folge s,, = > |cx| konvergent.
k=1

o0

(2) folgt aus (1). Denn ist ) ¢ divergent so ist diese Reihe insbesondere nicht absolut
k=1
o0
konvergent. Wegen (1) mufl daher die Reihe ) |dg| divergieren. U

k=1

oo oo
Bemerkung. Wir nennen die Reihe ) dj eine Majorante von Y cx. Umgekehrt nennen

k=1 k=1
o0 o0
wir die Reihe ) ¢ eine Minorante von Y dj, .
k=1 k=1

Fiir das folgende Konvergenzkriterium benutzen wir die geometrische Reihe als Vergleichsrei-
he.

Satz 2.5.11. (Wurzelkriterium)

S -
Sei Y cx mit lim +/|cg| = 7. Dann gilt:
k=1 k—o0

o0
(a) Istr <1, so ist die Reihe ) ¢y absolut konvergent.
k=1

o0

(b) Istr > 1, so ist die Reihe Y ¢y divergent.
k=1

Falls klim {/|cx| micht existiert, d.h. ist {/|ck| unbeschrinkt, so ist die Reihe erst recht diver-
—00
gent.
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Bemerkung. Fiir r = 1 kann die Reihe konvergieren oder auch divergieren. Beispiele

[e.e]

hierfiir ist die divergente Reihe ) % und die konvergente Reihe ) k%
k=1 k

In beiden Féllen gilt wegen des Beispiels (d) nach Satz 2.1.5:

1 1
lim {/==1lim —==1 und lim {/—

1 1
k—oo V k  k—oo Wk hvoo VK2 koo kA k

Beweis.  Seir < 1. Wegen des Satzes 2.3.12 ist fiir alle e > 0 die Ungleichung ¥/|cx| < r+e
fiir alle bis auf endlich viele k € N erfiillt. Wéhle € > 0, so dass g =r+e <1 (z.B. e = 1—5’")

oo
Dann ist ¢/]cx] < ¢ und somit |ci| < ¢F fiir fast alle & € N. Damit ist Y. ¢* konvergente

k=1
o o0
Majorante von Y cx. Wegen des Majorantenkriteriums konvergiert » ¢ absolut.
k=1 k=1

Sei r > 1. Da r Héufungspunkt der Folge {/|ck| ist, gilt ¥/|ck] > 1 und somit |cg| > 1 fiir
o0

unendlich viele & € N. Insbesondere ist ¢, keine Nullfolge und daher ist ) ¢j divergent.
k=1

Trivialerweise gilt dies auch, falls die Folge {/|ci| unbeschrinkt ist. 0

Satz 2.5.12. (Quotientenkriterium)
o0

Sei ¢, # 0 fiir fast alle k € N. Dann ist die Reihe ), ci absolut konvergent, falls
k=1

— |C
oy _

=r <1
k—o0 |Ck’

o0
Die Reihe Y ¢y divergiert, falls % > 1 fiir fast alle k € N.
k=1

Bemerkung. Aus lim 1]
k—o0 |Ck‘

> 1 folgt nicht die Divergenz.

oo
Beispiel.  Betrachte eine Reihe ) ¢j mit
k=1

1\ 2 3\ 2k+1
ok =5 und  copy1 = 1

2%
Copi1 _ 3 _3/(6\*
Cok 4 4\ 4 ’

Dann folgt:

INTEVANTON

und somit ist % nicht einmal nach oben beschrinkt.
[e.e] [e.e]

Die Reihe Y ¢ ist aber konvergent, denn mit dj = (%)k ist Y dj eine konvergente Majo-
k=1 k=1

rante.
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Ist Jim 191
k—oo |Ck
lck+1| < q|cg| (mit demselben Argument wie in Satz 2.5.11). Dann existiert ein ky € N mit

lekt1| < gqlex| fiir alle k > kg und deshalb folgt:

Bewezs. =r < 1, so gilt fiir r < ¢ <1 und fast alle £ € N:

’Ck0+j| < qj|ck0| = bj—f-ko

[e.°]

fur alle j € N. Also ist, fiir beliebig gewéhlte by,..., by, , die Reihe ) b; eine konvergente
=1
Majorante. Gilt |cx+1| > |ci| fiir fast alle k& € N, so existiert ein kg € N mit ¢, # 0 und

lck| > |cr, | fiir alle k > k. Insbesondere ist ¢ keine Nullfolge. U

Bemerkung. Jede Reihe, die das Quotientenkriterium erfiillt, erfiillt auch das Wurzelkri-
terium. Dies folgt aus der Ungleichung

— |kl
Vlex] < lim ekt ,

lim
k—o0 k—ro0 |Ck‘

denn ist lim k1]
k—o0 ‘Ck| ‘
Also folgt mit Argumenten analog zu denen im obigen Beweis: |cgy ;| < (7 4 €)7|c, | fiir alle

§ >0 bzw. |ex| < (r + €)F 70|y, | fiir alle k > ko. Dies impliziert fiir alle € > 0:
lim /|ex| <r+e.
k—o0

Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt km ek < r.

— 00
Damit ist das Wurzelkriterium stirker als das Quotientenkriterium. Auf der anderen Seite ist
das Quotientenkriterium oft leichter zu handhaben.

= r, so existiert fiir alle € > 0 ein ko mit cx1 < (r + €)cy, fur alle & > k.

Wichtiges Beispiel fiir die Anwendung des Quotientenkriteriums ist der folgende Satz, mit
dem wir die Exponentialfunktion einfiihren.

Satz 2.5.13. Fir jedes z € C konvergiert die Reihe

o0
Lok Lo 13
ZEZ fl—l—z—i—gz +§z + ...
k=0

absolut.
Beweis. Sei ¢ := %’T fiir £ € Ny. Dann folgt:

|Ck+1| _ ‘Z|k+1 k! _ 1 ’ ’
el (k+DzfF E+1 7"
|ck| (

Da klim k%rl |z| = 0, konvergiert die Reihe wegen des Quotientenkriteriums absolut. U
—00

Definition 2.5.14. Die Funktion exp : C — C mit

heilt Ezponentialfunktion.
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Bemerkung. Im néchsten Abschnitt (Korollar 2.6.5) werden wir das wichtige Additions-
theorem

exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

fur alle z,w € C beweisen. Dann werden wir auch diese fundamentale Funktion systematisch
untersuchen. Es gibt noch eine weitere Darstellung der Exponentialfunktion, ndmlich mittels
einer Folge.

Satz 2.5.15. Es gilt fiir alle z € C:

lim (1 + %)n = exp(z).

n—oo

Bewetis. Es gilt

(1+3)" = z":(z):;:in(n—n....n-k(n—(k_mi
(

1Y\ 22 1 —1\ 2"
Y R A P D z
n) 2! n n n!

Zu € > 0 existiert ein ng mit > @ < § (siche Bemerkung (b) nach Definition 2.5.1).
k=no+1
Dann erhalten wir fiir alle n > ng

Z\" Ly w 1 kE—1 Bl
Z) = < — ). — —
<1+ n) P k:' - kz—o (1 n) (1 n > ! k!
- 1 E—1 ]z\k ]z\k
+ > (1—n>....-(1—n> _+Z
k=ng+1 k=n+1
€10,1]
no

+Z—+Zz‘k

k=no+1 ’ k=no+1

iing

(=) -5
> |-2) 05

Die Koeffizienten der noch abzuschétzenden endlichen Summe konvergieren fiir n — co gegen
Null. Also existiert ein n; > ng, so dass diese Summe fiir alle n > n; sich ebenfalls durch 3

abschéitzen ldsst. Also folgt:
Fiir jedes € > 0 existiert ein n; € N mit

Z\ "™ 1]{:
1+ 2) —
(+n> k'

k=

k=0
A
KO3y

IN

k=

< e firallen>n;.
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2.6 Umordnung von Reihen, absolute Konvergenz und Doppelreihen

n

Die Summe einer endlichen Reihe ) ¢ ist wegen der Kommutativitét der Addition in C
k=1

unabhéingig von der Reihenfolge der Summanden, d.h. ist o : {1,...,n} — {1,...,n} eine

n n
Permutation, so folgt: > cx = > ()
k=1 k=1
Man kann sich die Frage stellen, ob sich dies auch auf unendliche Reihen iibertragen 1aft. Im

allgemeinen lautet die Antwort nein.

o
Beispiel. kzl(—l)’”l% ist wegen des Leibnizkriteriums eine konvergente Reihe. Da

1
82:1—5<82n<82n+1<82n_1<81:1

liegt ihr Grenzwert a zwischen % und 1. Wie oben schon erwéhnt, werden wir spéter sehen,

dass a = log 2 ist.
Wir ordnen nun die Reihe

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

T3 717376 875 10 1277 16

1
(D) A () e () e
2 4 3 6 8 5 10 12 7 14 16
1
!
1
2

d.h. der Grenzwert der umgeordneten Reihe ist nur halb so grof§ wie der Grenzwert der ur-
spriinglichen Reihe.

Man kann die urspriingliche Reihe sogar so umordnen, dass jeder beliebige Grenzwert vor-
kommt, ja sogar so, dass sie divergiert.

Definition 2.6.1. Sei eine Reihe und o : N — N eine bijektive Abbildung (Permutation).
Dann nennen wir die Reihe

[e.e]
PRI
k=1
o0
eine Umordnung von ) cy.
k=1

Die Klasse der absolut konvergenten Reihen behalten, wie der folgende Satz zeigt, nach Um-
ordnung ihren Grenzwert bei.

o0 o0

Satz 2.6.2. Es sei Y ¢ absolut konvergent. Dann ist auch jede Umordnung > Co(k) kon-
k=1 k=1

vergent mit

Doty = Do

00 00
k=1 k=1
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o0
Beweis. Da die Reihe Y ¢, konvergent ist, konvergiert ihre Partialsummenfolge s, :=
> ¢ gegen ¢ := Y c¢k. Betrachte die Partialsummenfolge
k=1 k=1

n

ty = Z Co(k)-

k=1
Es geniigt zu zeigen, dass |t, — s,| eine Nullfolge ist, denn dann ist
[t —¢| = |tn — $n + Sn — | < |t — Sn| + |50 — ¢
ebenfalls eine Nullfolge und somit konvergiert ¢, ebenfalls gegen c. Sei ¢ > 0. Da die Reihe
;O: ¢, absolut konvergent ist, existiert wegen des Cauchyschen Konvergenzkriteriums ein ng
=1

mit
n

> el <e

k=ng+1
fir alle n > ng. Zu gegebenem n € N betrachte die Mengen

M, ={1,...,n} sowie T, ={k1,...kn},
mit k; = o(i). Da 0 : N — N bijektiv ist, existiert ein ny > ng mit:
My, C Ty, = o(My,).

Dann folgt fiir alle n > nq:

tn—snl = [D =Y cal=1 D> - > ¢l

JET JEMn, JET\ My JEM\Tn
< D el+ DD el
JET\Mn JEMN\T,
= > lcj] <e,
JE(Tn\Myn) U (Mp\Tr)
denn (T}, \ M,) U (M, \Ty) C (T \ Mp,) U (Mp \ Myp,) C{jeN|j>no+1}. U
Bemerkung. Man kann sogar die Umkehrung des ob1gen Satzes zeigen:
[e.@]
Gilt fiir jede Umordnung o: > ¢ = Z Co(k)- Dann ist Z ¢ absolut konvergent.
k=1 k=1 k=1

Wir wollen nun den Umordnungssatz auf Doppelreihen
D> ik
i,keN

anwenden, wobei a;;, € C.
Dazu betrachten wir das quadratische Schema

aip a2 a3 a4
a1 Q22 a23 a24
azyr az2 asz as4
a41 Q42 Q43 Q44
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Zu diesem Schema betrachten wir die Zeilenreihen Z; , Spaltenreihen Sy und die Diagonal-
rethen D,, gegeben durch

o0
Z; = Zaik’ S = Zalk und D,, = Z Ak
k=1

i+k=n
oo
Doppelreihen entstehen z.B. bei der Multiplikation von gewohnlichen Reihen. Sind ) ¢; und
i=1

&S
> dj. Reihen, so gilt fiir das Produkt der n-ten mit der m-ten Partialsumme:

i=1 k=1

Die Koeffizienten a;; := ¢;dj definieren dann eine Doppelreihe.
Der folgende Satz folgt mit Hilfe des Umordnungssatzes.

n,meN}

eine beschrinkte Menge mit Supremum s. Dann sind thre Zeilen-, Spalten- und Diagonalreihen
absolut konvergent, und es gilt:

Satz 2.6.3. Sei Y. ay eine Doppelreihe und
i,kEN

{i > load

k=1 i=1

o0 [oe) o
ZZi = Zsk = ZDn.
i=1 k=1 n=2

Beweis. Die Menge N x N ist abzédhlbar, d.h. es existiert eine Bijektion ¢ : N - N x N.
Wir wéhlen die Abzdhlung durch das schon in Beweis von Satz 2.3.15 beschriebene Diagonal-
verfahren, dh 1—(1,1),2 - (1,2),3 = (2,1), 4—>(3 1),5 = (2,2),6 — (1,3)....

Die Reihe E (k) ist absolut konvergent, denn E lap(r)| < s fiir alle n € N. (In jedem Falle

héngt der Wert der Reihe Z @y (k) nicht von der Wahl von ¢ ab, denn eine andere Bijektion
k=1
fithrt zu einer umgeordneten Reihe). Der Vorteil der Wahl der Abzéhlung durch das Diago-

nalverfahren besteht darin, dass dann die Partialsummenfolge der Diagonalreihe ) D,, mit
n=2
[e.e]

D, = > ay eine Teilfolge der Partialsummenfolge der Reihe Z (k) darstellt und somit
i+k=n
den gleichen Grenzwert besitzen. Es gilt also bei dieser Wahl der Abzahlung

Zawm = ZDn mit Dn = Z Qi
k=1 n=2

i+k=n
o0
Auflerdem iibertrigt sich die absolute Konvergenz von ) a,, (k) auch auf die Diagonalreihe.
k=1

Es bleibt nun zu zeigen.

Z%(k) = ZZi = Zsk
=1 i—1 k=1
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wobel Z; := Z a;i die Zeilenreihen und Sj, = Z a;, die Spaltenreihen bezeichnet. Die Reihen

Zi, Sk sind absolut konvergent, denn die zu den Absolutrelhen gehorlgen Partlalsummenfolgen

sind durch s beschriankt. Wir beweisen nur die erste Identitét Z Ap(k) = Z Z;. Die zweite
k=1 i=1
Identitét folgt mit vollkommen analogen Argumenten.

Sei € > 0. Dann existiert ein ng € N mit

oo m n
Z%(k) - ZZ% <€
k=1 =1 k=1

fiir alle n,m > ng. Diese Aussage (sie wurde in der Vorlesung nicht bewiesen) beweist man
wie folgt:
Wegen der Definition von s existiert zu jedem € > 0 ein ng € N mit

o 1o

0§s—ZZ|aik|<e.

i=1 k=1
Sind nun By, By Teilmengen von N x N mit My, x M,,, C By C Bg, wobei M,, ={1,...,n0},
so gilt:

no  no

Z ik — Z aik| < Z |aik| = Z |aik| — Z |aik|§S—ZZ|aik|<€-

(i,k)E€B2 (i,k)€B; (4,k)€B2\B1 (i,k)EBy (i,k)EB; i=1 k=1

Zu m,n > ng und By = M,, x M,, wéhle ly € N so grof}, dass {¢(k) | k € {1,...,lo}} die
Menge B; umfasst. Also folgt fiir alle [ > ly:

<€
k=1 i=1 k=1
und somit auch
m n m n
E Zalk = hm o(k) — ZZaik <€
i=1 k=1 i=1 k=1

o0
Da die Reihen > a;; absolut konvergieren, also auch konvergieren, folgt
k=1

o0 m n oo m n oo m o0
dim 1> apuy = DD am| = | apm =2 Hm Y aw) = > agm =) au|<e
k=1 i=1 k=1 k=1 i=1 k=1 k=1 i=1 k=1

fir alle m > ng.

Also hat man fiir jedes € > 0 ein ng € N mit < ¢ fiir alle m > ng;

H Mg

damit konvergiert auch die Reihe Z Z a;i, mit Grenzwert E ay U
i1=1k= k=
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Wie oben erwéhnt, besteht Unsere Hauptanwendung in der Multiplikation von Reihen. Mul-
oo oo
tipliziert man die Partialsummen der Reihen > ¢;, > dj

=1 k=1
(Z Cz‘) (Z dk) = Z Zcz‘dk,
i—1 k=1 i=1 k=1

so fithrt dies auf eine Doppelreihe a;;, = ¢;di mit den Zeilenreihen Z;, Spaltenreihen Sy und
Diagonalreihen D,, gegeben durch

00 00 00
Zi = chdk = C; de, Sk = dk’ ECZ', Dn = Z Cidk = Cldnfl + ngn,Q + ... Cnfldl.
— = i+k=n

Aus Satz 2.6.3 erhalten wir:

oo o0
Satz 2.6.4. Seien > ¢; und Y dy absolut konvergente Reihen, so gilt.
i=1 k=1

<§C> <de) “s (Z_: dk) 25 (Z d’“) s ZD” =3 Y ade

=1 k=1 n=2i+k=n
Auflerdem sind alle vorkommenden Reihen absolut konvergent.

Bemerkungen.

(a) Fiir (1) und (2) benotigt man nur die Konvergenz der Reihen Y ¢; und ) dy.

i=1 k=1
o0 o0
Fiir (3) muss man die absolute Konvergenz der Reihen ) ¢; und > dj, voraussetzen.
i=1 k=1
o0 o0 [e.°]
(b) Die Diagonalreihe ) D, := > > ¢dy heiBt auch Cauchyprodukt der Reihen ) ¢;
n=2 n=2 i+k=n i=1

o0

und ) dj. Falls die Summationsindizes der Reihen ) ¢; und > d mit ig und kg be-
k=1

ginnen, so beginnt der Summationsindex des Cauchyproduktes > D,, mit ig + ko.

o o0
Beweis. Da ) ¢;und ) dji absolut konvergent sind, ist

i=1 k=1
m n m n o0 o0
3 e = (k) (St ) = (St ) ().
i=1 k=1 i=1 k=1 i=1 k=1
Deshalb kénnen wir Satz 2.6.3 auf die Doppelreihe " ¢;dj anwenden. Insbesondere sind fiir
i,keN
o0 ’LOOE oo (o]
jedes i € Nund k € N die Zeilenreihe > c¢;dp = ¢; > dj und Spaltenreihe Y drpc; = di > ¢
k=1 k=1 i=1 i=1

absolut konvergent und es gilt:

() () S (= (E)) - S (o) - & (o) - o

i=1 =1 k=1

Dabei folgt das erste Gleichheitszeichen aus den Rechenregeln fiir konvergente Reihen. U
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Wir benutzen nun das Cauchyprodukt, um das Additionstheorem der Exponentialfunktion

zu beweisen.

Korollar 2.6.5.

fiir alle z,w € C.

Bewezs.

folgt aus Satz 2.6.4:

xl2) - xplu) = (zk) >

exp(z) - exp(w) = exp(z + w)

- %

]:0 n=0 k+j=n

vazkt

oo oo .
Die Reihen ) %’T und > 1;’—,] sind absolut konvergent fiir jedes z,w € C. Dann
k=0 =0

nfk

Nun wollen wir erste Folgerungen aus diesem Additionstheorem herleiten.

Satz 2.6.6.

(a) Fiir alle z € C gilt: exp(—

z) = exp(z) L. Insbesondere ist exp(z) # 0.

(b) Fiir alle z € R ist exp(x) € Ry = {y | y > 0}. Auferdem ist die reelle Exponential-

funktion

exp: R — Ry

streng momnoton steigend.

(¢) Fir alle z € Q ist exp(z)

(d) [exp(2)| =

Bewezs.

=%, wobei e = exp(1) die Eulersche Zahl ist.

exp(z) - exp(z) = exp(Re(z)) fiir alle z € C. Insbesondere ist | exp(iz)| = 1
fiir alle x € R.

(a) Aus exp(—

(b) Da exp(x) = ; %

Wegen exp(—
x > 0. Ist y > x so folgt:

exp(y) = exp((y —

l+x+ 5 2,

x) - exp(z) = exp(x — x) = 1 erhalten wir: exp(—x

2) + 1) = exply —

z)exp(z) = exp(—z + z) = exp(0) = 1 folgt (a).

., folgt fiir x > 0 : exp(z) > 1 und exp(0) =

_ 1
)= exp(z)

x) - exp(x) > exp(z).

1.

> 0 fiir alle
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g

; : : 5 :
-3 2 - 1

Abbildung 2.1: Die reelle Exponentialfunktion

(c) Fiir n € N gilt: exp(n) = (exp(1))" = e" und wegen (a) auch exp(—n) = . Fiir
rationale Zahlen x = > mit n € Z,m € N folgt

(exp (%))m = exp(n) = e und somit exp(z) = ()™ = V™ = €.

(d) Wegen Bemerkung nach Satz 2.4.4 ist exp(z) = exp(Z) und wir erhalten:

|exp(2)] = \/exp(z) - exp(z) = Vexp(z + 2) = \/exp(2Re(2)) = exp(Re(2)).

Insbesondere ist | exp(iz)| =1 fiir alle x € R.

Bemerkungen.

(1) Wir werden bald mit Hilfe des Zwischenwertsatzes zeigen: exp(R) = R4, d.h. die Ab-
bildung exp : R — R4 ist auch surjektiv. Die inverse Funtion log : Ry — R heift
Logarithmus. Aus dem Additionstheorem der Exponentialfunktion folgt dann

log(z - y) = log(z) + log(y).

(2) Da die Beziehung e* = exp(z) fiir alle rationalen Zahlen gilt, definieren wir e* := exp(z)
fiir beliebiges z € C.

(3) Wegen (d) liegen die komplexen Zahlen exp(ix) fiir alle z € R auf dem Einheitskreis
St :={z € C||z| = 1}. Der Realteil von exp(ir) heifit Cosinus von z, der Imaginirteil
heiflt Sinus von x. Wir setzen also:

eia: 4 e—iac eia: o e—i:v

cos(z) = — und sin(z) = 5
i
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Somit gilt
e = cos(z) + isin(z).

Wegen |e®| = 1 folgt:
cos?(z) + sin®(z) = 1.

Ist z = = + 1y, so erhalten wir die wichtige Darstellung

e* = e = ¢%(cos(y) + isin(y)).

Die Cosinus- und Sinusfunktion lassen sich auf C fortsetzen.
Definition 2.6.7. Fiir beliebige z € C setze

eiz 4 e—iz eiz o e—iz
cos(z) = —— und sin(z) = ———
() =2 () = ==

Die daraus resultierende Beziehung
e = cos(z) + isin(z)
heifit Eulersche Formel.
Cosinus und Sinus haben folgende Eigenschaften.
Satz 2.6.8.
(a) cos(—z) = cos(z) und sin(—z) = —sin(z).
(b) Es gelten folgende Additionstheoreme:

cos(z +w) = cos(z)cos(w) — sin(z)sin(w)

sin(z +w) = sin(z)cos(w) + cos(z) sin(w).

(¢)

cos?(z) +sin?(z) = 1.

(d) Es gelten die folgenden Reihendarstellungen:

e 2k 2 4 6
_ Y P T
cos(z) = » (-1) (%)!_1 TR TR
k=0

11. Oktober 2024

. o k o . c =
sin(z) = Y (-1) ik T I R

Beweis.

(a) Folgt unmittelbar aus der Definition.



11. Oktober 2024 63

(b)

cos(z +w) = % (ei(erw) + efi(erw)) _ % (eizeiw i efizeﬂ-w)
- % ((cos(z) + isin(z))(cos(w) + isin(w)) + (cos(z) — isin(z))(cos(w) — isin(w)))

= cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w).
Das Additionstheorem fiir den Sinus beweist man analog.

(c) Diese Identitét haben wir fiir reelle Zahlen schon bewiesen. Sie gilt aber auch fiir belie-
bige komplexe Zahlen, denn

1
1

1 . . . . 1.
cos?(z) + sin?(z) = Z(e“ +e7®)2 (e — ) = 1(46126—%) =1

(d) Die Reihendarstellung des Cosinus ergibt sich aus

Lo —iz 1 o (iz)* L (—1)k(iz)k

Die Reihendarstellung des Sinus erhélt man analog.
U

Aus den Additionstheoremen ergeben sich weitere niitzliche Identitdten. Aus den Reihendar-
stellungen erhélt man Abschitzungen fiir cos(z) und sin(zx).

Satz 2.6.9.

(a) Fir alle z € C gilt:

cos(2z) = cos?(z) — sin?(2)

sin(2z) = 2sin(z) cos(z).

(b) Fiir alle z,w € C gilt:

cos(z) —cos(w) = —2sin <zJ;w> sin (Z —2“’)
sin(z) —sin(w) = 2cos <Z—;w> sin <z _2 w)

(¢c) Es gelten folgende Abschitzungen fiir den reellen Cosinus und Sinus. Ist

n CC2k
cos(z) — kzo(—l)kw =: R5,42(2)
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und )
. n p2k+1 .
sin(z) — k:0<_1) R on+3(7)
so folgt:
c Ll an—
[Rinqo(z)| < @nt2) fiir |z| < 2n+ 3
s -
|R3pqs(z)| < n+3) fir |x| < 2n+4.
Beweis.

(a) Folgt unmittelbar aus den Additionstheoremen in Satz 2.6.8 (b).

(b) Betrachte z = 5% + 25% und w = 5% + “=£. Dann folgt aus den Additionstheoremen

= (5] () ()
cos(w) = COS(Z+w>COS<w2—z>_Sin<z—gw)sin<w2_z)
_ COS( +U’>COS< |

cos(z) — cos(w) = —2sin <2;w> sin <Z - w) .

Analog beweist man die zweite Formel.

\V)

\)

N

[\

und somit ist

(c) Es gilt
Boa@l = | 3 (C1F
e (2k)!
k=n+1
_ |(_1)n+lﬂ 1— 332 + $4 _ |
N (2n + 2)! (2n+3)2n+4) (2n+3)2n+4)2n+5)(2n+6)
‘m’2n+2
m|a0—a1+a2—a3+...‘

wobei ag = 1 und

72

2n+ 2k +1)(2n + 2k +2)°

ap = akz—l(

Also ist die Folge (ag) fiir |x| < 2n + 3 monoton fallend und aus dem Leibnizkriterium
folgt die Konvergenz der zugehorigen alternierenden Reihe

oo

apg—ay+azx—az+...= Z(—l)kak.
k=0



11. Oktober 2024 65

n
Thr Grenzwert liegt zwischen 0 und 1, denn ist s, = > (—1)¥ay, so gilt
k=0

0<l—a;=51<83<...<8op41 <82 < ...< 82 < 850=1.

Die zweite Abschitzung beweist man analog.

U
Korollar 2.6.10.
(a) Fir alle x € (0,2] ist sin(z) > 0.
. ; 4. _ 1
(b) cos : [0,2] — R ist streng monoton fallend und es gilt: cos(0) = 1 und cos(2) < —3.

Insbesondere hat cos auf dem Intervall [0,2] genau eine Nullstelle.
Beweis.

(a) Nach Satz 2.6.9(c) gilt fiir z € (0, 2]:

X

sin(z) = x <1 + Ri(x)> >z (1 - 2) .

(b) Ist 0 <z <y < 2, so folgt aus Satz 2.6.9(b):

cos(y) — cos(z) = —2sin <y—;—w) sin (y ; :c) <0,

denn 0 < 5% < ¥ < 2. Nach Satz 2.6.9(c) gilt fiir |2| < 4:

sin(z) =z + R3(r) = <1+R§<$)), wobei 'ngg"’:)

Also ist

2 2
cos(z) =1 — = + Ri(z) wobei |Ri(z)| < =
2 24
Insbesondere ist |Rj(2)| < 48 = 5 und somit
4 2 1
)<l 4=,
cos(2) + 3= 73

Aus der strengen Monotonie folgt die Injektivitét von cos : [0,2] — R . Inbesondere exis-
tiert maximal eine Nullstelle im Intervall [0, 2]. Da cos(0) = 1, wechselt cos : [0,2] — R
das Vorzeichen. Wie wir im néchsten Kapitel sehen werden, haben auf einem Intervall
stetige reellwertige Funktionen, die das Vorzeichen wechseln, eine Nullstelle (Zwischen-
wertsatz).
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Wir benutzen nun diese Nullstelle um die Zahl 7 zu definieren.

Definition 2.6.11. Sei zo € [0,2] die eindeutig bestimmte Nullstelle von cos : [0,2] — R .
Dann definieren wir m = 2xg.

Bemerkung. Da 1 = |cos(5) +isin(F)| = |sin(5)| und wegen Korollar 2.6.10 und Defi-
nition 2.6.11 sin(3) > 0 ist, folgt sin(5) = 1.

Wir erhalten nun die folgenden Periodizitétseigenschaften der Exponentialfunktion und somit
auch von Cosinus und Sinus

Korollar 2.6.12.
(a) Fir alle z € C gilt:

s’ . . .
z+7 _ z ez+7rz — _ez7 €z+27rz — z.

(b) Fir alle z € C gilt:

cos (z + g) = —sin(z), cos(z+m) = —cos(z), cos(z+ 2m) = cos(z)

sin (z + g) =cos(z), sin(z+m) = —sin(z), sin(z + 27) = sin(z).

Beweis.

(a) Dies folgt aus dem Additionstheorem von e* zusammen mit der Identitét e% = cos( )+
isin(g) = 1.

(b) Folgt aus Teil (a) und der Definition von Cosinus und Sinus. Zum Bespiel ist

]. : s s . e 1 . . ]_
Ccos (z + g) = 3 (e’267 + e*”e*7> =3 <e”i + e”i>
1 . )
= 3 (e +e7%) = —sin(z)
i

Daraus ergeben sich sofort fiir die Nullstellen des Cosinus und Sinus:
Korollar 2.6.13.

(a) {zeR|sinz =0} = {kr | k € Z}.
(b

(c

(d) Sinus und Cosinus haben nur reelle Nullstellen.

{xeR|cosw =0} = {5 +kr|kecZ}

)
)
) {z€C|e* =1} = {2ni | k € Z}.
)

Beweis.
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(a)

67

sin

-Pi2 0 Pi2 Pi z

Wegen Korollar 2.6.12 ist |sin(x + k7)| = |sin(x)| und wegen sin(0) = 0 folgt somit
sin(km) = 0 fur alle k € Z.
Die Umkehrung erhilt man wie folgt. Da sin(z) = cos(§ — x) = cos(—5 + z), folgt aus

der Definition von %:

sin(x) >0 firalle 0<z<m.

Ist nun = € R eine beliebige reelle Zahl mit sin(x) = 0, so existiert ein k € Z mit
x = kw4 y wobei 0 < y < 7. Dann folgt aus Korollar 2.6.12:

|sin(y)| = |sin(x — km)| = |sin(z)| =0
und somit ist y =0, d.h x = k.

Teil (b) folgt aus (a), denn cos(z) = —sin(z — ).

Es ist 27 = (eQ”i)k =1

Sei nun umgekehrt z = = + iy und €* = €% = 1. Dann ist e%e®” = 1 und somit
le®e¥| = |e®||e¥| = e® = 1. Damit ist x = 0 und 1 = ¥ = cos(y) + isin(y). Also ist
sin(y) = 0 und cos(y) = 1. Also ist y = mnm mit m € Z. Wéare m = 2k + 1, so wiirde
cos(y) = cos(2km + ) = cos(m) = —1 folgen. Also ist m = 2k.

_ i 2iz

Ist nun sin(z) = (e — e7%) = 0, so ist ¢’* = e~ und somit €?** = 1 und wegen (c)
ist z = km. Wegen cos(z) = sin(z + §) folgt die Aussage auch fiir den Cosinus.

Bemerkungen.

(a)

cos : [0, 7] — [—1, 1] ist streng monoton fallend, denn fiir 0 < z < y < 7 ist wegen 2.6.3

cos(y) — cos(z) = —2sin <y+2:c> sin (y;x) <0,
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denn 0 < 452 < Y2 < 7 und sin(t) > 0 fiir ¢ € (0, 7). Da cos(0) = 1 und cos(r) = —1,
wird aus dem Zwischenwertsatz die Bijektivitit von cos : [0, 7] — [—1, 1] folgen. Dann

existiert auch die Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — [0, 7]. Diese Funktion heiit Arcus
Cosinus .

(b) Da cos(xz) = cos(—x), ist cos : [—m, 0] — [—1,1] wegen (a) monoton steigend. Aus
sin(x) = cos(x — %) folgt dann, dass sin : [, §] — [~1,1] ebenfalls streng monoton
steigend ist. Wiederum folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass sin : [-5, 5] — [~1,1]

bijektiv ist. Die Umkehrfunktion arcsin : [-1,1] — [—7F, §] heif8t Arcus Sinus .
Zum Schluss wollen wir noch Tangens und Cotangens definieren.
Definition 2.6.14. Fiir alle z € C\ {§ + k7 | k € Z} bzw. z € C\ {k7 | k € Z} definiere

cos(z)
sin(z)

sin(z)

tan(z) := , bzw. cot(z) =

cos(z)
2.7 Potenzreihen

Die Exponentialfunktion, die Cosinusfunktion, Sinusfunktion sowie die geometrische Reihe
sind Beispiele von Potenzreihen. Allgemein versteht man darunter das Folgende.

Definition 2.7.1. Sei (ax)ken, eine Folge komplexer Zahlen. Dann heifit die Reihe

o
Z ar(z — z)F
k=0

eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zg.

o0

Beispiel.  Die Exponentialfunktion expz = > %zk ist eine Potenzreihe mit Entwicklungs-
k=0

punkt 0.

Satz 2.7.2. Es sei ¥/|ax| beschrinkt und kﬁ {/|ax| = r. Dann ist die Potenzreihe
—00

o
Z ag(z — zo)k
k=0

im Fualle r = 0 absolut konvergent fiir alle z € C. Ist r > 0, so ist die Potenzreihe absolut
konvergent fiir alle z € C mit

1
|z — 20| < =
r
und divergent fiir alle z € C mit
1
|z — 20| > —.
r

Ist ¥/|ag| unbeschrinkt, so konvergiert sie nur am Entwicklungspunkt z = zg.

Beweis.  Es gilt: {/]ai| [z — 20| = |z — 20| ¥/]ax|. Aus dem Wurzelkriterium folgt somit
unmittelbar: Fiir jedes z € C mit |z — zp|r < 1 ist die Potenzreihe absolut konvergent. Ist
r = 0, so liegt Konvergenz fiir jedes z € C vor.

Fiir jedes z € C mit |z — zp|r > 1 ist die Potenzreihe divergent. Ist {/]a)| unbeschrinkt, so
ist auch |z — zo| &/]a| fiir alle z # 2o unbeschriinkt, d.h. die Reihe divergiert fiir alle z # zo. [
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Bemerkung.

(a) Die Zahl R = % heifit Konvergenzradius. Ist r = 0, so setzen wir R := co.

o0

(b) Ist R > 0, so konvergiert die Reihe Y ax(z — 20)* fiir jede Zahl in der Kreisscheibe
k=0
B(z0, R) :={z | |z — 20| < R} und definiert daher eine Abbildung f : B(zp, R) — C mit

o0

f(2) = 3 ap(z — 20)F. Ist R = o0, so ist die Abbildung auf ganz C definiert.
k=0

(c) Ist (ag)ren, eine Folge komplexer Zahlen mit a,, = 0 fiir m > n, so gilt

oo
g apz® =ag+a1z+...+a,z",
k=0

d.h. die Potenzreihe ist ein Polynom. Ist a,, # 0, so heifit n der Grad des Polynoms.

Beispiele.

(&)

(a) Betrachte die geometrische Reihe Y 2*. Der Konvergenzradius ist 1, denn +/1 = 1. Da-
k=0

her konvergiert die Reihe fiir |z| < 1. Dies haben wir natiirlich auch schon im Abschnitt

oo

2.5 gesehen. Dort haben wir auch gezeigt: 3 2F = i Fiir z € C mit |z| = 1 divergiert
k=0

die Reihe, denn ihre Glieder bilden keine Nullfolge.

(b) Ist |ag| durch eine Konstante p > 0 beschriinkt, so ist Y axz" konvergent fiir || < 1,
o0
denn > p|z|* ist fiir jedes z mit |2| < 1 eine konvergente Majorante von 3 |ax||z|*.
k=0
Der folgende Satz iiber Addition und Multiplikation von Potenzreihen folgt aus den ent-
sprechenden Sétzen fiir absolut konvergente Reihen. Wir beschrianken uns auf den Fall mit
Entwicklungspunkt zg = 0. Fiir beliebiges zp muBl z durch z — 2 ersetzt werden.

o0 o0
Satz 2.7.3. Sei Y. apz" Potenzreihe mit Konvergenzradius Ry und > bpz* Potenzreihe mit
n=0

n=0
Konvergenzradius Ry. Ist R = min{ Ry, Ra}, so gilt fir alle z € B(0,R):

oo (o] oo
Z a2’ + Z b2* = Z(ak + by,) 2"
k=0 k=0 k=0

<§: akzk> ibjzj = i ( Y akbn_k> 2",
k=0 7=0 k=0

n=0

Beweis.  Der erste Teil folgt aus den Rechenregeln fiir konvergente Reihen, da beide Reihen
fiir |z| < R konvergieren. Der zweite Teil folgt aus dem Cauchyprodukt fiir absolut konvergente
Reihen (Satz 2.6.4), denn

<§: akzk> ibjzj = i Z akbjzkﬂ' = i ( Y akbnk> 2",
k=0 =0 0

n=0 k+j=n n=0 \k=
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o0
Eine Potenzreihe Y azz® ist im allgemeinen nicht auf dem ganzen Konvergenzgebiet be-
k=0

oo
schrinkt, z.B. 3 2*. Es gilt aber:
k=0

o0

Satz 2.7.4. Sei f(z) = Y. apz® Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Sei r < R, so ist f
~ k=0

auf B(0,r) :={z | |2| <r} C B(0,R) beschrdinkt.

Beweis. Sei z € B(0,r). Dann gilt:

[e.9] [e.9] o0
Zakzk < Z lag| |2|F < Z lag|rE.
k=0 k=0 k=0
Da r € B(0, R), ist diese Reihe konvergent. 0
o0
Von besonderem Interesse ist das Verhalten des Restterms R, (z) := > axz* einer konver-
k=n

genten Potenzreihe.

o
Satz 2.7.5. Sei Y. apz" eine konvergente Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Sei

0<r<R, so existiert eine Konstante ¢ > 0 mit
[ Bn(2)] < cfz]"
fir |z] <.

Beweis.  Sei |z| < r. Dann gilt:

(e.)
[Ru(2)] <Yl 2[* = [2["(|an] + lanta] 2] + - .)
k=n

© .
< 2" Y lantylr? < el
=0

& .
mit ¢ = 2 3 [ang;|ri T U
=0

Bemerkung. Ist |a,| durch eine Konstante p beschrinkt, so ist R > 1, und es gilt fiir
|z| < 1:

p
1—1z|
Aus obigem Satz folgt, dass sich die Nullstellen in der Umgebung des Entwicklungspunktes
nicht hdufen kénnen.

[Rn(2)] < [2["p(1+ 2[4+ 4 2" + ) = [2]"

o0

Satz 2.7.6. Sei f(z) = Y apz" eine nicht triviale konvergente Potenzreihe (d.h. ay # 0 fiir
n=0 _
wenigstens ein k € Ng). Dann gibt es ein r > 0, so dass f auf B(0,7) \ {0} keine Nullstellen

besitzt. Ist ag = f(0) # 0, so ezistieren also auch keine Nullstellen in B(0,r).
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Abbildung 2.2: Beispiel einer nicht in eine Potenzreihe entwickelbaren Funktion

Beweis.  Sein der erste Index mit a,, # 0. Sei 0 < 79 < R, wobei R den Konvergenzradius
von f bezeichnet. Dann folgt aus Satz 2.7.5:

£ (2) = anz"| = [Rp41(2)] < cfz[**!

fir |z] < ro und ein ¢ > 0. Da |a + b| > |a| — |b|, folgt

[f(2)] = lanz" + f(2) = anz"| = [an| |2[" = [f(2) = an2"| = |an] [2]"(1 - c|z]).
Ist 2 # 0, so folgt: f(z) # 0 falls |z| < 7o und |2| < 1. Setze also r = min{Z,ro} 0
Satz 2.7.6 impliziert den folgenden Identitétssatz.
Satz 2.7.7. (Identitéitssatz)
Seien f(z) = ioj apz® und g(z) = ioz biz" zwei konvergente Potenzreihen. Ist (z,) eine
Nullfolge mit z::72 0 und ist f(zp) = gk(:z(;), so gilt ax, = by fiir alle k € Ny.

Beweis. Ist h(z) = f(z) —g(2), so folgt h(z,) = 0 fiir eine Nullfolge (z,) mit z, # 0. Dann
sind aber wegen Satz 2.7.6 alle Koeffizienten a; — by = 0, denn sonst gébe es ein r > 0, so
dass h auf B(0,7) \ {0} keine Nullstellen hétte. U

Bemerkung. Funktionen, die sich in Potenzreihen entwickeln lassen, haben also alle obige
Eigenschaft. Zum Beispiel kénnen sich nicht triviale Funktionen, die in einer kleinen Umge-
bung der Null identisch Null sind, nicht in eine Potenzreihe entwickeln lassen (siehe Abbildung
2.2).

Eine wichtige Klasse von Funktionen stellen die sogenannten Lipschitz-stetigen (dehnungsbe-
schrinkten) Funktionen dar.

Definition 2.7.8. Sei D C C und f: D — R eine Funktion. f heifit Lipschitz-stetig, falls es
eine Konstante L > 0 gibt, mit |f(z) — f(w)| < L|z — w| fiir alle z,w € D.

o0
Satz 2.7.9. Sei f(z) = Y an2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Ist 0 < r <
n=0

R, so ist f Lipschitz-stetig auf B(0,7).



72 11. Oktober 2024

Bewetis. Da

folgt:
f(z) = f(w) = Z an(z" —w") = (z —w) - z:an(zn*1 4+ 2" 2w+ 2w 4w .
n=1 n=1

Sei nun |z|, |lw| < r, so folgt

[£(2) = )| <[z = wl > la|n """
n=1

oo
Die Reihe Y~ |ay|n - v~ ! konvergiert, denn
n=1

mn—>oe n\/ |an|n = mn—>c>o n\/ ’an| nhancgo (l/ﬁ = mn—)oo n\/ |an|7

o0
d.h. ihr Konvergenzradius stimmt mit dem der Reihe ) a,z2" iiberein. Da r < R ist, folgt

n=0
B oo
die Konvergenz. Insbesondere ist f Lipschitz-stetig auf B(0,7) mit L = > |ay|n -7t [
n=1

Nun wollen wir uns mit dem wichtigen Begriff der Stetigkeit beschéftigen.



Kapitel 3

Stetigkeit

3.1 Definition und grundlegende Eigenschaften stetiger Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen f: D — C mit Definitionsbereich D C R oder
D c C. Auflerdem ist f(D) C R nicht ausgeschlossen. Die Stetigkeit einer solchen Funktion
in einem Punkt a € D soll bedeuten, dass sich die Funktion in der Umgebung von a nicht zu
stark dndert. Dies ldsst sich wie folgt prézisieren.

Definition 3.1.1. Eine Funktion f: D — C heifit stetig in a € D, falls zu jeder e-Umgebung
B(f(a),€) von f(a) eine §-Umgebung B(a,d) von a existiert, so dass gilt:

f(B(a,6) N D) C B(f(a),€).
f heifit stetig auf D, falls f in jedem Punkt a € D stetig ist.
Bemerkungen.

(a) Die Stetigkeit in einem Punkte a € D lisst sich in der Sprache der Aussagenlogik auch
wie folgt schreiben:

Ve>0 35>0 VexeD:|lz—a|l<d=|f(z)— fla)|] <e

(b) In den Abbildungen 3.1 und 3.2 wird die Stetigkeit einer Funktion f : R — R und einer
Funktion f : C — C veranschaulicht. Im reellen Falle betrachten wir den Graph der
Funktion.

Satz 3.1.2. Jede Lipschitz-stetige Funktion f: D — C ist stetig auf D.

Beweis. Ist f Lipschitz-stetig, so existiert ein L > 0 mit |f(z)— f(y)| < Llz—y|. Ist a € D
und € > 0,s0 wihle d = £.Ist x € D und |z —a| < § = £, so folgt: | f(z)— f(a)| < Llz—a| <e.

Bemerkung. In Abschnitt 2.7 haben wir gesehen, dass eine Potenzreihe auf jeder abge-
schlossen Kreisscheibe B(0,r) Lipschitz-stetig ist, falls » kleiner als ihr Konvergenzradius R
gewihlt wird. Da fiir jedes a € B(0,R), ein r < R existiert mit a € B(0,r), ist mit dem
obigen Satz jede Potenzreihe stetig auf ganz B(0, R). Allerdings ist die Potenzreihe i. allg.
nicht auf ganz B(0, R) Lipschitz- stetig, denn die Lipschitzkonstanten auf B(0,r) sind von r
abhéingig.

Ein niitzliches Kriterium fiir die Stetigkeit ist der folgende Satz.

73
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Bf f

Abbildung 3.1: Stetigkeit einer Funktion f : R — R im Punkt a.

Abbildung 3.2: Stetigkeit einer Funktion f : C — C im Punkt a.
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Satz 3.1.3. Sei f: D — C eine Funktion. Dann gilt:
f ist stetig in a € D genau dann, falls fir jede Folge (x,,) mit , € D und lim z, = a folgt:
n—oo

T}Lngo flan) = f(a).

Bemerkung. Stetige Funktionen bilden also konvergente Folgen auf konvergente Folgen
ab.

Bewets.  “=": Seien f stetigina € D und x,, € D eine Folge mit lim xz, = a. Wir zeigen:
n—oo

li_>m f(zn) = f(a),dh.Ve>0 TngeN Vn>ng:|f(z,)— fla)] <e

n—oo

Sei € > 0. Da f stetig in a € D ist, existiert ein 6 > 0 mit f(B(a,0)ND) C B(f(a),€e). Wegen

lim x,, = a, gibt es ein ng, so dass x,, € B(a,9) fiir alle n > ny. Dann folgt: f(x,) € B(f(a),€)

n—oo

und somit |f(z,) — f(a)| < € fiir alle n > nyg.

“<": Angenommen f wire nicht stetig, d.h.

Je>0 V6>0 FzxeD:|z—a|l<d A |f(z)— f(a)] > e

Dann existiert fiir jedes n € N und § = % ein x, € D mit |z, —a| < % und |f(x,) — f(a)] > €.

Damit ist die Folge (z,,) konvergent mit lim xz, = a, aber die Folge f(x,) konvergiert nicht
n—oo

gegen f(a) im Widerpruch zur Voraussetzung. U

Funktionen f,g: D — C kann man addieren und multiplizieren. Dies fiihrt, wie der folgende
Satz zeigt, nicht aus der Klasse der stetigen Funktionen heraus.

Satz 3.1.4. Seixzg € D und f,g: D — R stetig in x9. Dann sind (f + g): D — C mit

(f+9)() := fz) + g(x)

sowie (f -g): D — C mit
(f-9)(@) = f(z) g(x)

wieder stetig in xo. Ist f(xg) # 0, so existiert & > 0, so dass f(x) # 0 fiir alle v € D' :=
B(xo,0) N D. AufSerdem ist %: D' — R mit

1 1
7 i@

stetig in g € D'.

Beweis. Der erste Teil folgt aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen. Denn ist (zy,)

Folge in D mit lim z, = =z, so ist lim f(x,) = f(z¢) und lim g(x,) = g(z¢). Damit
n—oo n—oo n—oo

erhalten wir

(f +9)(@n) = lim f(zn) + lim g(zn) = (f + g)(z0)

iy
und
lim (f-g)(zn) = lim f(zy)- lim g(zn) = (f - g)(zo)-

n—0o0

Ist f(xzg) # 0, so existiert ein € > 0 mit 0 ¢ B(f(xg),€). Wegen der Stetigkeit von f gibt
es ein § > 0 mit f(B(xp,d0) N D) C B(f(xo,e€). Insbesondere gilt: f(z) # 0 auf D’ und die

Stetigkeit in xg folgt wieder aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen. U
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Die Komposition stetiger Funktionen ist natiirlich auch wieder stetig.

Satz 3.1.5. Es seien Dy, Dy C C und f: D1 — Do sowie g: Dy — C Funktionen. Ist f stetig
in xy und g stetig in f(xo), so ist (go f): D1 — C stetig in xg.

Beweis.  Sei (x,) Folge in Dy mit li_>m x, = xo. Da f stetig in xz¢ ist, gilt: li_>m f(zy) =
f(zo). Aus der Stetigkeit von g in f(z¢) folgt:
lim (g0 f)(zn) = lim g(f(zn)) = g(f(z0)) = (9 f)(x0).

n—o0 n—oo

0

Bemerkung. Da, wie am Anfang des Abschnittes bemerkt, alle Potenzreihen auf ihrem
Konvergenzgebiet stetig sind, sind sowohl die Exponentialfunktion exp : C — C als auch die
trigonometrischen Funktionen cos : C — C und sin : C — C Beispiele fiir stetige Funktionen.
Wegen Satz 3.1.4 sind damit auch die in 2.6.14 definierten Funktionen tan : C\ {5 + k7 | k €
Z} — C bzw. cot : C\ {kn | k € Z} — C mit
sin(z)

tan(z) := cos(2)” bzw. cot(z) =

stetig.

3.2 Stetige reelle Funktionen auf Intervallen und der Zwischenwertsatz

Nun wollen wir uns mit reellen Funktionen beschiftigen, d.h mit Funktionen deren Defini-
tionsbereich und Wertebereich Teilmengen der reellen Zahlen sind. Insbesondere wollen wir
den Fall, dass der Definitionsbereich ein Intervall ist, untersuchen. Dabei sind Intervalle Teil-
mengen von R der folgenden Form. Ist a < b, so definiere

[a,b) ={r eR|a<xz<b} (kompaktes Intervall)
(a,b) ={zeR|a<z<b} (offenes Intervall)

(a,b) ={zeR|a<z<b}
(halboffene Intervalle)
[a,b) ={z €eR|a <z <b}

AuBerdem betrachten wir nicht beschrinkte (uneigentliche) Intervalle der Form:

(—o0,al ={z eR |z <a},(—o0,a) ={z e R |z <a},(—o0,+00) =R

sowie analog [a,+00) und (a,+o00). Die Intervalle [a,b], (—00,al, [a,+00) sowie (—oo, +00)
heiflen auch abgeschlossen. Die einzigen beschrinkten und abgeschlossenen Intervalle sind also
von der Form [a,b]. In der Definition von [a, b] lassen wir auch a = b zu.

Die folgende Charakterisierung von Intervallen ist niitzlich.

Satz 3.2.1. (Charakterisierung von Intervallen) Sei D C R. Dann ist D genau dann ein
Intervall, wenn fir alle x1,x2 € D mit x1 < x9 auch das Intervall [z, z2] in D enthalten ist.
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Beweis. Intervalle haben offensichtlich diese Eigenschaft. Sei nun umgekehrt D C R, so
dass fiir alle 1,29 € D mit 21 < x9 auch das Intervall [z1, 23] in D enthalten ist. Sei zunéchst
D beschrankt. Wir kénnen annehmen, dass D wenigstens 2 Elemente enthélt, denn sonst ist
D von der Form [a, a]. Wir zeigen:

(inf D,sup D) C D C [inf D, sup D|.

Da jede Menge mit dieser Eigenschaft ein Intervall ist, folgt die Behauptung fiir beschrinkte
Teilmengen von R. Zunéchst ist D C [inf D,sup D] immer erfiillt, denn inf D bzw. sup D
sind eine untere bzw. eine obere Schranke von D. Sei also = € (inf D, sup D) (nach Annahme
ist inf D # sup D). Dann ist y weder untere Schranke noch obere Schranke von D und es
existieren daher x1,z9 € D mit 27 < x < 3. Nach Voraussetzung an D ist daher = €
[a;l, xg] Cc D.

Sei D nicht nach oben, jedoch nach unten beschrinkt. Dann folgt mit analogen Argumenten:

(inf D,00) C D C [inf D, 00).

und D ist ein unbeschriinktes Intervall. Ahnliches gilt, falls D nicht nach unten, jedoch
nach oben beschrinkt ist. Ist D weder nach unten noch nach oben beschriankt, so ist D =
(—o00,00) = R. 0

Einer der wichtigsten Sétze iiber stetige reellen Funktionen ist der Zwischenwertsatz. Der
Zwischenwertsatz besagt: Eine stetige Funktion f: [a,b] — R nimmt alle Werte zwischen f(a)
und f(b) an.

Satz 3.2.2. (Zwischenwertsatz) Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann existiert zu
jeder Zahl y zwischen f(a) und f(b) ein c € [a,b] mit f(c) =y.

Beweis. Wir nehmen f(a) < f(b) an (sonst betrachte — f).
Wir zeigen: Fiir alle y € [f(a), f(b)] existiert ein ¢ € [a,b] mit f(c) =y. Sei f(a) <y < f(b).
Betrachte die Menge

M =A{z €la,0] | f(z) <y}

Da M beschréankt und nicht leer ist (a € M), gibt es ein ¢ € R mit ¢ = sup M.

Wir zeigen: ¢ € [a,b] und f(c) = y.

Trivialerweise ist a eine untere Schranke und b eine obere Schranke von M, also gilt ¢ € [a, b].
Da c¢ kleinste obere Schranke ist, existiert fiir jedes n € N ein a,, € M mit ¢ — % <a, <c
Damit definiert (a,,) eine konvergente Folge mit HILIEO a, = c. AuBerdem ist f(a,) < y und

wegen lim f(an) = f(c) folgt f(c) <.
Nach Annahme ist y < f(b) und damit ¢ # b. Betrachte eine konvergente Folge b, € (c, b] mit
lim b, = c. Da b, > cist b, ¢ M, also folgt f(b,) > y. Somit erhalten wir: y < li_>m f(by) =

n—0o0

f(e), also f(c) =y. U

Bemerkung.
Dieser Satz ist fiir nicht stetige Funktionen falsch. Betrachte z.B. die Funktion f: [—1,+1] —
R mit
f(w):{ 0, fir —-1<z<0
1, fir 0<zx<1

Diese Funktion ist im Nullpunkt nicht stetig. Der Zwischenwertsatz ist nicht erfiillt, denn der
Zwischenwert £ mit f(—1) < 3 < f(1) wird nicht angenommen.
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Wir wollen einige Folgerungen ableiten.

Korollar 3.2.3. Sei I ein beliebiges Intervall und f: I — R stetig. Dann ist f(I) ebenfalls
ein Intervall.

Beweis.  Seien yi1, y2 € f(I) mit y; <y und y € [y1,y2]. Seien z1,z9 € I mit f(z1) =91
sowie f(x2) = y2. Dann existiert wegen des Zwischenwertsatztes ein x € [z1, 23] (oder [z2, 1]
falls 9 < x1) mit f(x) =y. Da I ein Intervall ist, ist x € I und daher y € f(I). Wegen Satz
3.2.1 ist daher f(I) ebenfalls ein Intervall. U

Bemerkung. Offene Intervalle (a,b) miissen nicht unbedingt auf offene Intervalle ab-
gebildet werden, wie z.B. die Abbildung f : (—1,4+1) — R mit f(z) = 22 zeigt, denn
f((=1,41)) =[0,1). Hingegen ist das Bild kompakter Intervalle, wie der folgende Satz zeigt,
unter stetigen Funktionen wieder kompakt. Insbesondere werden Infimum und Supremum
angenommen. Genauer gilt:

Satz 3.2.4. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist das Intervall f([a,b]) C R kompakt. Insbeson-
dere existieren x 1, T, € [a,b] mit

f(xar) = sup f([a,b]) und f(zm) = inf f([a, b]).

und somit ist

Beweis.  Wir zeigen zunéchst: das Intervall f([a,b]) ist beschrinkt.
Ist f unbeschrénkt, so existiert zu jedem n € N ein z,, € [a, b] mit |f(xy)| > n. Da die Folge
(x,) beschrinkt ist, existiert wegen des Satzes von Bolzano-Weierstrafl 2.3.5 eine konvergente
Teilfolge xy(,y mit xg := lim () € [a,b].

n—o0
Da [f(zrn))| > |k(n)| > n unbeschrénkt ist, konvergiert f(zj(,)) nicht und somit ist f nicht
stetig in xg.
Nun sei s = sup f([a,b]). Dann existiert zu jedem n € N ein z,, € [a,b] mit s —1 < f(z,) < s.
Sei xy(,) konvergente Teilfolge von (z,,) so gilt:

nh—>I20 Ti(n) = To € [a,b] und f(z0) = nh_)rglo f(@rm)) = s.

Genauso folgt, dass das Infimum angenommen wird. U

Bemerkung.

(a) Das Supremum der Menge f([a,b]) ist damit ein Maximum, das Infimum von f([a, b])
ist ein Minimum. Man sagt auch: Stetige Funktionen nehmen auf kompakten Intervallen
ihr Maximum und Minimum an.

(b) Der Satz ist fiir unstetige Funktionen i.allg. falsch. Ein Beispiel hierfiir ist die Funktion
£:10,1] = R mit
0 fir z=0
f(a:)—{ 1 fir x>0
(c) Der Satz wird auch fiir stetige Funktionen falsch, wenn wir kompakte durch offene oder
beschriinkte Intervalle ersetzen. Betrachte z.B. die Funktion f: (0,1) — R mit f(z) = 2.
Dann ist f((0,1)) unbeschrénkt.
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Streng monotone Abbildungen sind injektiv. Fiir stetige Abbildungen auf Intervallen gilt auch
die Umkehrung.

Satz 3.2.5. Sei I C R ein Intervall und f: I — R stetig und injektiv. Dann ist f streng
monoton.

Beweis. Sei f injektiv aber weder streng monoton wachsend noch streng monoton fallend.
Dann existieren a,b,c,d € I mit a < b,c < d und f(a) < f(b) sowie f(c) > f(d).
Betrachte die Funktion g: [0,1] — R mit

9(t) = fla+t(c—a)) = f(b+t(d - b))

Diese Funktion ist wohldefiniert und stetig, denn a + t(c — a) € I sowie b+ t(d — b) € I sind
stetige Funktionen auf [0, 1].

Es gilt: g(0) = f(a) — f(b) <0 und g(1) = f(c) — f(d) > 0. Wegen des Zwischenwertsatzes
existiert ein ¢; € [0, 1] mit

0=yg(t) = flat+tlc—a) = f(b+t(d—b)).

Da f injektiv ist, folgt: a+t1(c—a) = b+t1(d—b) und damit a(1—t1)+t1c = b(1—t1)+t1d. Auf
der anderen Seite erhalten wir dann wegen @ < bund ¢ < d mit a(1—1#1)+t1c < b(1—1t1)+t1d
einen Widerspruch. U

In vielen Fillen ist die Umkehrfunktion einer stetigen Funktion stetig.

Satz 3.2.6. Sei I ein Intervall und f: I — R eine stetige streng monotone Abbildung. Dann
ist J = f(I) ein Intervall und die Umkehrfunktion f~': J — I ist stetig und von gleichem
Monotonietyp wie f.

Beweis. Da f stetig ist, ist J = f(I) wegen Korollar 3.2.3 ein Intervall. Sei f monoton
steigend (sonst betrachte — f), so ist die Umkehrabbildung f~!: J — I wegen der Bemerkung
nach Definition 1.3.3 ebenfalls monoton steigend.

Sei (yn,) € J eine konvergente Folge mit nll_)rgo yn = yo € J. Da (y,) € J als konvergente

Folge beschriinkt ist, existieren A = inf{y,, | n € N} und B = sup{y, | n € N} und es gilt:
yn € [A, B] fiir alle n € N. AuBerdem sind A, B € J, denn ist A & {y, | n € N} C J,soist A
HP der Folge (yn)nen, denn zu jedem € > 0 existiert wegen der Definition des Infimums ein
n € Nmit A < y, < A+ €. Dies impliziert: A = yy € J. Genauso folgt B € J und somit ist
[A,B] C J:
Sei f(a) = A, f(b) = B. Da f streng monoton steigend ist, ist a < b und mit dem Zwi-
schenwertsatz folgt f([a,b]) = [A, B]. Also ist f~'(y,) € [a, b] eine beschrinkte Folge und be-
sitzt somit eine konvergente Teilfolge. Wir zeigen nun, dass alle ihre konvergenten Teilfolgen
f~1(yo) als Grenzwert besitzen. Als beschriinkte Folge ist dann auch (f~!(y,)) konvergent.
Sei also a,, = f _l(yk(n)) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert a, so ist wegen der Stetigkeit
von f auch die Bildfolge (f(ay)) konvergent und es gilt:

fla) = lim f(an) = T yy(n) = Yo

n—oo

Da f injektiv ist, ist a = f~!(yo). Damit ist auch (f~!(y,)) konvergent und ILm I Yyn) =
o) O
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Bemerkung. Ist D C R eine beliebige Teilmenge und f: D — f(D) eine umkehrbare
stetige Abbildung, so mufl die Umkehrabbildung i. allg. nicht stetig sein. Die Abbildung
f:(—=00,0]U(1,00) — R mit

f(a:):{ T fir z<0

r—1 fir z>1

ist streng monoton steigend und stetig. Die Umkehrabbildung ist jedoch nicht stetig.

Aus den Resultaten dieses Abschnittes ergeben sich folgende Eigenschaften sowohl der reellen
Exponentialfunktion als auch der reellen trigonometrischen Funktionen.

Korollar 3.2.7. (a) Die Ezponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton steigend,
bijektiv und stetig. Daher existiert auch thre Umkehrfunktion

log: Ry — R.
Sie ist ebenfalls streng monoton steigend, bijektiv und stetig.

(b) Die trigonometrischen Funktionen cos : [0,7] — [=1,1] bzw. sin : [-F, §] — [-1,1] sind
streng monoton fallend bzw. streng monoton steigend. Beide Funktionen sind bijektiv
und stetig. Daher sind auch thre Umkehrfunktionen

T T

arccos : [—1,1] — [0,7]  bzw. arcsin:[-1,1] — [5, 5

]

sowohl streng monoton fallend bzw. streng monoton steigend als auch bijektiv und stetig.

(¢) Der Tangens tan : [, 5] — R ist streng monoton steigend, bijektiv und stetig. Insbe-
T T

sondere hat seine Umkehrfunktion arctan : R — (5, %) (Arcus Tangens) die gleichen
FEigenschaften.

Beweis.  Wie oben bemerkt, sind exp, cos, sin als auch tan stetige Funktionen. Thre Mo-

notonieeigenschaften wurden schon im letzten Kapitel bis auf den Tangens tan : [-5, 5] = R

bewiesen. Die Monotonie des Tangens folgt aus den entsprechenden Eigenschaften von Sinus
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und Cosinus. Die Surjektivitdt der betrachteten Funktionen folgt aus dem Zwischenwertsatz.
Betrachtet man z.B. exp : R — R, so existiert zuy € Rmity > 0einn € Nmity € [e™", e"].
Also folgt aus dem Zwischenwertsatz die Existenz von ¢ € [—n, n] mit exp ¢ = y. Die Aussagen
folgen damit alle aus Satz 3.2.6. U

Satz 3.2.8. (Polarkoordinaten) Jede komplexe Zahl z € C besitzt die Darstellung
2z =re'¥
mit v = |z| und ¢ € R. Ist z # 0 so ist ¢ bis auf ganzzahlige Vielfache von 21 eindeutig

bestimmdt.

Beweis. st z =0, so gilt z = 0e* fiir beliebiges . Ist z # 0, so ist z = rw mit r = |z| und
|w| = 1. Ist w = x + iy, so folgt 2? +y? = 1. Da = € [~1,+1], existiert a = arccos(z) € [0, 7].
Also ist €' = cos(a) +isin(a) =  £iy. Ist also sin(a) = y, so setze ¢ = a. Andernfalls setze

Y =—a.
Ist z = reft = re'¥2, so ist e/?17%2) = 1 und wegen Korollar 2.6.13 ist s — ¢ = 2k mit
keZ. U

Korollar 3.2.9. Die komplexe Exponentialfunktion
exp: C— C\ {0}
ist surjektiv.

Beweis. Ist z # 0, so existiert ein y € R mit z = |z[e?. Wegen der Bijektivitit der reellen
Exponentialfunktion existiert ein x € R mit €% = |z|. Also ist €T = e%e¥ = 2. U

3.3 Kompakte Mengen und stetige Funktionen

Wir haben die Niitzlichkeit der kompakten Intervalle schon gesehen. Wir wollen nun diesen
Begriff auf allgemeine Teilmengen in R oder C erweitern. Zunéchst bendtigen wir den Begriff
der Abgeschlossenheit.

Definition 3.3.1. Eine Teilmenge A C R oder A C C heifit abgeschlossen, falls jede konver-
gente Folge (ay) mit a, € A ihren Grenzwert in A hat.

Beispiele.
(1) Unter den Intervallen sind nur die Intervalle [a,b] und die unbeschriankten Intervalle
[a,00), (—o0,a] bzw. (—o0, 00) abgeschlossen.

(2) Z ist abgeschlossen.

(3) Die Menge Q ist nicht abgeschlossen, denn jede reelle Zahl ist Grenzwert einer Folge
rationaler Zahlen (dies sieht man z.B. mit Hilfe der Dezimalbruchentwicklung).

(4) Ist 290 € C und r > 0, so ist

B(z0,7) ={2€C| |z — 20| <71}
eine abgeschlossene Menge. Sie heif3t auch abgeschlossene Kreisscheibe. Die Abgeschlos-
senheit folgt aus der Stetigkeit der Abbildung f : C — R mit f(z) = |z—zp|. Allgemeiner
gilt:
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(5) Ist f: C — R eine beliebige stetige Abbildung, so ist fiir jedes a € R die Menge
A:={z€C]| f(z) <a}

abgeschlossen. Denn ist z, € A eine konvergente Folge mit Grenzwert w, so ist auch
f(2zn) eine konvergente Folge mit Grenzwert f(w). Insbesondere ist f(w) = lim,, o0 f(2n)
a und somit ist w € A.

Definition 3.3.2. Eine Teilmenge K C R oder K C C heifit kompakt, falls jede Folge in K
eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K besitzt.

Satz 3.3.3. Sei K C C (K C R). Dann gilt: K ist genau dann kompakt, falls K abgeschlossen
und beschrdankt ist.

Beweis.  Sei K abgeschlossen und beschréankt und (x,,) eine Folge in K. Da K beschrankt
ist, existiert wegen des Satzes von Bolzano-Weierstrafl 2.3.5 und 2.4.6 eine konvergente Teil-
folge zy(,) € K. Da K abgeschlossen ist, ist ihr Grenzwert in K.

Sei nun K kompakt, so ist K beschriankt, denn sonst existiert zu jedem n € N ein x,, € K
mit |x,| > n. Diese Folge besitzt aber dann keine konvergente Teilfolge im Widerspruch zur
Annahme. Die Menge K ist auch abgeschlossen, denn ist (z,) eine konvergente Folge mit
xn € K und Grenzwert a, so ist nach Definition der Kompaktheit a € K. U

Bemerkung. Das Supremum und Infimum einer kompakten Menge K C R gehoren zu
K. Denn es existieren Folgen (z,,) mit Grenzwerten sup K und inf K. Zum Beispiel existiert
nach Definition von sup K zu jedem n € N ein z,, € K mit sup K — % < x, <sup K. Also
besitzen kompakte Teilmengen von R ein Maximum und ein Minimum.

Satz 3.3.4. Sei K C C (K C R) eine kompakte Menge und f: K — C eine stetige Funktion.
Dann ist f(K) kompakt.

Beweis. Wir zeigen: jede Folge y, € f(K) hat eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert

in f(K).

Sei y, = f(zy), wobei x,, € K eine Folge in K definiert. Wegen der Kompaktheit von K besitzt

(z,,) eine konvergente Teilfolge xy(,) mit lim xy,) = x9 € K. Da f stetig, konvergiert auch
n—oo

die Folge f(2x(n)) = Yr(n) mit lim f(zp@m)) = f(z0) € f(K).

Korollar 3.3.5. Seien K C C (K C R) eine kompakte Menge und f: K — R eine stetige
Funktion. Dann nimmt f sein Mazimum und Minimum an, d.h. es gibt T, xp € K mit

f(zm) = min f(K) und f(xy) = max f(K).

Beweis. Da wegen Satz 3.3.4 die Menge f(K) C R kompakt ist, enthélt sie wegen obiger
Bemerkung ihr Minimum und Maximum. U

Satz 3.3.6. Sei K C C (K C R) eine kompakte Menge und f: K — C eine stetige injektive
Funktion. Dann besitzt f: K — f(K) eine stetige Umkehrfunktion f~1: f(K) — K.

Beweis. Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Satz 3.2.6. Sei (y,) eine konvergente
Folge in f(K) mit 1i_>m Yn = Yo. Wegen der Kompaktheit von K besitzt die Folge (f~!(y,))
n—,oo

eine konvergente Teilfolge. Wir zeigen, dass alle ihre konvergenten Teilfolgen f~!(yg) einen

<
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gemeinsamen Grenzwert besitzen. Dann ist die Folge (f~!(y,)) als beschriinkte Folge kon-
vergent. Ist nun x,, = ffl(yk(n)) eine konvergente Teilfolge, so folgt aus der Stetigkeit von

f
F(lim @) = lim f(za) = lm g =0 = £ (30)-

Da f injektiv ist, erhalten wir somit: lim x, = f~(yo). 0
n—oo

Als Anwendung von Korollar 3.3.5 beweisen wir nun den Fundamentalsatz der Algebra. Er
besagt, dass jedes Polynom vom Grade > 1 eine Nullstelle in C besitzt. Komplexe Polynome
vom Grade k > 0 sind Abbildungen mit p : C — C mit

p(2) = ap +ap_ 12"+ 4 ag

mit a; € C und ap # 0. Ist a; € R, so heifit die Abbildung p : R — R reelles Polynom. Der
Fundamentalsatz der Algebra lautet:

Satz 3.3.7. Jedes komplexe Polynom vom Grade > 1 hat eine Nullstelle.

Bemerkung. Dieser Satz ist natiirlich fiir reelle Polynome falsch. Betrachte zum Beispiel
das reelle Polynom p(z) = 2% + 1.

Zunéchst zeigt man, dass der Betrag eines Polynoms sein Minimum annimmt.

Lemma 3.3.8. Sei p ein Polynom. Dann existiert ein zy € C mit

p(20)| = inf{|p(z)| | z € C}.

Beweis. Zum Beweis dieser Aussage zeigt man die Existenz einer positiven Zahl r mit
Ip(2)| > p(0) fiir alle z € C \ B(0,r). Dann ist

inf{|p(2)| | = € C} = inf{|p(2)| | z € B(0,7)}.
Da z +— |p(z)| eine auf C stetige Abbildung definiert, nimmt diese Abbildung auf der kom-
pakten Menge B(0,r) ihr Infimum an. 0

Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.
Zum Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra zeigen wir nun: ist |p(29)| = inf{|p(2)| | z €
C}, so folgt p(zo) = 0. Angenommen p(zp) # 0. Betrachte dann das Polynom

1
q(w) = p(zo)p(zo + w).

Da ¢(0) = 1, aber ¢ nicht konstant ist, ist ¢ von der Form
Q(W) =1+ bkwk + bk+1wk+1 + ...+ bk+lwk+l,

wobei k € N, I € NU{0} und b, # 0. Wihle nun b € C mit b* = —i ( Dies ist moglich, denn

jede komplexe Zahl ist von der Form re’® mit r > 0. Hier ist die einzige Stelle, wo verwendet
wird, dass das betrachtete Polynom komplex ist). Dann ist §(w) = ¢(bw) von der Form

G(w) =1 — w* + wts(w)
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fiir ein weiteres Polynom s. Es existiert eine Zahl r > 0 mit |s(w)| < r fiir alle w € C mit
|w| < 1. Dann folgt fiir alle |w| < 1:

|G(w)] < 1= w| 4+ rjw |
Ist insbesondere ¢ € (0, 1] so folgt:
GO <1—th4rtPtt =1 —-tFQ—rt) <1
falls 7t < 1. Fiir ein solches t gilt daher:

p(zo + bt)

(0] = a0 = | "0

<

und somit erhalten wir mit |p(zo + bt)| < [p(z0)| einen Widerspruch zur Definition von zp.
Damit ist die Annahme p(zp) # 0 falsch. U

Als Anwendung erhélt man, dass komplexe Polynome sich in Linearfaktoren zerlegen lassen.

Lemma 3.3.9. Sei p ein Polynom vom Grade n > 1 mit
p(z) = anz" + an_12""1+ ... 4+ ao
und w € C eine Nullstelle von p. Dann existiert ein Polynom q vom Grade n — 1 mit
p(z) = (2 —w)q(2).

Beweis. Schreibe wie im Beweis von Satz 2.7.9:

(z —w) (2" 4 22w 4 B 4 wb ) = 2R —wf
es folgt:
n n
p(z) — p(w) = Z ap(2F —wh) = (z —w) - Z ap(ZPV PP 4 R P
k=1 k=1

Da w eine Nullstelle von p ist, folgt

p(2) = (2 —w)q(2)

n
mit q(z) == 3 ap(2F 7t + 2572w 4+ 2w 4wk, 0
k=1

Zusammen mit dem Fundamentalsatz der Algebra erhalten wir.

Satz 3.3.10. (Zerlegung in Linearfaktoren)
Sei p ein komplexes Polynom vom Grade n > 1 . Dann existieren m < n verschiedene
Nullstellen z1, ...,z mit

p(z) = c(z — zl)kl (z — 22)1” oo (2 zm)km

mit ki € Nund ki +ko+...+kyn =n und c # 0. Dabei heifst k; die Vielfachheit der Nullstelle

Zi.
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3.4 Stetige Fortsetzbarkeit und Grenzwerte von Funktionen

Sei f: D — C eine stetige Funktion und a € C\ D. Existiert eine stetige Funktion g :
DU {a} — R mit g(x) = f(z) Vo € D?

Definition 3.4.1. Sei A C C und a € C. Dann heifit a Berihrpunkt von A, falls fiir jedes
e > 0 gilt: B(a,e) N A # 0.

Bemerkungen.

1. a € C ist genau dann ein Beriihrpunkt von A, falls eine Folge a,, € A existiert mit

lim = a. Denn ist a € C, so existiert zu jedem € = 1 mit n € N ein a, € B(a, 2) N A.
n—oo
Die Folge (a,) konvergiert dann gegen a. Ist umgekehrt eine Folge in A mit Grenzwert

a € C gegeben, so ist fiir jedes € > 0 die Menge B(a,€) N A nicht leer.

2. Jeder Punkt von A ist Beriihrpunkt. Beriihrpunkte von A miissen nicht zu A gehdoren.
Fiir A= (0,1) oder A= {2 | n € N} ist 0 Berithrpunkt, der nicht zu M gehort.

3. Ist A C C, so heifit
A :={z| z ist Beriihrpunkt von A}

abgeschlossene Hiille von A. Die Menge A ist abgeschlossen und enthélt A . Sie ist sogar
die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthélt, d.h. jede abeschlossene Menge, die A
enthilt, enthilt auch A. Insbesondere ist A genau dann abgeschlossen, falls A mit ihrer
abgeschlossenen Hiille A iibereinstimmt, d.h. wenn A alle ihre Beriihrpunkte enthiilt.

4. Sei f: D — C eine stetige Funktion und a € C\ D. Ist a kein Beriihrpunkt von D, d.h.
existiert ein 6 > 0 mit B(a,d) N D = (. Dann ist jede Fortsetzung g: DU {a} — C von
f auf die Menge D U {a} stetig, d.h. fiir jedes b € C ist

g(:c):{f(x) fir xe€D

b fir z=a

stetig. Denn fiir jedes € > 0 folgt

9(B(a,6) N (D U{a})) = {g(a)} = {b} C B(b,e),

falls B(a,d) N D = 0.
Ist dagegen a ein Berithrpunkt von D, so existiert i. allg. keine stetige Fortsetzung. Als
Beispiel betrachte die Funktion

FR\{O} R mit f(z) = %

Diese Funktion ist nicht stetig auf R fortsetzbar. Denn wire g: R — R eine Fortsetzung,
so ware ¢([0, 1]) beschrénkt.

Ist a € C\ D Berithrpunkt von f: D — C, so existiert, wie der folgende Satz zeigt, hochstens
eine stetige Fortsetzung von f.

Satz 3.4.2. Es sei f: D — C stetig und a € C\ D Berihrpunkt von D. Existiert eine stetige
Fortsetzung g: D U{a} — C, so ist sie eindeutig bestimmit.
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Beweis. Es seien g,¢': DU {a} — C zwei stetige Fortsetzungen. Dann ist die Funktion
h:=g—g¢:DU{a} — C stetig mit

0 fir xze€D
h(x)_{c fir z=a

und ¢ = g(a) — ¢’'(a). Da h stetig in a ist, existiert fiir jedes € > 0 ein § > 0 mit

h(B(a,d6) N D)Ua) C B(c,e).
Sei x € B(a,0) N D, so ist h(x) = 0 € B(c,€). Dies impliziert fiir alle € > 0: |¢| = |c — 0] < e.
Insbesondere ist ¢ = 0. 0

In engem Zusammenhang mit der Stetigkeit und stetigen Fortsetzbarkeit steht der folgende
Begriff.

Definition 3.4.3. Sei f: D — C und a Beriihrpunkt von D. Die Zahl b € C heifit Grenzwert
von f in a, falls fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert mit f(B(a,d)ND) C B(b,€). Wir schreiben

lim f(2) = b,
zeD

falls b der Grenzwert von f in a ist.
Bemerkungen.

(a) Ist a € D, so ist b= f(a), denn f(a) € B(b, ) fiir alle € > 0. Dann ist lim f(z) = f(a)
zeD
dquivalent zur Stetigkeit von f in a.

Ist a Beriihrpunkt von D der nicht zu D gehort, so ist %13}1 f(x) = b dquivalent dazu,

€D
dass die Funktion ¢g: D U {a} — C mit

g(:c):{f(x) fir xz€eD

b fir xz=a
stetig in a ist. Insbesondere lésst sich f stetig in a fortsetzen.

(b) Wenn klar ist, auf welchen Definitionsbereich der Grenzwert einer Funktion sich bezieht,
so schreiben wir auch ilg}l f(x) statt %15:})1 f(x).
x

Grenzwerte von Funktionen lassen sich auch mit Hilfe von Folgen charakterisieren.

Satz 3.4.4. Sei f: D — C eine Funktion und a Beriihrpunkt von D. Dann gilt:

%15% f(x) = b < fiir alle Folgen x,, € D und li_>m Ty = a folgt: li_>m f(xy) =b.

Beweis. Dies ist eine Konsequenz aus dem Folgenkriterium fiir stetige Funktionen (siehe
Satz 3.1.4). 0
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Beispiel. Sei D =Ry \ {1} und f(x) = Vel g gilt: lim1 Va1 _ 1 denn
z—

1
r—1 z—1 2

VE-l_(Ji-D/E+D) 1

z-1  (@-1(z+1) Jz+l

stetige Fortsetzung von f.

1
Va1

Aus Satz 3.1.4 fiir stetige Funktionen ergeben sich folgende Rechenregeln fiir Grenzwerte von
Funktionen.

Insbesondere ist g(x) =

Satz 3.4.5. (Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen)
Seien f: D — C und g : D — C Funktionen. Sei a Berihrpunkt von D und nehme an, dass
die Grenzwerte

lim f(x) und lim g(x)
zeD zeD

existieren. Dann gilt:

(a) Die Summe (f +g): D — C hat einen Grenzwert in a mit

lim (f +¢)(2) = lim f(x) + lim g(2).
zeD zeD zeD

(b) Das Produkt (fg) : D — C hat einen Grenzwert in a mit

lim (£9)(z) = (;iggf(x)) (;ig}lg(w)>

zeD zeD zeD

(c) Ist %1_r>rég(m) # 0, so existiert ein § > 0 mit g(x) # 0 fir alle x € B(a,) N D = D’.

€D
Dann hat der Quotient <§) : D' — C einen Grenzwert in a mit
lim f(z)
. f zeD’
(5 ) @) = m
zeD’ 9 r—a g
zeD’

Wir wollen noch ein Kriterium fiir die Existenz des Grenzwertes einer Funktion angeben,
das nicht die Kenntnis des Grenzwertes verlangt. Es beruht auf dem Cauchy-Kriterium fiir
Folgen.

Satz 3.4.6. Sei f: D — C eine Funktion und a € D ein Berihrpunkt. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f hat in a einen Grenzwert.

(2) Ve>0 306 >0 mit|f(x)— fly)| <e firalle z,y € B(a,d) N D.
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Beweis.  Es gelte (1), d.h. f habe in a den Grenzwert b. Sei € > 0, so existiert ein § > 0
mit f(B(a,d) N D) C B(b,€/2).
Sind z,y € B(a,d) N D, so folgt:

[f(@) = fW) < [f(2) =b+b—fly)| < |f(z) =b[+[f(y) — bl <e

Sei nun (2) erfiillt und (z,,) eine Folge mit x,, € D und lim z, = a.
n—oo

Dann definiert f(z,) eine Cauchyfolge, denn ist € > 0, so betrachte § > 0 wie in (2). Da (z,,)

gegen a konvergiert, existiert ein ng € N mit x,, € B(a,0) N D fiir n > ng. Aus (2) folgt:

|f(zn) — f(xm)| < € fiir n,m > ng. Da Cauchyfolgen konvergieren, existiert lim f(z,) = b.
n—oo

Der Grenzwert b hingt nicht von der Wahl der Folge z;,, ab. Denn ist ] eine andere Fol-

ge mit lim 2}, = a, so ist x1,2], 29,2, ... eine Folge mit Grenzwert a. Insbesondere ist
n—oo

f(x1), f(2)), f(x2), f(25), ... eine Cauchyfolge. Da diese Folge konvergiert, konvergieren auch
die Teilfolgen (f(xy)) und (f(z),)) und haben den gleichen Grenzwert b. Wegen obiger Be-
merkung ist b der Grenzwert von f in a. 0

Nun kénnen wir ein Kriterium fiir die stetige Fortsetzbarkeit einer stetigen Funktion f :
D — R auf die abgeschlossene Hiille D angeben. Dazu brauchen wir noch den Begriff der
gleichméfligen Stetigkeit.

Definition 3.4.7. Eine Funktion f: D — R heifit gleichmdifig stetig, falls zu jedem € > 0
ein § > 0 existiert, so dass fiir alle x,y € D gilt:

[z -yl <d=|f(z) - fly)l <e

Bemerkung. Gleichmiflig stetige Funktionen sind stetig, denn hélt man y = a fest, so
ergibt sich aus Definition 3.1.1 die Stetigkeit im Punkte a. Aus der Stetigkeit folgt hingegen
nicht die gleichméfige Stetigkeit. Dies liegt daran, dass in der Definition der Stetigkeit von f
in a € D, die positive Zahl ¢ i. allg. von a abhéingt.

Beispiel.

(1) Sei D = (0,1] und f(z) = 1. Dann ist f stetig, aber nicht gleichméBig stetig. Eine
Funktion f: D — R ist nicht gleichméfig stetig, falls es ein € > 0 gibt, so dass fiir jedes
9 > 0 Zahlen z,y € D mit |x —y| < d und |f(x) — f(y)| > € existieren. Betrachte nun

[f(z) = fy)| =

1 1 |y—=
oyl oy
Sei<5>0,sowéihlex:%<5undy:2x.Dannfolgt: \x—y\:%<6und

ly—z| = 1

>

oS
DO | =

Ty 222 2z
Also ist f nicht gleichmifig stetig.

(2) Hingegen sind Lipschitz-stetige Funktionen f : D — C gleichmiflig stetig, denn ist
|f(z) = f(y)| < Lz — y|, und € > 0, so wihle § = .
Ist [z —y| <6 = f,s0ist |f(x) — f(y)] <e

Satz 3.4.8. Ist f: D — C eine gleichmdfSig stetige Funktion, so existiert eine stetige Fort-
setzung auf die abgeschlossene Hiille D.
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Beweis. Seia € D, d.h. es sei a Berithrpunkt von D. Wegen der gleichmiBigen Stetigkeit
existiert fiir jedes € > 0 ein 0 > 0 mit |f(x) — f(y)| <e¢, falls z,y € D und |z — y| < 0.

Aus Satz 3.4.6 folgt, dass f einen Grenzwert in a besitzt. Mit Satz 3.4.4 erhalten wir dann,
dass sich f stetig nach a fortsetzen 1aft. U

Bemerkung. Es ist einfach zu zeigen, dass die stetige Fortsetzung ebenfalls gleichméfig
stetig ist.

Wir haben gesehen, dass stetige Abbildungen i. allg. nicht gleichméfig stetig sind. Steti-
ge Funktionen auf kompakten Mengen hingegen sind, wie der folgende Satz zeigt, immer
gleichméfig stetig.

Satz 3.4.9. Sei K C C kompakt und f: K — C stetig. Dann ist f auch gleichmdfig stetig.

Beweis.  Wir beweisen dies indirekt, d.h. wir zeigen: Ist f nicht gleichmé&Big stetig, so ist f
nicht stetig. Sei f nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es ein € > 0, so dass fiir jedes n € N und
§ = 1 Zahlen z,,, y,, € K mit |2, —yp| < L und |f(2n) — f(yn)| > € existieren. Da K kompakt
ist, besitzt x,, eine konvergente Teilfolge zy,,) mit nll_}ngo Ty(n) = @ € K. Dann konvergiert aber

auch die Teilfolge yy,) mit lim yu(,) = a.
k—o0

Da |f(2k(n)) — f(Ukn))| = €, konnen nicht die beiden Folgen (f(wy(ny)) und (f(yr(n))) gegen
f(a) konvergieren. Dann ist f aber nicht stetig in a € K. U

Seien f : D — C und a Beriihrpunkt einer Teilmenge D’ C D. Dann kann natiirlich der
Grenzwert

lim f(x)

zeD’

exitieren ohne dass der Grenzwert

lim f(x)

r—a
zeD

existiert. Ein Beispiel hierfiir ist die Funktion (Heaviside-Funktion) f : R — R mit
0 fir x<0

ﬂ@:{1fm x>0

0ist in R_ := {x € R | 2 < 0}. Der Grenzwert ili% f(z) existiert und ist 0 wahrend der
rzeR_
Grenzwert lim f(z) nicht existiert.
TR
Definition 3.4.10. (Finseitige Grenzwerte)
Sei D C Rund f: D — C eine Funktion. Sei a ein Berithrpunkt von D~ := DN (—o00, a) bzw.
von DT := DN (a,c0). Dann sagt man, dass der linksseitige bzw. rechtsseitige Grenzwert
existiert, falls der Grenzwert
li, f(@) baw. Jim, f(@)

xeD~ xeDt

existiert. Fiir den linksseitigen Grenzwert bzw. rechtsseitigen Grenzwert schreibt man auch
lim f(z) = f(a—) bzw. lim f(z)= f(ay).
za z\a

Gehort a zu D, so heifit f in a linksseitig stetig (rechtsseitig stetig), falls der linksseitige
Grenzwert existiert und f(a) = f(a—) (f(a) = f(ay)) gilt.

Beispiel. Die Heaviside-Funktion ist in 0 linksseitig aber nicht rechtsseitig stetig.
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3.5 Uneigentliche Grenzwerte

Fiir gewissen Anwendungen ist es niitzlich den Grenzwertbegriff zu verallgemeinern. Wir
betrachten dabei nur Funktionen, deren Definitionsbereich Teilmenge der reellen Zahlen ist.
Zunichst wollen wir den Grenzwert einer Funktion in oo erkldren.

Definition 3.5.1. Sei f : D — C eine Funkion mit nach oben unbeschrénktem Definitions-
bereich D C C. Dann heif3t b € C der Grenzwert von f in oo, falls fiir alle € > 0 eine Zahl
N € R existiert mit

|f(z) —b| < e furallex € Dundz > N.

Existiert dieser Grenzwert, so schreibt man b = lim f(z) oder auch f(x) — b fiir + — oc.
—

Ist D nicht nach unten beschriankt, so heifit b € J(CC (Tér Grenzwert von [ in —oo, falls fiir alle
€ > 0 eine Zahl N € R gibt mit

|f(x) —b] < e firallex € Dmitz < N.

Falls der Grenzwert existiert, schreibt man b = lim f(z) oder auch f(z) — b fiir x — —oc0.
T—r—00
Bemerkung. Diese Definition erweitert den Begriff des Grenzwertes einer Folge (siche

Definition 2.1.3), denn eine Folge (an)ne(n) ist nichts anderes als eine Funktion a : N — C
mit a(n) = a,. Die Folge (a,)nen konvergiert genau dann gegen b, wenn der Grenzwert der
Funktion a : N — C in oo existiert und mit b iibereinstimmt.

Beispiele.

1. Betrachte die Funktion f : Ry — R mit f(z) = % Dann existiert zu jedem € > 0 ein
N € R mit |+ < € (siehe Satz 2.1.5). Also ist auch |f(z)| < € fiir z > N und somit

folgt 0 = lim f(x).
T—00

2. Betrachte die Funktion f: Ry — R mit f(z) = v + 1 — /. Dann gilt 0 = lim f(x),
T—>00

denn
1

1
< :
Vr+1l+yz 2z

Ist € > 0 gegeben, so definiere N := ﬁ. Dann gilt fiir alle x > N:

@) = Ve F1- =

1 1

|f($)|<ﬁ<m

— €.

Bemerkung. Die in Satz 3.4.5 formulierten Rechenregeln iibertragen sich auf fiir Gren-
werte von Funktionen in co.

Nun wollen wir noch definieren, was wir unter dem “Konvergieren” einer Funktion gegen
unendlich verstehen wollen. Um diese Begriffsbildung von dem Begriff der Konvergenz ge-
gen reelle oder komplexe Zahlen abzugrenzen, werden wir von uneigentlichen Grenzwerten
sprechen.
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Definition 3.5.2. Seien D C R und a ein Beriihrpunkt von R. Sei f : D — R eine Funkion,
so sagen wir, dass f in a den wuneigentlichen Grenzwert oo (—o0) besitzt, falls zu jedem F € R
ein 9 > 0 existiert mit

f)>E (f(z) <E)

fiir alle x € B(a,0) N D. Wir schreiben im Falle der Existenz des uneigentlichen Grenzwertes:

lim f(z) =00 (lim f(x) = —o0).

r—a Tr—a

Ist D C R nicht nach oben beschréinkt, so sagen wir, dass f in oo den uneigentlichen Grenzwert
00 (—00) besitzt, falls zu jedem E € R ein N existiert mit

fx) > E (f(z) < E)

fir alle x > N. Im Falle der Existenz des Grenzwertes schreiben wir dann

lim f(z) =00 (lim f(x)=—00).

T—00 T—r00

Entsprechendes lésst sich formulieren, wenn D C R nicht nach unten beschrankt ist.

Beispiel. Ist f: R — R eine monoton steigende und nicht nach oben beschrinkte Funkti-
on, so besitzt f einen uneigentlichen Grenzwert in oo und es gilt:

lim f(z) = oco.

T—00
Denn ist E € R, so existiert (da f unbeschrénkt ist) ein N € R mit f(N) > E. Da f monoton
steigend ist, ist somit f(x) > E fiir > N. Ist f nicht nach unten beschrinkt, so folgt

genauso:
lim f(z) = —oc.

T—r—00
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Kapitel 4

Differentialrechnung

4.1 Differenzierbarkeit von Funktionen

Im folgenden sei der Definitionsbereich der betrachteten Funktionen, falls nichts Anderes
gesagt wird, immer eine Teilmenge der reellen Zahlen. Sei f: D — R eine Funktion und
a € D sei Beriihrpunkt von D \ {a} (solche Punkte werden auch Hdiufungspunkte von D
genannt. Ist D ein Intervall oder eine offene Menge, so ist jedes x € D auch Haufungspunkt).
Die Funktion ¢: D \ {a} — R mit

heifit Differenzenquotient von f in a. Der Differenzenquotient beschreibt fiir jedes x € D die
Steigung der Geraden durch f(a) und f(x) (s. Abb. 4.1). L&t sich nun der Differenzenquotient
stetig nach a fortsetzen, so nennen wir f in a differenzierbar.

Definition 4.1.1. Sei f: D — R eine Funktion und a € D Haufungspunkt von D. f heifit
genau dann in a differenzierbar, falls

SVEE
zeD\{a} r—a

existiert. Die Zahl m heifit die Ableitung von f in a. Man schreibt: f/(a) := m. Ist jeder
Punkt a € D H#éufungspunkt von D und ist f differenzierbar fiir alle a € D, so heifit f
differenzierbar.

Bemerkungen.

(1) Die Funktion f: D — R ist also genau dann differenzierbar in a € D, falls sich der
f(@)—f(a)

~—— stetig nach a fortsetzen lédsst, d.h. es existiert ein

Differenzenquotient ¢(x) =
m € R, so dass

Q) = { q(z) firz e D\ {a}

m firz=a

stetig in a ist. Geometrisch beschreibt der Wert m die Steigung der Funktion f im
Punkte a. Die Zahl m ist, falls sie existiert, wegen Satz 3.4.2 eindeutig definiert, denn
a ist Berithrpunkt von D \ {a}.

93
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f(x) T
f(x) - f(a)
f(a) T

Abbildung 4.1: Graphische Darstellung des Differenzenquotienten

(2) Die Funktion f ist genau dann in a differenzierbar, falls fiir jede konvergente Folge x,, €
D\ {a} mit li_>m x, = a auch die Folge ¢(x,) konvergiert. Diese Bedingung impliziert,
n oo
dass der Grenzwert der Folge g(x,) nicht von der Wahl der gegen a konvergierenden
Folge x,, € D abhéngt.

Beispiel.
(1) Betrachte f: R — R mit f(z) = 2" und n € N. Sei a € R und ¢: R\ {a} — R mit
z)— f(a
oy = ) = f@)
r—a

der Differenzenquotient von f in a. Dann folgt:

no_ qn

q(z) = =2 " a2 3+ 4 a
r—a

Insbesondere lisst sich die Funktion g stetig nach a fortsetzen mit lim q(x) = n a" ! =

f/(a). r—a
(2) Betrachte die Exponentialfunktion
=k 1 2 2l

exp(z) = i —|—£L'—{—§—|—§—|—....
k=0

(a) Diese Funktion ist in 0 differenzierbar, denn fiir x # 0 gilt:

2 3
exp(z) —1 T+ 5 +%5+... r  x?
q(z) = - = 2 333' :1+5+§+...::Q($).

Insbesondere stellt Q(x) eine Potenzreihe dar, die fiir jedes x € R konvergiert. Da
Potenzreihen stetig sind, folgt: lir% q(z) = lir% Q(z) = Q(0) = 1, d.h. exp’(0) =
Tr—r T—

1 = exp(0).
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(b) Ist a € R beliebig, so betrachte fiir  # a

oz) = exp(x) — exp(a)‘

Fiir x = a + h gilt:

exp(a + h) — exp(a)
h

_ exp(a) - exp}(lh) —exp(a) _ expla)

gla+h) =

exp(h) — 1
—

Somit ergibt sich lim ¢(x) = lim ¢(a + h) = exp(a), d.h. exp’(a) = exp(a).
Tz—a h—0

(3) Betrachte die Sinusfunktion sin : R — R, die definiert durch die Potenzreihe ist:

Aus Satz 2.6.9 folgt

sin(z) — sin(a) = 2 cos (T) sin <x S a) :

Damit folgt fiir x # a

q(z) =

i) ~snle) _ g (210) 05

T —a
AuBerdem gilt fiir h € (—4,4) wegen Satz 2.6.9:
sin(h) = h + R3(h)

mit |R3(h)| < “;)—l,g Also ist

und somit

T—a (IT)

Da der Cosinus stetig ist, folgt aus den Rechenregeln fiir die Grenzwerte von Funktionen:

sin’(a) = lim sin(z) = sin(a) = lim cos <x—;—a> = cos(a)

T—a r—a T—a

cos(z) — cos(a) = —2sin (T) sin <$ ; a)

schlieft man mit anlogen Argumenten

Wegen

cos'(a) = Tim cos(z) — cos(a)

lim P = —sin(a).
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Differenzierbare Funktionen lassen sich dadurch kennzeichnen, dass sie sich gut durch affin
lineare Funktionen approximieren lassen.

Satz 4.1.2. Sei f: D — R eine Funktion und a € D ein Hdufungspunkt. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) f ist differenzierbar in a.

(2) Es existieren eine Zahl m € R und eine in a stetige Funktion r: D — R mit r(a) = 0,
so dass

f(z) = f(a) + m(z —a) + r(x)(z — a).

Beweis.  Sei q(x) = [@)=1@) qer Differenzenquotient von f in a. Nach Definition 4.1.1 ist

r—a
die Funktion f: D — R genau dann in a differenzierbar, falls ¢ sich in x = a stetig fortsetzen

ldsst, d.h. falls ein m € R existiert, so dass

[ q(z) firz+#a
Q(x)_{m firz =a

stetig ist. Fiir « # a betrachte:
f(x) — fa) —m(z —a)

Tr—a

=q(x) —m =:r(x).

Ist f differenzierbar in a, so ist somit r in a stetig fortsetzbar mit r(a) = Q(a) — m = 0.
Damit ist (2) erfillt.

Ist umgekehrt (2) erfiillt, so ist r(x) = q(x) — m stetig in a fortsetzbar, und somit ist auch ¢
stetig in a fortsetzbar. U

Bemerkung. Sei a € D ein Hiufungspunkt von D und f,g : D — R Funktionen. Wir
sagen “f und g stimmen in a in 1. Ordnung tberein”; falls

f(@) —g(x) = r(z)(z - a),

wobei 7: D — R eine in a stetige Funktion mit r(a) = 0 ist. Damit lésst sich Satz 4.1.2 auch
so formulieren: f ist in a € D genau dann differenzierbar, falls eine affin lineare Abbildung
T:R — R mit T'(z) = f(a) + m(x — a) existiert, die mit f in a in 1. Ordnung tibereinstimmt.
Die eindeutig bestimmte Abbildung T heifit auch Tangente.

Eine in a differenzierbare Funktion ist natiirlich auch in a stetig.

Satz 4.1.3. Sei a ein Haufungspunkt von D und f: D — R in a differenzierbar. Dann ist f
in a stetig.

Beweis. Ist f in a differenzierbar, so existiert wegen Satz 4.1.2 ein m € R und eine in a
stetige Funktion 7: D — R mit r(a) = 0 und f(z) = f(a) + m(x — a) + r(z)(x — a). Da die
rechte Seite in a stetig ist, ist auch f in a stetig. U

Bemerkung. Umgekehrt sind stetige Funktionen im allgemeinen nicht differenzierbar. Ein
Beispiel hierfiir ist die Funktion f: R — R mit f(z) = |z|. Diese Funktion ist stetig, aber
nicht differenzierbar in 0. Der Differenzenquotient

q(ﬂf)z”r':{ 1, >0

T -1, z<0
ist nicht in 0 stetig fortsetzbar.
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4.2 Geschwindigkeit und Beschleunigung von Kurven im R"

Um die Bewegung eines Teilchens (eines Systems von Teilchen) beschreiben zu kénnen, ist
der Begriff der Kurve im n-dimensionalen Vektorraum

R":={z = (x1,...2y) | z; € R}

von fundamentaler Bedeutung. Die Elemente des R™ nennt man Vektoren. Auf R™ ist eine
Addition und eine Multiplikation mit reellen Zahlen (skalare Multiplikation) erklart. Sind
x=(x1,...,2n),y = (Y1,...,Yn) zwei Vektoren und X\ € R ein Skalar, so definiere = + y und
Az durch

r+y=(z1, ... xn) + W1,y Yn) == (@1 + Y1, -, Tn + Yn)
und
Ar = ANT1,. .., %p) = (AZ1 ..., Axy).

Definition 4.2.1. Sei ¢: D — R"” eine Abbildung, wobei D eine Teilmenge von R ist. Ist

c(t) = (e1(t), ..., cn(t))

so heiflen fiir jedes i € {1,...,n} die Funktionen ¢; : D — R die Komponentenfunktionen von
c. Sei a € R ein Beriihrpunkt von D, so sagt man, dass der Grenzwert von c¢ in a existiert,
falls fiir jedes i € {1,...,n} der Grenzwert von ¢; : D — R existiert. Wir schreiben dann:

lim ¢(t) = (lim ¢ (2), ... ,%im cn(t)).

t—a t—a —a
Ist @ € D und existiert %im c(t) = c(a), so heifit ¢ stetig in a.
—a
Im Falle, dass D = I ein Intervall ist, heifit ¢ : I — R” eine Kurve. In diesem Falle ist jedes
Element a € I ein Beriihrpunkt.

Bemerkungen.

(a) Eine Abbildung ¢ : D — R ist genau dann stetig in a, falls alle ihre Komponentenfunk-
tionen in a stetig sind.

(b) Da C sich mit R? identifizieren lisst, kann man eine Abbildung ¢ : I — C mit I C R
auch als Kurve in R? auffassen.

(c) Beschreibt ¢ : I — R™ die Bewegung eines Teilchens (oder mehrerer Teilchen) im R™,
so beschreibt ¢(t) den Punkt, in dem sich das Teilchen zum Zeitpunkt ¢t € D befindet.

Nun ldsst sich der Begriff des Differenzenquotienten und der Ableitung unmittelbar auf Kur-
ven iibertragen.

Definition 4.2.2. Sei D eine Teilmenge von R und a € R ein Haufungspunkt von D. Ist
c¢: D — R™ eine Abbildung, so heifit

MR

Differenzenquotient von c in a. Wir sagen, dass die Abbildung ¢: D — R in a differenzierbar
ist, falls der Grenzwert von ¢ in a existiert. Wir schreiben dann:

d(a) := lim q(t).

t—a
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Bemerkungen.

(a) Nach Definition ist die Abbildung ¢ : D — R"™ genau dann differenzierbar, falls ihre
Komponentenfunktionen differenzierbar sind. Im Falle der Differenzierbarkeit gilt:

d(a) = (ci(a),..., cp(a)).

(b) Seic: I — R™ eine differenzierbare Kurve, die die Bewegung eines Teilchens beschreibt.
Dann definiert der Vektor ¢/(a) die Geschwindigkeit des Teilchens ( Geschwindigkeitsvek-
tor) zum Zeitpunkt a. Ist ¢/(a) # 0, so lisst sich ¢/(a) als Tangentialvektor an die Kurve
im Punkte c(a) interpretieren. Es ist manchmal i{iblich, ¢(a) statt ¢/(a) zu schreiben.

(c) Uber die Anderung der Geschwindigkeit wird die Beschleunigung eines Teilchens defi-
niert. Fiir ihre Definition benétigt man die Existenz der Ableitung der Kurve ¢ : I — R"™
fiir jedes @ € I. Dann definiert die Ableitung ¢/(¢) wieder eine Kurve ¢ : I — R™. Die
Kurve ¢’ : I — R"™ heifit auch Geschwindigkeitsfeld von c. Ist diese Kurve in a differen-
zierbar, so heif}t

die Beschleunigung von c in a.

Da die Analysis der Kurven auf die Analysis ihrer Komponentenfunktionen zuriickgefiihrt
werden kann, wenden wir uns jetzt wieder reellwertigen Funktion zu.

4.3 Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen

Satz 4.3.1. Seien a € D ein Hiufungspunkt von D und f,g: D — R in a differenzierbar.
Dann sind auch f+ g, f g und % (falls f(a) #0) in a differenzierbar und es gilt:

(1) (f +9)(@) = (@) +g'(a).
2) (F-9)(@) = f'(a) - 9(a) +9'(@)- f(a).
(3) (})'(@) = ).

Beweis. Da f und g in a differenzierbar sind, existieren in a stetige Funktionen f1, g :
D — R (némlich die stetigen Fortsetzungen der Differenzenquotienten von f und g), mit

f(@) = f(a) + fi(z)(z - a)

und
9(x) = g(a) + g1(z)(z — a).
Insbesondere ist f/(a) = f1(a) und ¢'(a) = g1(a). Dann gilt:
(1)
f(x) +g(x) = fa) + g(a) + (f1(z) + g1(2))(x — a).

Also besitzt der Differenzenquotient von f + g in a die stetige Fortsetzung Q(z) :=
fi(z) + g1(x) und somit ist f + g in a differenzierbar mit

(f +9)'(a) = Q(a) = fi(a) + g1(a).
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(2)

f(@) - g(z) = fla) g(a) + f(a)g1(2)(z — a) + fi(z)(z — a)g(a)
+ fi(z)g1(x)(z — a)? (4.1)
= f(a) g(a) + (f(a)g1(z) + fi(x)g(a) + fi(2) g1()(z — a)) (z — a).

Also besitzt der Differenzenquotient von f - ¢ in a die stetige Fortsetzung Q(x) :=
f(a)gi(a) + fi(a)g(a) + fi(x)g1(z)(z — a) und somit ist f - g in a differenzierbar mit

(f - 9)(a) = Q(a) = f(a)g1(a) + fi(a) g(a) = f(a)g'(a) + f'(a) g(a).

(3) Da f(a) # 0 ist, existiert ein § > 0, so dass fiir z € B(a,d) N D auch f(x) von Null
verschieden ist. Fiir solche z gilt:

1 L flo) = f=) _ —fi(z)(x —a)
f@)  fla)  fl@)fla)  fa)+ fi(z)(@—a)f(a)

Also gilt
1 1 i _fl (1’)
f@)  fla) * fia)+ fi(z)(z —a)f(a)

und der Differenzenquotient von % in a hat die stetige Fortsetzung

(x —a).

—fi(=)
f2(a) + fi(z)(z — a)f(a)

Q(x) =

Somit ist % in a differenzierbar mit

NI B 00
<f> (@)= QW =5y = Py

Bemerkung. Aus der Produktregel (2) erhalten wir mit Hilfe von (3) die folgende Quoti-
entenregel: Sind f,g: D — R in a differenzierbar mit g(a) # 0, so gilt:

Y o (Y 1ty s gy @) _ £@) o0) ~ fla)ga)
(5) 1= (15) @ =y o5 s 53 = RS

Die nédchste Regel behandelt die Verkniipfung differenzierbarer Abbildungen.

Satz 4.3.2. (Kettenregel)

Es seien f: D - E C R und g: E — R Funktionen. Ist a Hdufungspunkt von D, f(a) = b
Hiufungspunkt von E und sind f in a und g in f(a) differenzierbar, so ist auch go f in a
differenzierbar mit

(g0 f)(a) =g'(f(a))- f'(a).
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Beweis. Nach Voraussetzung existieren Funktionen f;: D — R und ¢g; : F — R, die in
a € D und b € F stetig sind, so dass gilt:

f(x) = fla) + fi(z)(z —a)

9(y) = g(b) + g1(y)(y — b).
Dann folgt:

gof(z) = g(b)+a(f(@)(f(z)— fla))
= go fla) +q(f(a) + fi(z)(z — a) fi(z)(z — a).

Also besitzt der Differenzenquotient g o f in a die stetige Fortsetzung

Q(z) = g1(f(a) + fi(z)(z — a)) - fi(2)

und es gilt:
(g0 f)(a) = Q(a) = g1(f(a)) f1(a) = ¢'(f(a)) - f'(a).
U

Bemerkung. Die Kettenregel erlaubt es, bei differenzierbaren, umkehrbaren Abbildungen
f: D — f(D) = E, die Ableitung der Umkehrfunktion f~1: E — D zu berechnen Dalfiir
miissen wir allerdings wissen, dass f~! differenzierbar ist. Sind f in a und f=! in f(a) dif-
ferenzierbar, so gilt: f_1 o f(x) = x, und aus der Kettenregel folgt (f~1)(f(a))- f'(a) =1
dh. (f 7Y (f(a)) = f,(a) und somit (f DY(b) = W fiir b = f(a).

Der folgende Satz zeigt, dass aus der Differenzierbarkeit einer umkehrbaren Funktion die
Differenzierbarkeit ihrer Umkehrfunktion folgt, falls diese stetig ist.

Satz 4.3.3. Es seien D, E C R und f: D — FE eine bijektive Abbildung.
Es seien a € D Hdiufungspunkt und f in a differenzierbar mit f'(a) # 0; die Umkehrabbildung
f~1:E — D seiin b= f(a) stetig. Dann ist f~' in b differenzierbar, und es gilt:

Bemerkung. a € D ist genau dann Haufungspunkt von D, falls eine Folge z, € D\ {a}

existiert mit lim x,, = a. Da f injektiv und stetig in a ist, ist f(z,) # f(a) und lim f(z,) =
n—oo n—oo

f(a), d.h. f(a) ist ebenfalls Hiufungspunkt von E.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir alle x € D:

f(z) = f(a) + fi(z)(z — a),
wobei f1: D — R eine stetige Funktion ist mit fi(a) = f’(a) # 0. Dann ist fi(z) # 0 auf
einer kleinen Umgebung von a = f~(b). Ist y € E und = = f~(y) € D, so erhalten wir:

y=b+ AT @) @) — 7 0).

Da fi1(f~%(y)) stetig ist und an der Stelle b den Wert f’(a) # 0 annimmt, existiert eine
Umgebung von b mit f1(f~*(y)) # 0 fiir alle y in dieser Umgebung. Damit erhalten wir:

-1 —1/7y _ 1 _
=W - (b)—fl(f_l(y))(y b).
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Da Q(y) = m stetig in b ist, ist f~! differenzierbar in b, und es gilt:

U

Korollar 4.3.4. Sei I ein Intervall und f : I — J stetig und bijektiv. Ist f in a € I
differenzierbar, so ist die Umkehrabbildung f=1: J — I in f(a) differenzierbar.

Beweis. Ist f: I — J bijektiv und stetig, so ist wegen Satz 3.2.6 auch J ein Intervall, und
die Umkehrabbildung f~': J — I ist stetig. Da jeder Punkt a € I Haufungspunkt ist, folgt
das Korollar aus obigem Satz. U

Beispiele.

(1) Sei f: Ry — R, die Funktion f(z) = 2™ mit n > 2 und f~!: Ry — R, die Umkehr-
abbildung mit f~!(z) = ¢z =: zw. Da f'(z) = na™ ! £ 0 fiir alle x € Ry, ist f~!

differenzierbar, und es gilt:

gy -+ L gy 11
(f 1) (x) = f’(f_l(l')) = 3 (x%)”_l = ng; 1 = ngj L

Erweitern wir den Definitionsbereich von f auf [0, 00), so ist f~! noch in 0 stetig, aber
nicht mehr in 0 differenzierbar.

(2) Seiexp: R — R4 die Exponentialfunktion und log: Ry — R die Umkehrfunktion. Dann
gilt:
1 1 1

log' (z) = - _—
og («) exp/(logz) exp(logz) =

Exponentialfunktionen mit beliebiger Basis a > 0 definiert man wie folgt:

a” :=exp(zloga).

4.4 Extrema und Mittelwertsitze

Definition 4.4.1. Sei f: D — R eine Funktion und @ € D. Dann heifit a

(1) ein globales Mazimum bzw. Minimum, falls f(a) > f(x) bzw. f(a) < f(z) fir allexz € D
gilt.

(2) ein lokales Mazimum bzw. Minimum, falls ein ¢ > 0 existiert mit f(a) > f(z) bzw.
f(a) < f(x) fiir alle x € D N B(a,e).

Bemerkungen.

(a) Ist D C R eine kompakte Menge, so besitzt jede stetige Funktion auf D ein globales
Maximum und Minimum.

(b) Man spricht auch von einem globalen bzw. lokalen Extremum von f, wenn man nicht
zwischen Maximum oder Minimum zu unterscheiden braucht.
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Definition 4.4.2. Sei f: D — R eine in a € D differenzierbare Funktion. Dann nennen wir
a kritischer Punkt von f, falls f’(a) = 0.

Fiir differenzierbare Funktionen gilt die folgende notwendige Bedingung fiir die Existenz eines
lokalen Extremums.

Satz 4.4.3. Sei f : D — R eine in a € D differenzierbare Funktion und a lokales Extremum.
Sei a € D ein innerer Punkt, d.h. B(a,d) C D fir ein § > 0. Dann ist a ein kritischer Punkt.

Bemerkung. Die Umkehrung ist falsch, denn fiir f: R — R mit f(x) = 23 gilt f/(0) =0
aber 0 ist kein Extremum.

Beweis. Sei f: D — R eine in a € D differenzierbare Funktion. Wir nehmen an, dass a
ein lokales Maximum ist (sonst betrachte —f). Da a € D innerer Punkt ist, existiert ein € > 0
mit f(a) > f(x) fir alle z € B(a,€). Insbesondere folgt aus z > a mit © —a < e

gy = 1D <
und aus r < a mit ¢ — x < €
) = 1O 5

Da ¢ stetig in 0 fortsetzbar ist, existieren die linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwerte und
stimmen {iberein. Aus den obigen Ungleichungen folgt somit: liH(l) q(z) =0, d.h. f/(0)=0. [
T—

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines kritischen Punktes liefert der folgende
Satz von Rolle.

Satz 4.4.4 (Satz von Rolle).
Sei a < b und f: [a,b] = R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b ) Ist f auf dem offenen
Intervall (a,b) differenzierbar, so existiert ein & € (a,b) mit f'(§) =

Beweis. Ist f eine konstante Funktion, so ist f’(z) = 0 fiir alle x € (a,b). Sei nun f nicht
konstant. Da f : [a,b] — R stetig ist, besitzt f ein globales Maximum zj; und ein globales
Minimum z,,. Da f(z,,) < f(z) < f(zym) fir alle z € [a,b] und f(a) = f(b) , liegt x,, oder
xp in (a,b), denn sonst ist f konstant . Insbesondere existiert ein Extremum £ € (a,b) von
f und aus Satz 4.4.3 folgt f'(£) = 0. U

Aus dem Satz von Rolle 148t sich der wichtige Mittelwertsatz der Differentialrechnung ableiten.

Satz 4.4.5 (). Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Es sei f:[a,b] — R eine stetige Funktion, die auf (a,b) differenzierbar ist. Dann existiert ein
¢ € (a,b) mit

b—a

Bemerkung. Geometrisch bedeutet dieser Satz: Ist g(a,b) die Gerade, die (a, f(a)) mit
(b, (b)) verbindet, so existiert ein £ € (a, b), so dass die Tangente von f in £ parallel zu g(a, b)
ist (s. Abb. 5.2).
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Abbildung 4.2: Der Mittelwertsatz

Beweis. Betrachte die Funktion: g: [a,b] — R mit

Fb) ~ f(a)

9(@) = f(@) — (o — )22

Dann gilt: g(a) = f(a) und g(b) = f(b) — (f(b) — f(a)) = f(a). Da g ebenso wie f auf [a, D]
stetig und auf (a,b) differenzierbar ist, existiert wegen des Satzes von Rolle ein £ € (a, b) mit

g€ =0=r - 1. 0
Aus dem Mittelwertsatz ergibt sich folgendes Korollar.
Korollar 4.4.6. Ist f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar, so gilt:

(1) f ist monoton wachsend bzw. fallend genau dann, falls f'(§) > 0 bzw. f'(£) <0 fiir alle
¢ € (a,b).

(2) Ist f'(&) > 0 bzw. /(&) <0 fiir alle £ € (a,b), so ist f streng monoton wachsend bzw.
fallend.

(3) Ist|f'(&§)| < L fiir§ € (a,b), soist f: [a,b] — R Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante
L.

(4) f ist genau dann konstant, falls f'(£) = 0 fiir alle £ € (a,b).

Bemerkung. Die Umkehrung von (2) in Korollar 4.4.6 ist falsch. Alle Aussagen werden
falsch, falls der Definitionsbereich von f kein Intervall ist.

Beweis.
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(1) Ist f monoton wachsend und £ € (a,b), so ist
o) = L= 110
fir alle z € [a,b] \ {¢}. Damit ist auch f/(§) = liné q(z) > 0.

>0

Ist a < 21 < 22 < b, so existiert wegen des Mittelwertsatzes ein £ € (z1, z2) mit

T2 —I

Ist f/(£) > 0 fiir alle € € (a,b), so ist f wegen (x) monoton wachsend.
In Fall f/(¢) < 0 behandelt man analog.

(2) Ist f/(&) > 0 fiir alle £ € (a,b), so ist f wegen (x) streng monoton wachsend.
In Fall f/(§) < 0 behandelt man analog.

(3) Ist [ f'(&)| < L fiir alle € € (a,b), und ist a < z1 < x2 < b, so ergibt sich aus (x)

|f(z2) = fz1)] < Llwg — a4,
d.h. L ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.

(4) Ist f konstant, so sind alle Differenzenquotienten von f identisch 0, also f(£) = 0 fiir
alle £ € (a,b). Ist f/(¢) = 0 fiir alle £ € (a,b), so ist f wegen (3) Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante 0. Insbesondere ist f konstant.

0

Der Mittelwertsatz besitzt folgende Verallgemeinerung.

Satz 4.4.7. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Es sei a < b, und f,g: [a,b] — R seien auf [a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Ist
g'(z) #0 fiir alle x € (a,b), so existiert ein & € (a,b) mit

€ _ fb) = fla)

g€  gb)—gla)

Bemerkung. FEine naive Anwendung von Satz 4.4.4 wiirde

') _ 1) - f(a)

g'(w)  g(b) —gla)
liefern. Wichtig ist hier aber, dass auf der linken Seite der gleiche Wert & im Z&hler und
Nenner gewdhlt werden kann.

Beweis. Betrachte die Funktion h: [a,b] — R mit
h(z) = (9(b) — g(a)) f(x) — (f(b) = f(a))g(x).
Dann gilt: h(b) = —g(a)f(b) + f(a) g(b) und h(a) = g(b)f(a) — f(b) g(a) = h(b). Wegen des
Satzes von Rolle gibt es ein £ € (a,b) mit
0="1(§) = (9(b) — g(a)) f'(§) — (f(b) — f(a))g'(£)-
Da ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b), ist wegen des Mittelwertsatzes g(b) # g(a) und es gilt:
/() f(b) = f(a)

g'(§) g(b) — g(a)
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4.5 Hohere Ableitungen und die Taylorsche Formel

Sei D C R eine Teilmenge, so dass jedes x € D Hiaufungspunkt von D ist (z.B. ist dies erfiillt,
falls D ein Intervall ist). Ist f: D — R differenzierbar fiir jedes x € D, so definiert die erste
Ableitung f': D — R wieder eine Funktion. Ist allgemein die k-te Ableitung f*): D — R
erklart und differenzierbar, so definieren wir:

f(k’—i—l) — (f(k))/
Mit
C*(D)={f: D = R| f ist k-mal differenzierbar und f*) ist stetig}

bezeichnen wir die Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen, mit C*°(D) die Men-
ge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen. Offensichtlich gilt:

C>(D) = () C*(D).

k>1
CY(D) ist dann die Menge der stetigen Funktion. Es gilt:
C'(D)>CYD)>...2C*D)>...>C>®(D).

Wir haben gesehen, dass sich differenzierbare Funktionen in 1. Ordnung durch lineare Funk-
tionen approximieren lassen; ist namlich f: D — R differenzierbar, so approximiert T'(z) =
f(zo) + f'(zo)(xz — z0) die Funktion f in zg in 1. Ordnung. Es gilt T'(z9) = f(zo) und
T'(wo) = f'(0).

Ist nun f m-mal differenzierbar, so ist es naheliegend, f durch ein Polynom vom Grade < n
ZUu approximieren.

Wir suchen ein Polynom

k=0
mit
To(wo) = f(xo), Th(wo) = f'(x0), .-, T (o) = f™ (o).
Da Ték) (zo) = k! - ag, folgt ar = % Das Polynom
n )y
Th(z) = Th(x,xp) = Z k:(' 0) (z — z0)*
k=0

heilt das n-te Taylorpolynom von f in xg. Der Punkt zg heiflt Entwicklungspunkt des Taylor-
polynoms. Das folgende Lemma zeigt, dass die Ableitung dieser Funktion als Funktion vom
Entwicklungspunkt, nur von der (n + 1)-ten Ableitung von f abhingt.

Lemma 4.5.1. Sei f : (a,b) — R eine (n + 1)-mal differenzierbare Abbildung, n € N. Fir
ein festes x € (a,b) betrachte die Funktion g : (a,b) — R mit

n k)
k=0
Dann gilt: )
n+1
J(t) = f (t)(x_t)n
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Beweis.
S - ( - f(:‘(t) o M) ¥ f(’”;)(t) ot f(’:‘(t) ko — 051 (1)
k=0 k=0 ' k=0
n (k1) n o p(k) (n+1)
= kzof o (t)($_t)k_k:1 (k _(f;!(l'—t)k_l — f . (t)(x—t)n

Bemerkung. Ist also f("*D(t) = 0 fiir alle t € (a,b), so ist ¢’(t) = 0 und somit g eine
konstante Funktion. Dann folgt:

noorR) (g
@)= ofe) = gton) = 3 N ol

d.h. f stimmt mit seinem n-ten Taylorpolynom {iberein.

Seien x1, 2 € R, so bezeichnen wir mit

I | [x1,xe], falls zp < 2o
S (29, 1], falls 23 <23

das abgeschlossene Intervall, welches x7 und x2 als Randpunkte besitzt, und mit ;xl,m:
I, 2, \ {21, 22} das zugehorige offene Intervall.

Satz 4.5.2. Sei f : [a,b] — R eine n-mal stetig differenzierbare Abbildung, die auf (a,b) sogar
(n + 1)-mal differenzierbar ist. Fir xo,z € [a,b] mit xo # = sei h : Iy, o — R eine stetige
Funktion, die auf j’xo,w differenzierbar ist, mit h'(t) # 0 fiir alle t E}xo,x. Dann existiert ein
§ €Elgy,x mit

 f®) (o) e, SUTUE

flz) = il (z — o) +T(l’—§)n
L !

n

Beweis. Die Funktionen g(t) = > ! (I:!(t) (x — t)¥ und h(t) sind nach Voraussetzung auf
k=0

I, .2 stetig und auf ;xo,x differenzierbar mit h'(t) # 0 fiir ¢ E_(T)xmx. Aus dem verallgemeinerten
Mittelwertsatz folgt:

h(z) — h(zo) — W(£)

. 0 D fk(y (n+1) n
fir cin ¢ €luga- Da g(x) = f(@): glav) = 3 (e — 20)* wnd ¢'(§) = 5@ -9,
=0
folgt die Behauptung. U

Bemerkungen.

(a) Die Differenz Ry, 11(x, z9) := f(x)— > %(m —20)¥ nennen wir das (n+1)-te Rest-

k=0
glied. Durch die Wahl einer Funktion A mit den im Satz 4.5.2 angegebenen Eigenschaften
erhalten wir eine Darstellung des Restglieds.
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(b) Setzen wir speziell h(t) = (z — t)? mit p € N, so gilt A/(t) = —p(z — t)P~!, und wir
erhalten: (Restglied von Schlomilch)

(n+1) _
Ryp1 (@, w0) = fnl(ﬁ)(x - 5)””
N W(m —&)" Pz — zo)?

fiir ein £ €1,,,,. Daraus ergeben sich zwei wichtige Spezialfille:

(i) p =n+ 1: (Restglied von Lagrange)

(n+1)
Roa(ao0) = Fo =8 (o =
fiir ein £ E}xo’x.
(ii) p = 1: (Restglied von Cauchy)
(n+1)

Rpi1(z, 20) = fn!(f)(x —&§)"(@ — o)

fiir ein & 6;1‘0,1"
(c) Die Identitét
0 (o) F(e) n
=3 @ —a0) + oy @ - )

wird auch Taylorsche Formel oder Satz von Taylor genannt.

Beispiel.  Betrachte die Funktion f(z) = cos(x). Wir wollen fiir o = 0 die zu f gehorige
Taylorformel berechnen. Aus cos¥)(z) = (=1)¥cos(z) und cos®*+D(z) = (—1)¥!sin(z)
erhalten wir

2n+1
F®(0) FEAE)
f(x) =cos(z) = kzo o z® 4 me +2
B n ! a2k -~ 20 +2
= kzzo(_ ) ﬂ‘i'(— ) COS(ﬁ)m

fiir ein & E}xo,x- Insbesondere erhalten wir fiir alle x € R die Abschitzung:

n kﬁ ’1’|2n+2

cos(z) — Z(—l) x < o

k=0

Diese Abschitzung hatten wir in Satz 2.6.9 direkt aus der Reihendarstellung des Cosinus
hergeleitet. Allerdings konnten wir sie mit den dort zur Verfiigung stehenden Hilfsmittel nur
fiir |z| < 2n 4+ 3 beweisen.
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Definition 4.5.3. Es seien f,g : D — R Funktionen und xy € D. Wir sagen, dass f,g in
n-ter Ordnung in xq tbereinstimmen, falls eine in xg stetige Funktion r : D — R existiert mit

r(zo) =0 und f(z) — g(x) = r(z)(z — 20)".
Es gilt nun der Satz:

Satz 4.5.4. Sei I ein Intervall und f : I — R eine n-mal stetig differenzierbare Abbildung.

. N op(k) . . .
Ist zg € I, so stimmt das n-te Taylorpolynom T,, = fT(,‘TO)(x — x0)* mit f in 2o in n-ter

k=0
Ordnung tberein.
Beweis.  Aus der Taylorformel folgt:
n—1
) (2 (g, "
fa) -3 I g = o)
k=0
() (g m)(¢e,) — (g
_ f go)(x_l,o)n+f (6) 'f (0)(1,_:E0)n
n! n!
mit & €l0.0C I. Also folgt
O Mg — FM) (g .
L S R A e
k=0
Da (" stetig ist, ist wegen &, e;gﬁw auch
m)¢,) — £ (g
(o) = L) = 1)
n!
in zo stetig und es gilt r(zp) = 0. U

Aus der Taylorschen Formel lassen sich leicht hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema her-
leiten.

Satz 4.5.5. Es sei f : (a,b) — R n-mal stetig differenzierbar und xo € (a,b), so dass
fl(xo) = f"(x0) = ... = fOD(zg) = 0 und ™ (x¢) # 0. Dann gilt:

(a) Ist n ungerade, so ist xo kein Extremum.

(b) Ist n gerade, so ist xq ein lokales Minimum, falls f" (x¢) > 0, und ein lokales Mazi-
mum, falls f™ (zq) < 0.

Beweis. Ist f'(z¢) =...= f"D(xy) = 0, so folgt aus der Taylorformel:
F)

n!

f(@) = fzo) + (x — )"

mit & ijo,x- Da f(")(z) stetig ist, existiert ein § > 0 mit £ (z) # 0 fiir alle = € B(zo, ).
Ist n ungerade, so nimmt (z — )™ und somit auch f(x) — f(xg) auf der Umgebung B(J, x¢)
beide Vorzeichen an.

Sei n gerade. Ist f(™(z9) > 0, so folgt f(x) > 0 fiir alle z € B(z¢,d) und somit f(x) —
f(xo) > 0 fiir alle z € B(xo,0) \ {zo}. Ist f(20) < 0, so folgt f(x) — f(xo) < 0 fiir alle
x € B(x0,0) \ {zo}. 0
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Abbildung 4.3: Eine Funktion, deren Taylorreihe in 0 {iberall verschwindet

Bemerkung. Der Beweis zeigt, dass es sich im Falle (b) sogar um ein striktes lokales Ex-
tremum handelt.

Ist I ein Intervall, so kénnen wir jeder unendlich oft differenzierbaren Funktion eine Taylor-
reihe zuordnen.

Definition 4.5.6. Seien [ ein Intervall und f € C*(I). Ist z € I, so heif}t
o0
F®) (o)
51000 gy
k=0

die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt x.

Bemerkungen.

[e.e]
(1) Taylorreihen sind Potenzreihen, d.h. Reihen der Form Y ay(z —x0)*. Wie in Abschnitt
k=0

2.7 gezeigt wurde, konvergieren sie absolut fiir alle x € B(xg, R), falls R = L

lim %/)as]
— 00

k
der Konvergenzradius der Reihe ist.

(2) Ist die zu einer Funktion gehorige Taylorreihe konvergent, so muss sie mit dieser Funk-
tion nicht iibereinstimmen. Zum Beispiel verschwinden alle Ableitungen der Funktion

fla) = { P (O—uﬂ) ez

im Nullpunkt (s. Abb. 4.3). Insbesondere beschreibt die Taylorreihe die Nullfunktion
(d.h die Funktion, die jeder reellen Zahl den Wert Null zuordnet), die offensichtlich nur
fir £ = 0 mit f tibereinstimmt.
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(3) Offensichtlich gilt fiir z,z¢ € I:

> %(m —20)* = f(x) genau dann, falls ILm Ryi1(z,20) = 0.

Unter Verwendung der Taylorformel erhalten wir ein einfaches hinreichendes Kriterium fiir
die Darstellung einer Funktion durch ihre Taylorreihe.

Satz 4.5.7. Seien I C R ein Intervall, xo,x € I und f € C*(I). Ezistiert eine Konstante
L >0 mit |f™(x)| < L fiir allen € N und alle z € I, so gilt:

© £(k) (4
o= 3 e o

fiir alle x € 1.

Bewets. Sei x € I, so erhalten wir aus der Taylorformel:

)y (n 1)
’RnJrl(xaxO)‘ = ‘f(l‘) - Z ! ( 0> (33‘ - xO)k = ‘f(n—i— l()gl) "$ — 2o il

k!
k=0

firein § € Iy, C 1.
Da [f™(z)| < L fiir alle n € N und 2 € I, und da
Beispiel (e) nach dem Satz 2.1.5), folgt:

|z—z0|" !

T 0 fir n — oo gilt (siehe

nh—>nolo Ry ($, .CL‘(]) =0

o0
Es sei f(z) = 3. ap(z — x0)"* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
k=0
Wie wir in Abschnitt 3.1 bemerkt haben, ist f stetig auf B(zo, R). Wir wollen nun zeigen,

dass f beliebig oft differenzierbar ist , und dass die Taylorreihe von f in xy mit der Potenzrei-
he iibereinstimmt. Dazu benttigen wir folgendes Lemma. Dieses Lemma gilt natiirlich auch
fiir komplexe Potenzreihen und wir werden es in diesem allgemeinen Fall formulieren und
beweisen.

(o)

Lemma 4.5.8. Es sei (ap)nen, eine Folge komplexer Zahlen und > an(z — z0)" eine Po-
n=0

tenzreihe mit Entwicklungspunkt zo und Konvergenzradius R. Ist z1 € B(xg, R), so existiert

o0
eine Potenzreihe Y b(z — 21)* mit Entwicklungspunkt z1, so dass
k=0

Z an(z — zp)" = Z br(z — z1)F
n=0 k=0

fiir alle z mit |z — z1| < R — |z1 — 20| gilt (s. Abb. 4.4). Die Koeffizienten by sind gegeben
durch

(e 9]

o= an <Z> (21 — 20)" "

n=~k
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(7

Abbildung 4.4:

Beweis. Es folgt aus der binomischen Formel:

[e.e]

doanlz—20)" = Y an((z—21) + (21— )"
n=0

n=0

Da (Z) = W = 0 fiir k£ > n, ist die rechte Seite gleich

(e

Das Lemma ist bewiesen, falls wir die Summationsreihenfolge vertauschen diirfen. Denn dann
ist

g D ) (1) - ot s

k=0n=0
= > <Z an (Z) (21 — Zo)n_k) (z—=21)"
k=0 \n=k

Nach Satz 2.6.3 diirfen wir diese Vertauschung durchfithren, falls eine Konstante L > 0
existiert, mit

n=0 k=0

<L

an (:) (z — 21)%(z1 — 20)" "

fiir alle [, m € N. Wegen (Z) = 0 fiir £ > n folgt aus der binomischen Formel:

m n n
53 faal ()l = 1ler = 2l

n=0 k=0

m
= > lanl(]z — 2| + |21 — 2™
n=0

IN

Cmi
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Da |z — z1| < R — |z1 — 20|, existiert ein € > 0 mit |z — 21| + |21 — 20| < R — €. Somit ist

D anl(R— €)™ < oo,
n=0

denn der Konvergenzradius ist R > 0 und die Reihe konvergiert absolut im Innern des Kon-

oo

vergenzbereiches (Satz 2.7.2). Also ist mit L := > |a,|(R — €)™ die verlangte Konstante
n=0

gefunden. U

Fiir den néchsten Satz werden wir uns wieder auf reelle Potenzreihen beschrianken, da wir
Differenzierbarkeit nur fiir reelle Funktionen definiert haben.

oo
Satz 4.5.9. Sei Y a,(x — x9)" eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann
n=0
oo
definiert f(z) := Y an(x — x0)" auf B(zg, R) eine differenzierbare Funktion und es gilt:
n=0
oo
f(z) = Z n an(z — x0)" L.
n=1
oo o
Auperdem hat > n an(z — 20)" "' denselben Konvergenzradius wie . an(x — x0)".
n=1 n=0

Beweis.  Wir zeigen zunéchst, dass f in xg differenzierbar ist. Da

f(x) =ao+ Z an(x — x0)" = f(x0) + (Zan(x — xo)”1> (x — x0),
n=1 n=1

und da Potenzreihen stetig sind, hat der Differenzenquotient von f in xq die stetige Fortset-
zung

Qx) =) anlx —z)""!
n=1

und es gilt f'(zg) = Q(z0) = a1. Ist 1 € B(xo, R) \ {z0}, so folgt aus Lemma 4.5.8 fiir x mit

o0

|z — 1] < R — |21 — 20| die Identitdt f(z) = 3. bp(z — x1)* . Somit erhalten wir
k=0

f’(xl) =b = Z an <7;> (x1 — xg)”*l = Z apn(x; — xg)"*l.

n=1 n=1
o0
Die Potenzreihe > n an,(x — 19)" ! hat den Konvergenzradius
n=1

B 1

1
o '77’1 n = '771
n Y ¥lenl i Vel

/.

=R
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Bemerkung. Durch iteratives Anwenden der Differentiationsformel erhalten wir:
oo
FO(z) = Z nn—1)...(n—k+Day(z —zo)"*
n=k

In zg sind, aufler fiir n = k, alle Summanden gleich 0, also gilt
F® (z0) = k! ag.
Insbesondere stimmt die Potenzreihe mit ihrer Taylorreihe iiberein.

Definition 4.5.10. Sei D C R eine offene Menge. Dann heifit f : D — R analytisch, falls sich
f in jedem Punkt xg € D in eine Potenzreihe entwickeln lésst, d.h. falls es eine Potenzreihe
o0

> ap(r — 20)F mit Konvergenzradius r > 0 gibt, so dass f(x) = Y ax(x — x0)F fiir alle
k=0 k=0
x € B(xo,T).

Bemerkung. Wegen Lemma 4.5.8 sind Potenzreihen analytisch.

4.6 Binomialreihen

Definition 4.6.1. Fiir a € R heifit die Funktion f : Ry — R mit

f(z) = 2% ;= exp(alog x)
die allgemeine Potenzfunktion.
Bemerkungen.

(a) Es gelten folgende Rechenregeln. Sind a, 8 € R und = > 0, y > 0, so folgt

a

%y = (zy)”
sowie

P = 2B P = ()P,

(b) Die verallgemeinerte Potenzfunktion ist unendlich oft differenzierbar und es gilt:

«

f'(z) = (%) = exp(alogz) - o= aexp(alog z) exp(—log x)

= aexp(alogz —logz) = aexp((a — 1)logz) = a 271,
Durch Induktion erhélt man:

fB@)y=al@—1)(a—k+ 1)z

(c¢) Betrachten wir die auf (—1, 00) definierte Funktion g(x) = (1 +z)* = f(1 + x), so folgt
aus der Kettenregel:

gP (@) = FP(1+a2) = ala— 1) (a—k+1)L+a)* "
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Definieren wir fiir « € R, k € Ny

<3> 1 <z> _ala- 1)..]%!(a—k+1)7

so ist die Taylorreihe von g(x) = (1 4+ z)® in 0 durch

> (3)

k=0

gegeben. Diese Reihe heifit auch Binomialreihe und die Koeffizienten (z) heiflen ver-
allgemeinerte Binomialkoeffizienten. Fiir o € N stimmen diese Koeffizienten mit denen
in Definition 1.4.9 definierten Binomialkoeffizienten iiberein. Fiir o € N folgt aus der

Binomialformel:
a _ QN ko Nk
(1+2) Z(k)x Z<k>w,
k=0 k=0
denn wie schon bemerkt wurde, ist dann (z‘) = 0 fir kK > «. Wir wollen nun eine

entsprechende Formel fiir beliebiges « herleiten.

Satz 4.6.2. Sei o € R, so gilt fir alle x € R mit |z| <1 :

Beweis.

(1+2)* = i <Z)xk

k=0

Wie oben bemerkt wurde, hat die Taylorreihe von (1+x)® mit Entwicklungspunkt

0 die Gestalt

> ()

k=0

Wir wollen zeigen, dass diese Reihe fiir alle z € (—1,1) gegen g(z) = (1 + z)* konvergiert.
Dazu betrachten wir die Restglieddarstellung von Cauchy

n

n!

N (n+1)
=3 (§)et = Ran(e0) = 2 e —gro

k
k=0

wobei & € ;0,:{:- Da

g (©)

n! =+

erhalten wir fiir 6 € (0,1) mit £ = dz:

Rupi(2,0) = (n+1)

n

N N

= (n+1) "

9"t ()
(n+1)!

")
)

+1

—oen(, T Jarge e

(14 62)* ") (2 — 6z)" - &

a—1 (1 — 6)n

n+1
1+ox)’

(1+ ox)
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Da |z| <1undd € (0,1),ist 0 < 1—0 < 1+ dz und somit 0 < (11;;;)71 < 1. Auflerdem ist die
Funktion § — (14 dz)*~! auf dem Definitionsbereich (0, 1) monoton. Daher liegt (1 + dz)**

zwischen 1 und (1 4 x)*~!. Insgesamt erhalten wir die Abschitzung

a—1 n+1
n+1>'(1+5az) 2]

Rano)l < o)

IN

« n
(n+1) ‘ <n+ 1) ' Alz| +1 _. br+1,

wobei A = max{1, (1 + 2)*"'}. Wir zeigen nun, dass b, fiir alle |x| < 1 eine Nullfolge ist.
Dazu betrachte

bn+1 _ n+ 1 (nil) |.’E|
bn no | G)
_ n+lla(a—1)...(a—n) n!|z|
o (n+1)! la(a—1) ... (¢ —n + 1)
1 «
= Ja—nllz] = |% =1

bn

Daraus folgt: lim =™ = [z| < 1. Somit existiert ein ng € N, so dass < ¢ < 1 fir alle
n—oo In

bn+1
bn

n > ng. Insbesondere gilt 0 < by, < g - bpn,, und by, ist eine Nullfolge. Wegen
R (,0)] < boss
ist auch das Restglied eine Nullfolge und es gilt die Behauptung. U
Beispiele.
(a) Ist « =n € Ny, so ist (}) = 0 fiir k > n, und wir erhalten
= /n " /n
_ k _ k
(I+x)" = Z <k>x = Z <k>x
k=0 k=0

(b) Ist @ = —1, so ist

und wir erhalten fiir [z| < 1 die geometrische Reihe

1 - ko k
=N (= 1)kak,
1+z Z::( )

k=0
(c) Fiir a = $ erhalten wir (%) =1 und
1 _ G- E-k+1) _1(=1)(=3) .- (3 - 2K)
k 1-...-k 2-4...2k
pe1l-1-3-...-|(2k—3)|

= =D 2.4-...-2k
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Daher gilt:
> 1123 (2 = 3)|
1 =1 —1)kt k
T +kzl( ) 2.4-6-... (2k)

11 1 . 5
— 14 g— =224 — 23— 2 4 Rz 0).
T g T Tt T s(,0)

Benutzen wir die Restglieddarstellung von Lagrange, so erhalten wir:
1

Rae,0) = (2)a+ 08 = v

[

z°,

wobei ¢ eine Zahl zwischen 0 und = darstellt. Diese Beziehung kann man zum Beispiel
verwenden um /2 niherungsweise zu berechnen.

/98 3/ 1

2 = - — = i
V2 49 2 ! 9
1 1 1

3 1 1 1 5 1y 3 1
- Z(1-—Z.Z2_Z. - - 2= b _ -
2( 2 9 8 92 16 9 128 94)+2R5( 9’O>
791779 3 1 3 1
= SRs(—=,0) =1,4142143.. . + SRy | —=
559872+2R5< 9’0> ’ 5 +2R5< 9’0)
wobei
9
3 1 37 (92 1 21
SRs(—=0)l<2(2) = <—"— _ <126-10°C.
’2 5( 9’0>'2 56(8) %5 < 2.956.% ~ 12010
Also gilt:

1 1
V/2-1.4142143 < ‘\fz_ [ 779' ‘79 779

1.4142143| < 1.26-10-5410~7 = 1.36-10~°.
550872 | | 559872 3'— 6:107°4+10~" = 1.36-10

Die Uberpriifung mit Hilfe des Taschenrechners liefert: /2 = 1.4142135... . Dies
bestétigt die obige Abschitzung.

D=

(d) Fiir @ = —1 erhalten wir (~,

3 0):1und

<_5) —3(-3-1) -'...-(—g—k+1)

k 1.k
1-3-...-(2k—1)
= (-Dk. .
(=1) 2-4-...-2k
Daher gilt:
1 N 1-3-...-(2k—1)
= 1 —1)k F
T+ +;( P VO T
1 2
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Weitere Anwendungen der Binomialreihe sind die Potenzreihenentwicklungen der Arcusfunk-
tionen

T
in:(—1,1 —>(—7,7>
arcsin : ( ) 573
und S
tan : R — (—f,f).
arctan 53

Aus (f71)'(y) = m folgt:

arcsin’ (y) = . = = )
cos(arcsiny) /1 — sin?(arcsin y) 1—y?
Genauso berechnet man: )
tan’ = —.
arctan’(y) 15,7

Satz 4.6.3. Flir alle y € R mit |y| < 1 gelten folgende Potenzreihendarstellungen:

o~ (CDF =5\ g 1y*  1-3%° 1-3-5
— 2k + 1\ k 23 245 2-4-6

. y’
S =
arcsiny - +.

00 k 3 5 7

—1 vy oy

arctanyzzz(k_i_)ly%ﬂzy—3+5—7+....
k=0

Beweis. Es gilt:
1 o0 1
NV _ -1/2 _ 2 Yy 2k
arcsin’ y = = = (1-— E < )

fiir y mit |y| < 1. Die Reihe

O /1
2 < k2> 2k1+ P (D = F(y)

k=0

hat den gleichen Konvergenzradius wie die obige Reihe. Da man wegen Satz 4.5.9 Potenzreihen
gliedweise differenzieren darf, erhalten wir: F’(y) — arcsin’y = 0. Dies impliziert F(y) =
arcsiny + a. Die Konstante a ist wegen F'(0) = 0 und arcsin(0) = 0 gleich 0.

Genauso folgt:

1 o
t !/ — — _1 k, 2k
arctan'(y) = 77— > (—1)ky
k=0
und somit -
arctany = _1)k 2k+1
Y= Y + a.
Da arctan(0) = 0, ist auch a = 0. U

Auflerdem l&sst sich auf dhnliche Weise eine Potenzreihenentwicklung des Logarithmus an-
geben. Ist f(z) = log(1 + z), so ist f'(x) = x%rl Also folgt wie oben, unter Benutzung des
Beispiels (b):
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Satz 4.6.4. Fir alle x € R mit |x| < 1 gilt:

[e.e]

(—1)F
log(1 + x) :Z
k:0k+1

Der folgende Satz zeigt, dass die Reihendarstellungen des Logarithmus als auch des Arcu-
stangens fiir x = 1 gelten.

Satz 4.6.5 (Abelscher Grenzwertsatz).

oo

Sei S apz® eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Konvergiert die Reihe auch
k=0

fiir x = R, so ist die Funktion f:(—R, R] — R mit

o
-3 et
k=0

auch im Punkte v = R stetig.
Bemerkungen.

(a) Wir hatten schon gesehen, dass eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzkreises ste-
tig ist. Der Abelsche Grenzwertsatz zeigt, dass die Stetigkeit auch noch in den Rand-
punkten gilt, falls die Reihe dort konvergiert.

oo o0
(b) Die Logarithmusreihe ) (,;i)lk xF*1 als auch die Arcustangensreihe Y %y%*l kon-

vergieren wegen des Leibnizkriteriums 2.5.5 fiir z = 1. Unter Verwendung des Abelschen
Grenzwertsatzes erhélt man somit

—1)k
E+1

o0
log(2) = hm log(1 + ) Z
k=0

und
(—1)k
2k +1°

WE

arctan(l) = lim1 arctan(z) =
r—r

=
Il

0

Wegen tan(%) = 1 erhalten wir arctan(1) = 7 und somit folgt:

- (P
=2 k41

k=0

[\~



Kapitel 5

Integralrechnung

Wir wollen uns nun der Integralrechnung zuwenden. In der Integralrechnung geht es darum,
Flacheninhalte oder allgemeine Volumina in hoherdimensionalen Réumen zu berechnen. Die
einfachsten Funktionen, die wir integrieren kénnen, sind Treppenfunktionen.

5.1 Treppenfunktionen

Definition 5.1.1. Sei a,b C R und a < b. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heifit Treppenfunktion,
falls eine Unterteilung
a=zo<x1 < -<xp=">

existiert, so dass ¢ auf jedem offenen Teilintervall (zp_1,xx) konstant ist. Mit T'([a,b]) be-
zeichnen wir die Menge der Treppenfunktionen (s. Abbildung 5.1).

Bemerkung.

(a) Die Funktionswerte auf den Unterteilungspunkten {zg,--- , x;} unterliegen keiner Ein-
schrankung.

(b) Verschiedene Unterteilungen kénnen durchaus gleiche Treppenfunktionen beschreiben.

Wir kénnen z.B. Unterteilungspunkte hinzufiigen, ohne, dafy die Funktion sich dndert.

Satz 5.1.2. Sind p,v € T([a,b]) und c € R, so sind auch ¢ + 1 als auch ¢ - Treppenfunk-
tionen.

———H—o
G L J
o—p———o o—p—=o C4
. lcl c2 c3
L L T T

x0 x1 X2 X3 x4
Abbildung 5.1:
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Bemerkung. Insbesondere ist fiir jedes ¢ € R und jedes ¢ € T'([a,b]) auch c- ¢ € T([a, b]).

Beweis.  Wihle die Unterteilung a = 29 < ... < 2z, = b, so dass die Menge {zp,...,2m}
aus der Vereinigung der zu ¢ und 3 gehorigen Unterteilungspunkte besteht. Also sind ¢ +
und ¢-1 auf jedem der Teilintervalle (z;, z;+1) konstant und somit wieder Treppenfunktionen.

0

Nun definieren wir das Integral einer Treppenfunktion.

Definition 5.1.3. Sei ¢ € T([a,b]) und a = zg < 1 < -+ < x, = b eine zu ¢ gehorige
Unterteilung von [a, b] mit ¢, = f(x) fiir © € (xx_1, ). Dann heifit

/80 = ch(ﬂﬁk — Tp-1)
k=1

das Integral von .

Bemerkungen. Ist p(z) > 0 fiir « € [a, b], so beschreibt [ ¢ den Flicheninhalt unterhalb
des Graphen von f.

Die Definition héngt nicht von der Wahl der Unterteilung ab, denn das Hinzufiigen von Un-
terteilungspunkten dndert den Wert der Integralsumme nicht. Hat man 2 Unterteilungen, so
betrachte die Unterteilung, die aus der Vereinigung der Punkte beider Unterteilungen besteht.
Die zugehorige Integralsumme stimmt dann mit den “Integralsummen” beider Unterteilungen
iiberein.

Satz 5.1.4. Seien ¢, € T([a,b]) Treppenfunktionen, so gilt:

(a) [ Ao+ X =1 [+ Ao [, fiir alle A, A2 € R (Linearitdt)
(b) Ist p(x) < (x) fiir alle x € [a,b], so folgt [ < [ (Monotonie)
(c) |[e| < [lel < (b—a)sup{le(z)| |z € [a,b]} (Beschrinktheit)

Beweis.  Seien ¢, € T([a,b]) Treppenfunktionen mit gemeinsamer Unterteilung a = z¢ <
x1 <o <mxp=>bund p(x) = ¢, Y(x) = di fir x € (rk_1,x). Dann ist

n n

/)\130 +hot = > (Aaer + dadp) (g — 2km1) = M Y crlze — zpo1) + X2 Y di(zg — 5m1)

=1 =1 k=1
= >\1/90+>\2/¢-

Gilt dariiberhinaus fiir das obige Paar ¢, von Treppenfunktionen zusétzlich p(x) < ¥ (x)
fiir alle z € [a, b], so ist ¢, < dj, fiir alle k € {1,...,n} und somit [ < [1.
Teil (c) folgt aus

/o -

n n
> en(mk —ap1)| <D lerl(zk — 2p1) = / ol
k=1 k=1

Zmaxﬂck\ | ke{l,...,n}}(ar — zk-1) < (b—a)sup{|e(z)| | = € [a,b]}.
k=1

IN
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Nun wollen wir den Integralbegriff auf eine gréflere Funktionenklasse ausdehnen. Dazu fithren
wir die sogenannte Supremumsnorm auf der Menge der beschrankten Funktionen ein.

Definition 5.1.5. Sei D C R eine Menge und B(D) = {f | f: D — R beschrinkt } die
Menge der auf D beschriankten Funktionen. Dann heif3t

FIl = sup{|f(z) |+ € D}

die Supremumsnorm von f.

Satz 5.1.6. Die Supremumsnorm hat folgende Eigenschaften. Fir alle f,g € B(D) und A € R
gilt:

(1) ||f]l =0 genau dann, falls f =0,

(2) [IMfI = 1AL

(3) 1F +gll < IIf11 + llgll (Dreiecksungleichung).
Beweis. Der Beweis folgt aus den entsprechenden Eigenschaften des Betrages reeller Zah-
len. U
Bemerkungen.

(a) Sind f,g € B(D), so misst ||f — g|| den Abstand der Funktionen f, g.

(b) Die Abschitzung (c) in Satz 5.1.4 148t sich auch wie folgt schreiben. Ist ¢ € T'([a, b))
eine Treppenfunktion, so gilt:

‘/90’ < [Iel < -l

Wir wollen nun das Integral auf die Menge der Funktionen ausdehnen, die sich beziiglich der
Supremumsnorm beliebig gut durch Treppenfunktionen approximieren lassen. Diese Funktio-
nen werden auch Regelfunktionen genannt.

Definition 5.1.7. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit Regelfunktion, wenn fir jedes € > 0
eine Treppenfunktion ¢ € T'([a, b]) existiert mit

If —¢ll <e

Die Menge der Regelfunktionen auf dem Intervall [a,b] wird auch mit R([a,b]) bezeichnet.
Man sagt auch, dass R([a,b]) aus allen Funktionen besteht, die sich gleichméBig durch Trep-
penfunktionen approximieren lassen.

Bemerkungen.

(a) Eine Funktion f : [a,b] — R ist also genau dann eine Regelfunktion, wenn eine Folge
¢n, n € N von Treppenfunktionen in 7'([a, b]) existiert mit

Jim [[f = n[[ = 0.
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(b) Sind f, g Regelfunktionen, so sind auch f + g und f - g wieder Regelfunktionen. Mit
anderen Worten ist R([a,b]) unter Addition und Multiplikation abgeschlossen.
Wir zeigen nun, dass R([a,b]) den Raum der auf [a, b] stetigen Funktionen umfasst.

Satz 5.1.8. Die Menge der auf [a,b] stetigen Funktionen C°([a,b]) ist in R([a,b]) enthalten,
d.h. jede stetige Funktion ist auch eine Regelfunktion.

Beweis. Sei f € C%([a,b]). Wir miissen zeigen: fiir jedes € > 0 existiert ein ¢ € T([a, b])
mit ||f — ¢l = sup{|f(z) — o(2)| | z € [a,b]} <e.

Da f auf dem kompakten Intervall [a, b] stetig ist, ist f auch gleichméBig stetig, d.h. fiir jedes
e > 0 existiert ein § > 0 mit |f(z) — f(y)| < ¢, falls |z — y| <.

Wihle eine Unterteilung a = xg < 1 < -++ < x,, = b mit |z — z,_1| < I fiir alle k& €
{1,---,n}. Definiere ¢ € T([a,b]) durch p(z) = f(xg), falls x € (zp_1, k). Dann gilt fiir
ke{l,...,n} und x € (xp_1, xg]:

[f(2) = ()] = [f(z) = fzr)] <€,
d.h ||f — ¢l <e U

Bemerkung. Man kann zeigen: R([a,b]) besteht genau aus den Funktionen, die fiir jedes
x € |a,b] einen rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert besitzen (siehe Definition 3.4.10).
Fiir den Beweis siehe Konigsberger Band 1, Seiten 193-195.
Nun kénnen wir das Integral auf R([a, b]) wie folgt erkldren:

Definition 5.1.9. Sei f € R([a,b]). Dann definiere:

/ f=lm o,
wobei ¢, € T'([a,b]) eine Folge von Treppenfunktionen ist, mit lim ||¢, — f|| = 0.
n—oo

Bemerkungen.

(a) Der Limes lim f ¢, existiert, denn

]/wn /wm] ]/ \_<—amson—gamus<b—a><|rson—fu+uf—gamu>.

Damit ist [ ¢, eine Cauchyfolge reeller Zahlen und somit konvergent.

(b) Die Definition héngt nicht von der Wahl der Folge ¢, ab, denn sind ¢,, ¢, € T(I)
Treppenfunktionen mit ||p, — f||, |[[¢n — f|| = 0 fiir n — oo, so gilt:

Joe [ o]0

(¢c) Der Satz 5.1.4 iibertrdgt sich unmittelbar auf Regelfunktionen (siehe Konigsberger,
Band 1, Seite 197).

= a)llpn = Pull < (b= a)([len = fI| +I[f = ¢nll) =0

Wie kann man [ f berechnen? Die wichtigste Methode ist mittels des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung, den wir jetzt besprechen werden.
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5.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
Ist a < bund f € R([a,b]), so schreiben wir auch [ f(¢)dt statt [ f. Ist ¢ € (a,b), so folgt aus

/bf(t)dt:/cf(t)dt—i—/bf(t)dt. (%)

Diese Formel bleibt fiir eine beliebige Anordnung von Zahlen a, b, ¢ richtig, falls wir folgendes

definieren. ,
/f(t)dt =0 und /f(t)dt . / f(t)dt, fallsb < a.
a a b

Hierbei ist f eine Regelfunktion auf einem kompakten Intervall, welches a,b und ¢ enthélt.

der Definition des Integrals:

Satz 5.2.1 (Hauptsatz der Differential- und Integmlrechnung).
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Sei F(x ff t)dt fiir x € [a, b)].

Dann ist F : [a,b] — R eine diﬁerenzierbare Funktzon und es gilt: F'(x) = f(x) fir alle
x € [a,b].

Beweis.  Wir miissen zeigen: ist xq € [a, ], so ist
F(x)—F(xo) .
Q(,f) — ?00 ful“ X ?_é o
f(zo) fiir x = xo
stetig in xg, d.h.
Ve>0 35>0 Vzelab:|r—mx|<d=|Q)— f(zy)| <e.

Ist x # g, so folgt unter Benutzung von (x):

B ff dt — f f(t) fx 1dt
F(.’IJ) _F<x0) B f(xO) _ a — f(x(]) LUO_
x xo x i) T o
[ f(t)dt — ff(xo)dt f f(t) — f(zo)dt
- |z — x| - |z — x|
sup{|f(t) — f(zo)| | t € I:co,:v}

< |z — w0 P——

= sup{[f(t) — f(zo)| [ € Loy}
wobei
[ [xo,x] falls z > xg,
o [z, o] falls x < xo.
Sei € > 0. Wegen der Stetigkeit von f existiert ein 6 > 0 mit | f(¢)— f(z0)| < €, falls [t—xo| < 6.
Ist | — xo| < 0, so folgt sup{|f(t) — f(zo)| | t € L4y} < €. Also folgt fiir alle z € [a, b] mit
|z — zo] < d: |Q(x) — f(z0)] <€, d.h. Q ist stetig in xo. 0
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Definition 5.2.2. Sei f : D — R, D C R eine Funktion. Eine Funktion F' : D — R heif}t
Stammfunktion von f, falls F'(x) = f(z), fiir alle x € D.

Satz 5.2.3. Ist I ein beliebiges Intervall und F,G : I — R Stammfunktionen von f : 1 — R.
Dann existiert eine Konstante ¢ € R mit F = G + c.

Beweis. Da F,G Stammfunktionen von f sind, folgt:
(F-GQ)=F -G =f-f=0.
Da I ein Intervall ist, folgt mit Hilfe des Mittelwertsatzes 4.4.5, dass F' — (G eine konstante

Funktion ist. 0

Bemerkung. Ist f [a,b] — R stetig, so existiert wegen des Hauptsatzes eine Stamm-
X

funktion, ndmlich F(z f f(t)dt. Aus dem Hauptsatz ergibt sich zusammen mit Satz 5.2.3

folgender wichtiger Satz:
Satz 5.2.4. Sei f : [a,b] — R stetig und F' eine beliebige Stammfunktion. Dann gilt:

b
/f(t)dt = F(b) — F(a) =: F(x)

T
Beweis.  Wegen des Hauptsatzes ist [ f(¢)dt eine Stammfunktion von f. Wegen Satz 5.2.3

a
existiert daher eine Konstante ¢ € R mit

/f(t)dt = F(x) +c.

Setzen wir x = a, so erhalten wir: ¢ = —F(a). Daher ist

U
Beispiel.
f F (Stammfunktion von f)
z®, a#—1 %Hxa—&-l
1
2 log =
PRz %eax
Ccos T sinzx
sinzx —CcoSzT
12 tan
COS
- 12 —cotx
SN~ xr
1 .
arcsin x
1—zx2
- k
> arx Z k+1 xk
k=0
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5.3 Integrationsregeln

Satz 5.3.1 (Partielle Integration).
Sei f : [a,b] — R stetig mit einer Stammfunktion F und g : [a,b] — R stetig differenzierbar.
Dann gilt:

b

a

b b
[ 1@ gwae=r-g| - [ Fag@as.

Beweis.  Wegen der Produktregel 4.3.1 gilt:
(F-g9)=F-g+F-gd=f-g+F-¢.
Daraus folgt:

F(x)g'(x)dx.

Se—_ o

(F-g)(b) — (F - g)(a) = / f(@)g(@)dz +

U

Beispiel.  Sein > 2 und sin™(z) := (sinz)". Dann erhalten wir durch partielle Integration:

T s

/sin”(;r) de = /sin(w) -sin" " (z) dz
0 0
= —cos(z)-sin" (z ! n— cos(z) sin" 2(z) - cos(z)dx
=~ cos(a) s (o) 1>0/ (¢) sin™2(z) - cos(z)d
=0
= (n—1) /COSQ(.I) sin"%(z) dz = (n — 1) /(1 — sin?(x)) sin" % (z) dx
0 0

Daraus folgt:

™
Insbesondere erhalten wir fiir n = 2: [ sin?(z) do = %71.

0
Eine weitere wichtige Regel ist die Substitutionsregel.

Satz 5.3.2. Sei f : [c,d] — R stetig und g : [a,b] — [c,d] stetig differenzierbar. Dann gilt:
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Beweis.  Sei F' Stammfunktion von f, so folgt aus der Kettenregel:
(F'og)'(t)=F'(g(t) - g'(t).

Daraus folgt:

5.4 Uneigentliche Integrale

Wir hatten bisher nur Integrale fiir Regelfunktionen auf kompakten Intervallen erklért. Der
Grund dafiir besteht darin, dass auf nicht kompakten Intervallen stetige oder differenzierbare
Funktionen im Allgemeinen keine gleichméflige Approximation durch Treppenfunktionen be-
sitzen (ein Beispiel ist eine auf einem offenen Intervall stetige aber unbeschriankte Funktion).
In diesem Falle definieren wir das Integral durch “Ausschépfung” iiber kompakte Teilinter-
valle.

Definition 5.4.1. Sei —oo < a <b<oound f:[a,b) = R mit f € R([a,c]) fir alle ¢ < b.
Betrachte fiir jedes ¢ < b das Integral

Flc) == /cf(x)dx.

Existiert der Grenzwert lim F'(¢) € R, so heifit dieser Grenzwert das uneigentliche Integral

c—
von f auf [a,b]. Man schreibt

/bf(x)dx = £1£rl1)/cf(x)dac

Analog definiert man das Integral im Falle —co < a < b < oo und f : (a,b] — R mit
f € R([c,b]) fiir alle ¢ > a als

b b

/f(x)d:v = lim [ f(x)dz,

c—a
a c

falls der Grenzwert existiert und endlich ist.
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Sei —oo <a<b<oound f:(a,b) - R mit f € R([e,d]) fiir alle a < ¢ < d < b. Existieren

fiir ein ¢ € (a, b) die uneigentlichen Integrale f f(z)dz und f f(z)dx, so definiere

a

/b f(z)dz = / F(z)da + /b F(z)da

Dabei hingt der Wert des Integrals nicht von der Wahl von ¢ € (a,b) ab.
Beispiele.

o0
1. Sei a € R. Das Integral [ x%d:n existiert genau dann, falls @ > 1. Denn fiir ¢ > 1 gilt:
1

c

ﬁxlf& falls e # 1,

[ 1
/adl' == c 1
1 v log x falls « =1,

1

(et —1) fallsa #1,
logc falls a = 1.

Ist a <1, so existiert das Integral nicht. Fiir o > 1 ergibt sich:
(&
1 1
lim / —dx =
c—00 x o —
1

2. Das Integral [ x% existiert genau dann, falls & < 1. Denn
0

—_

1

& —logc a=1.

id:):: {1_10((1—01_0‘) a#1,

Also existiert das Integral nicht, falls « > 1. Fiir a < 1 folgt:

1
—dx = lim —dw = .
c—)O 1—«
o0
3. [ e **dx existiert genau dann, falls & > 0, denn
0
r 1
/ea‘”dx =——e ¥ =——(e*=1)
@ 0 e
0
Insbesondere gilt, falls o > 0:
[e.e] C
1
/e_o‘xdzv = lim [ e *dx = —.
c—00 o

0 0
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+oo d
r
4. f T+22 = ™, denn
—00

[

/ dx )
—— =arctanzx
14+ 22

0

c

T
= arctanc — 5 fir ¢ — +o0

0

und analog

0
d
/ v :—arctanb—>z fir b — —oo0.
1+ 22 2
b

Fir die Existenz uneigentlicher Integrale ist das folgende Majorantenkriterium niitzlich.

Satz 5.4.2. Es seia < b < oo und f : [a,b) — R eine Funktion mit f € R([a,c]) fir alle
b
c € la,b). Es sei g : [a,b) — [0,00) eine nicht-negative Funktion, fir die das Integral [ o(z)dz
b

ezistiert. Ist |f(z)| < ¢(x) fir alle z € [a,b), so existiert auch [ f(z)dzx.

a
Beweis. Es seien s,t € [a,b), so gilt

< ]\f(x)\dx

S

_ j () dz — / o(2)dz|

a

tn
Ist nun ¢, € [a,b) eine Folge mit lim ¢, = b, so ist [ p(z)dz eine Cauchyfolge und somit ist
n—oo a

tn
auch [ f(z)dz eine Cauchyfolge.
a

Sn
Ist s, € [a,b) eine weitere Folge mit 1i_>m $p = b, so existiert auch der Grenzwert [ f(z)dz
n oo
a

und wegen
tn Sn tn Sn
/f(:v)dac - /f(:n)dx < /cp(a:)d:r - /gp(m)c& — 0 fir n — o0
stimmen die beiden Grenzwerte iiberein. U

Beispiel. Betrachte fiir o > 0 das uneigentliche Integral (Gammafunktion)

INa) = /to‘_le_tdt.
0
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1 00

Dieses Integral besteht aus den uneigentlichen Integralen [t®~le~'dt und [ t*~le~'dt. Beide
0 1

Integrale existieren, denn [t*~le™| < t*~! fiir ¢t € (0,1] und wegen des obigen Beispiels 2

1
existiert f t*1dt, denn 1 — a < 1. AuBerdem existiert eine Konstante ¢ > 0 mit t* te™* <
0

ce™¥? fiir t > 1, denn tlim tole=t/2 = 0. Also existiert wegen des Beispiels 3 und des
—00
o0

Majorantenkriteriums auch das Integral [ ¢t*~letdL.

Die Gammafunktion I' : R, — R hat folglende Eigenschaften.
Satz 5.4.3.

(a) T'(a+1) = al'(),

(b) T(n)=(n—1)! firneN.
Beweis.

(a) Sei 0 < € < R < 00, so folgt mittels partieller Integration

R R

R
/t"‘e—tdt = —t% ! —i—a/to‘_le_tdt.
€

€ €

Bilden wir die Grenziibergénge ¢ — 0 und R — 00, so erhalten wir die Behauptung.

(b) Der Beweis von (b) folgt durch Induktion, denn I'(1) = [ e 'dt = 1.
0
Ist nun I'(n) = (n — 1)!, so folgt mit (a): I'(n + 1) = nI'(n) = nl.

0

Bemerkung. Die Gammafunktion ist wegen obiger Eigenschaft eine Interpolation der
Funktion n — n!, die nur fiir natiirliche Zahlen definiert ist.
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Kapitel 6

Funktionenfolgen

Uber Folgen von reellen Zahlen hinaus sind Folgen von Funktionen von grofer Bedeutung.
Diese haben wir schon in den letzten Kapiteln betrachtet. Insbesondere kann man Potenzrei-
hen als Grenzfunktionen ihrer Partialsummenfolgen interpretieren. Wir wollen nun allgemeine
Funktionenfolgen und ihr Konvergenzverhalten untersuchen.

6.1 Punktweise und gleichmiflige Konvergenz

Definition 6.1.1. Sei M eine Menge, und fiir jedes n € N sei eine Funktion f, : M — C
gegeben.

(a) Die Folge von Funktionen f, : M — C heifit punktweise konvergent, falls fiir jedes
x € M die Zahlenfolge (f,(z))nen konvergiert. Die Grenzfunktion f : M — C mit
f(z) = li_>m fn(z) heifit punktweiser Grenzwert der Folge (fy).

n—oo

(b) Die Folge von Funktionen f,, : M — C heifit gleichmdj$ig konvergent gegen f : M — C,
falls zu jedem € > 0 ein ng € N existiert mit |f,(z) — f(z)| < € fur alle n > ng und fiir
allex € M.

Bemerkung. Im Gegensatz zur punktweisen Konvergenz, mufl es bei der gleichméfligen
Konvergenz zu vorgegebenem € > 0 ein ny € N geben, unabhéngig von x, mit | f,,(z)—f(z)| < €
fiir alle n > ng. Anschaulich bedeutet dies, dass fiir jedes € > 0 die Graphen der Funktionen
fn ab einem ng in einem e- Schlauch um die Grenzfunktion f liegen, siche Abb. 6.1.
Folgendes einfache Kriterium ist niitzlich fiir die Charakterisierung der gleichméfBigen Kon-
vergenz.

Satz 6.1.2. Sei f, : M — C eine Funktionenfolge und f : M — C eine Funktion. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent

(1) fn konvergiert gleichmdfig gegen f.
(2) ||f — full ist eine Nullfolge, wobei
Lf = fall = sup{[f(z) = fu(x)| |z € M}
die Supremumsnorm von f — f, auf M bezeichnet.

Beispiele.
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Abbildung 6.2:

Sei fp, : [0,1] — R eine Funktionenfolge mit f,(z) = z™. Fiir jedes x € [0, 1] ist die Folge
(fn(z)) konvergent und es gilt:

0 fi €10,1),
tim fu() =4 0 o0

n—oo 1 firz=1.

Diese Folge ist nicht gleichm#fig konvergent, d.h. es existiert ein € > 0, fiir das kein ng €
N existiert, ab dem die Funktionen f,, in einem e-Schlauch um f liegen. Es existiert also
ein € > 0, so dass fiir alle ng € Neinn > ng und z € [0, 1] existiert mit | f,(z)— f(x)| > e.

Zu ng € N betrachte © = "Q/g > 0. Dann gilt fiir n = ng : fyy(z) = 3 und f(z) = 0.
Insbesondere ist |f,,(z) — f(z)| > 3.

Auf [O, %} konvergiert hingegen die Funktionenfolge f,(x) = 2™ gleichméBig. Denn da
z — 2" auf [0, 3] monoton ist, gilt: [z — 0] < (%)n Da (%)n eine Nullfolge ist, folgt
die Behauptung.
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(c) Sei f, = R — R definiert durch f,(z) =

Ewl
Da |f,(2)| < %% = L fiir alle z € R, konvergiert f, gleichmBig gegen f = 0.

n2

(d) Sei
Z ag(z — zo)k
k=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 (siehe Abschnitt 2.7). Dann konvergiert
fiir jedes 0 < r < R die Folge der Partialsummen

n
pn(2) = Zak(z’ — 2)"
k=0
gleichméBig auf der abgeschlossenen Kreisscheibe B(zg,r) := {z | |z — 20| < r} gegen

p(z) = 3 an(z — 20,
k=0

denn
o (o)

() =) < S Jarllz =20l < S Jarlt.

Da wegen Satz 2.7.2 Potenzreihen innerhalb des Konvergenzkreises absolut konvergieren,

o0 o
konvergiert auch die Reihe Y |ag|r¥. Insbesondere ist b, := 3. |ax|r* eine Nullfolge.
k=0 k=n+1

Wir haben gesehen, dass Cauchyfolgen komplexer Zahlen konvergieren. Dieses Cauchykriteri-
um liefert ein Kriterium fiir die gleichméfige Konvergenz von Funktionenfolgen. Wie bei den
komplexen Zahlen, besteht der Vorteil dieses Kriteriums darin, dass man die Grenzfunktion
nicht kennen muss.

Satz 6.1.3. Sei f, : M — C eine Funktionenfolge, so sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Es existiert eine Funktion f : M — C, so dass die Funktionenfolge f, : M — C
gleichmdfig gegen f : M — C konvergiert.

(2) Die Funktionenfolge f, : M — C ist eine Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm,
d.h. zu jedem € > 0 existiert ein ng mit

1fn = fmll <€
fir alle n,m > nyg.

Beweis.  Sei zunéchst (1) erfiillt, so existiert ein ng € N mit

€
Al < &
fiir alle n > ng. Also gilt fiir n,m > ng:

||fn_fm|| < ||fn_f” + Hfm—fH < €.
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Sei nun (2) erfiillt. Dann ist fiir jedes x € M die Folge f,(z) eine Cauchyfolge komplexer
Zahlen, denn fiir alle n,m € N ist |f,(2) — fin(2)] < ||fn — fml||- Insbesondere existiert fiir
jedes x € M der Grenzwert dieser Zahlenfolge. Definiere f : M — C durch

fx):= lim f,(z).

Nun miissen wir noch zeigen, dass (f,) gleichmifig gegen f konvergiert. Ist € > 0, so wihle
ng € N so, dass

1 fn = fmll <€
Dann gilt fiir alle n,m > ng und x € M:
(@) = f(@)] < |fo() = fn ()| + | fn(2) = f(@)] < €+ | fmnlz) = f(2)]-
Da fiir jedes feste x € M gilt: W%gnoo | fm(x) — f(x)| = 0, folgt auch:

[fn(z) — f(2)] <,
fiir alle z € M. U

Zum Schluss dieses Abschnittes wollen wir noch ohne Beweis den Weierstralschen Approxima-
tionssatz festhalten. Er besagt, dass stetige Funktionen auf Intervallen sich durch Polynome
gleichméBig approximieren lassen. Genauer gilt:

Satz 6.1.4. (Weierstrafischer Approximationssatz, siche Konigsberger, Band 1, S.313)
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann existiert zu jedem € > 0 ein Polynom p :
[a,b] — R mit

If —pll <e

6.2 Gleichmiflige Konvergenz und Vertauschung von Grenzprozessen

Wir werden nun sehen, dass sich unter gleichméfliger Konvergenz gewisse Eigenschaften von
Funktionenfolgen auf ihre Grenzwerte iibertragen lassen.

Satz 6.2.1. Sei D C C und f, : D — C eine gleichmdjf$ig konvergente Folge stetiger Funk-
tionen mit Grenzwert f. Dann ist f : D — C stetig.

Beweis. Seia € D. Fiir jedes x € M gilt:
[f(@) = fla)] < [f(@) = ful@)| + | fu(x) = fla)|
< |f(@) = fo(@)| + | fa(z) = fula)| + [fula) = f(a)].
Sei € > 0. Dann existiert wegen der gleichméfigen Konvergenz der Folge f, ein n € N, so dass
() = fa(y)l < ¢/3
fiir alle y € D . Wegen der Stetigkeit von f,, existiert ein § > 0, so dass
|fn($) - fn(a)| < 6/3
fir alle z € B(a,0). Dann folgt:
[f (@) = fla)| < |f(x) = fa(@)| + [fu(z) = fula)[ + |fnla) — fla)| < €/3+€/3+€/3=¢
fir alle z € B(a,d). Somit ist f stetig in a. [J
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Bemerkungen.

(a) Aus der Stetigkeit der Funktionen f, und der Grenzfunktion f folgt, dass sich die

Grenzprozesse lim lim vertauschen lassen , denn
T—a N—0o0

lim - lim fo(2) = lim f(z) = f(a) = lim fu(e) = lim lim fo(z).
(b) Der Grenzwert einer punktweise konvergenten Folge stetiger Funktionen ist im allge-
meinen nicht stetig, wie das Beispiel der Funktionenfolge f, : [0, 1] — R mit f,(z) = ="
zeigt.

(c) Auf der anderen Seite existieren Beispiele von nur punktweise konvergenten Folge ste-
tiger Funktionen, die gegen eine stetige Funktion konvergiert. Betrachte dazu die auf
M =0, 2] durch

nr fur0<x§n,

_ a1 2
fnlz) = 2—nz fir > <z<;2,
0 fir 2 <2 <2

definierte Funktionenfolge. Dann gilt: li_>m fn(x) = 0 fiir alle x € M. Denn ist z > 0,
n oo

so existiert ein ng € N mit n% < x. Somit ist f,(x) = 0 fiir alle n > ngy. Fir z = 0 ist
fn(x) = 0 fiir alle n € N. Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert nicht gleichméBig gegen
0, denn fiir jedes n € N gibt es z = L mit ‘fn (l) — 0‘ =1.

Satz 6.2.2. Sei f, € R([a,b]) eine Folge von Regelfunktionen, die gleichmdffig gegen f :
[a,b] = R konvergiert. Dann ist f € R(]a,b]) und es gilt

/ f= lim [ f,.
n—oo
Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass f eine Regelfunktion ist, d.h. zu jedem € > 0 existiert

eine Treppenfunktion ¢ mit ||¢ — f|| < e. Dazu wéhle n € N so gro8, dass ||f — fu|| < 5. Da
fn eine Regelfunktion ist, existiert eine Treppenfunktion ¢ mit ||f, — ¢|| < 5. Also folgt:

N =@l < IIf = full + [[fn — el <e
AuBlerdem gilt fiir alle Regelfunktionen g € R([a, b)) :

[ o] < @l

Betrachte dazu eine Folge von Treppenfunktionen ¢, € T'([a,b]) mit lim ||¢,—g|| = 0. Dann
n—o0

folgt:
o™ | [

Dabei folgt das letzte Gleichheitszeichen aus der Abschitzung

Def
Jef hm

< lim {|on[|(b—a) = [[g]|(b -

| Henll = [lgll | < llen = gll.
Damit erhalten wir:

‘/f—/fn Z‘/(f—fn)

fiir n — oo. U

<|lf = full(b—a) =0
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0

Wir haben gesehen, dass eine gleichmifig konvergente Funktionenfolge von stetigen Funktio-
nen eine stetige Funktion als Grenzwert besitzt. In wieweit lassen sich entsprechende Aussagen
fiir differenzierbare Funktionen beweisen?

Genauer: Sei f,, eine auf [a, b] gleichmé&Big konvergente Folge von differenzierbaren Funktionen.
Gilt dann:

(1) le fn(x) = f(z) ist differenzierbar?
(2) Ist f differenzierbar, ist dann li_>m fi(x) = f'(x)?

Beide Fragen sind mit nein zu beantworten:

(1) z.B. lasst sich f(x) = |z| auf I = [-1, 1] gleichmiBig durch differenzierbare Funktionen,
ja sogar durch Polynome (Weierstrafischer Approximationssatz 6.1.4) approximieren.

(2) Sei I =10,7], fn(z) = % Dann gilt: || fn|| = %, d.h. f,, konvergiert gleichméaflig gegen

0. Die Funktionenfolge f} (x) = cosnz konvergiert nicht einmal punktweise (betrachte

zum Beispiel 2 = 7).

Es gilt der folgende Satz:

Satz 6.2.3. Sei f, € C'([a,b]) eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen mit den
Figenschaften:

(1) fl konvergiert gleichmdfig.
(2) Es ezistiert ein xq € [a,b], so dass die Zahlenfolge fy(x¢) konvergiert.

Dann konvergiert die Funktionenfolge f, gleichmdflig gegen eine differenzierbare Funktion f
und es gilt

Fy=(Jim f2) (@)= lim (),

—00
Beweis. Sei g(s) :== li_>m f1(s) fir s € [a,b]. Dann ist g eine stetige Funktion. Aus dem
n—oo

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung angewandt auf f,, folgt:
ful@) = [ fa5)ds+ faoo).
o

Da f] gleichmiiBig gegen g konvergiert, folgt aus Satz 6.2.2:

T

Jim () = [ (s)ds+ lim f(a0) = (o).

Diese Konvergenz ist gleichméfig, denn

T

o) = @)l = | [ F2(5)ds + fulo) = [ g(s)ds = Jim fu(wo)

zo

=| 206~ atos + futen) - i, (a0

<z —=zo| [If}, — gl + [ fu(x0) — Jim fn(z0)l-
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Da g stetig ist, ist f wegen des Hauptsatzes differenzierbar und es gilt:

f'(z) = g(z) = lim f(x).

n—o0

Bemerkung.

Dies liefert einen anderen Beweis dafiir, dass man Potenzreihen gliedweise differenzieren darf.
Die Ableitung der Partialsummenfolge einer Potenzreihe ist ndmlich ebenfalls gleichméfig
konvergent.
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Kapitel 7

Vektorraume

7.1 Grundlegende Definitionen

Eine wichtiger grundlegender Begriff in Physik und Mathematik ist der Begriff der Gruppe.

Definition 7.1.1. Eine Gruppe ist ein Paar (G, -), bestehend aus einer Menge G und einer
Verkniipfung (oder Komposition) - auf G, d.h. einer Abbildung

T GxGE—G
mit folgenden Eigenschaften (Gruppenaxiomen):
1. Fir alle z,y,z € G gilt (x-y) -z =2 (y-2) (Assoziativgesetz).
2. Es gibt ein Element e € G (neutrales Element von G) mit e - x = z fiir alle x € G.
3. Zu jedem z € G gibt es ein 2’ € G (inverses Element zu z) mit ' -z = e.
Eine Gruppe heifit abelsch, falls z -y = y - x fiir alle z,y € G (Kommutativgesetz).
Der Einfachheit halber werden wir oft xy statt x - y schreiben.

Satz 7.1.2. Es sei (G,-) eine Gruppe, so gilt:

1. Ist e € G ein neutrales Element, so gilt xe = x fiir alle v € X.
2. Das neutrale Element ist eindeutig bestimmit.
3. Ist 2’ invers zu x, so gilt auch xz' = e.

4. Zu jedem x € G g¢ibt es genau ein inverses Element x', das man mit =1 bezeichnet.

Beweis.

zu 3.z’ = e(zx’) = (2"2")(x2!) = 2"(2/ (x2))) = 2" (('x)2’) = 2" (ex!) = 2”2’ = e, wobei
x” = (2')" bezeichnet.

zu l. ze = z(2'z) = (za’)x = ex = .

zu 2. Sei € weiteres neutrales Element. Dann folgern wir aus Teil 1: eé = e. Da e neutrales
Element ist, erhalten wir nach Definition: eé = €. Also ist e = €.

139
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zu 4. Es seien 2/, 7 inverse Elemente zu x. Dann folgt:

Beispiele fiir Gruppen:
1. Die Menge R der reellen Zahlen ist eine abelsche Gruppe mit der Verkniipfung
(x,y) > z+y.
Das neutrale Element ist 0, das inverse Element ist 271 = —zx.
2. Q*=Q\ {0} und R* =R\ {0} mit der Verkniipfung
(z,y) > x-y

sind abelsche Gruppen mit neutralem Element 1 und inversem Element z~! =

] =

3. Sei M eine Menge und
S(M)=A{f1|f: M — M bijektive Abbildung}.

Dann ist S(M) mit der Verkniipfung

(f.9) = fog

von Abbildungen eine Gruppe. Das neutrale Element ist die Identitdt idys auf M, defi-
niert durch idys(x) = z fiir alle x € M. Das inverse Element zu f ist ihre inverse Ab-
bildung f~!. Die Gruppe (S(M), o) heifit die Gruppe der Permutationen von M oder
auch die symmetrische Gruppe von M. Ist M = {1,...,n}, so schreibt man S,, = S(M).
Die Gruppe .S, ist nicht abelsch, falls n > 3.

Definition 7.1.3. Sei (G, -) eine Gruppe. Eine nichtleere Teilmenge H C G heifit Untergruppe
von G, falls Folgendes gilt:

1. H ist abgeschlossen beziiglich der Gruppenoperation auf G, d.h. fiir alle hy,ho € H
folgt hiho € H.

2. Fiir jedes h € H ist auch h=! € H.

Bemerkung. Jede Untergruppe H von G ist mit der Gruppenoperation auf G wieder eine
Gruppe. Wegen 1.4-2. mit h € H auch e = hh™! € H.

Beispiele.

1. Ist G eine Gruppe, so sind {e} und G trivialerweise Untergruppen. Sie heiflen triviale
Untergruppen.

2. Die Menge Z der ganzen Zahlen ist Untergruppe der reellen Zahlen.



11. Oktober 2024 141

3. Die Menge
D(C)={f:C—=C| f(z) =e%z, ¢ €R}

ist eine Untergruppe von (S(C), o). Jede Abbildung f € D(C) ist némlich bijektiv und

fiir alle f1, f2 € D(C) mit f1(z) = €1z und fa(z) = €¥2z ist auch f; 0 fo € D(C), denn
fio fa(z) = eiP1eiv2 5 — ilprten) o

Auflerdem ist fiir jedes f € S(C) mit f(z) = ez auch f~! € S(C), denn f~1(2) =

e ¥z,

Nun kommen wir zu dem wichtigen Begriff des Vektorraumes. In der Schule wurde die Vektor-
rechnung hauptsichlich zur Beschreibung von Geraden oder Ebenen im R? benutzt. Jedoch
findet der Vektorraumbegriff in Physik und Mathematik in einem weit gréfleren Bereich seine
Anwendung. Wichtige Beispiele sind Losungsmengen von linearen Differentialgleichungen. In
der Quantenmechanik spielen gewisse “unendlichdimensionale” Vektorrdume (Hilbertraume)
eine zentrale Rolle. Wir wollen nun den Begriff des Vektorraumes auf ein klares Fundament
stellen und uns seiner mathematischen Beschreibung zuwenden.

Ein Vektorraum V triagt die Struktur einer abelsche Gruppe. Seine Elemente nennen wir Vek-
toren. Des weiteren ist eine Multiplikation dieser Vektoren mit Elementen aus einem Korper
definiert. Die Elemente aus dem Korper heiflen Skalare. Genauer gilt:

Definition 7.1.4. Eine abelsche Gruppe (V,+) heifit Vektorraum dber dem Kérper K, falls
eine Abbildung (skalare Multiplikation)

KxV — V
(,x) — a-x
erkldrt ist. Fiir die skalare Multiplikation sollen folgende Regeln gelten:
1. (a+p) z=a-x+ -z,
2. a-(z+y)=a-z+a-y,
3. a-(B-z) = (af) -,
4. 1.z ==,
fur alle o, 5 € K, x,y € V.

Bemerkung. In diesem Skriptum wird K meistens der Korper der reellen oder komplexen
Zahlen sein. In gewissen Anwendungen, wie zum Beispiel in der Kryptographie, spielen auch
endliche Kérper eine wichtige Rolle.

Beispiele.
1. Sei K ein Korper. Sei n € N, so ist
K'=Kx..xK={(x1,...,z,) |2; € K, 1 <i<n}
S———
n—mal

ein Vektorraum iiber K mit

r+y=(r1+y,T2+y2,...,Tn+Yn)
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und
ar = (axy, azg,...,aTy,)

fir « € K und z,y € K". Insbesondere ist K' = K auch ein Vektorraum iiber sich
selbst.

2. Sei M eine Menge und V ein Vektorraum iiber K. Definiere
VM .= {f|f: M —V Abbildung} .
Definiere eine Addition auf VM durch

(f +9)(x) := fz) +g(x)

und eine skalare Multiplikation durch

(af)(@) = af(z)
fir « € K und f,g € VM. Dann ist VM ein Vektorraum iiber K, denn

a) VM ist eine abelsche Gruppe. Diese Eigenschaft folgt unmittelbar aus der Defini-
tion der Addition. Die Gruppeneigenschaften von V iibertragen sich auf VM. Der
Nullvektor ist die Nullabbildung.

b) Die skalare Multiplikation erfiillt die oben genannten Axiome.

Bemerkung. Das Beispiel 1 lisst sich als Spezialfall von Beispiel 2 auffassen. Denn ist
M ={1,...,n}, so bestimmt jede Abbildung f: M — K ein n-Tupel

Auf der anderen Seite bestimmt jedes n-Tupel (z7...z,) € K" eine Abbildung f € V™ mit

F() = a1, f(n) = 2.

Die Addition der Abbildungen entspricht der Addition von n-Tupeln. Die skalare Multiplika-
tion einer Abbildung entspricht der skalaren Multiplikation eines n-Tupels.

Aus den Vektorraumaxiomen lassen sich folgende Rechenregeln ableiten.

Satz 7.1.5. Sei V' ein Vektorraum iiber K und mit O bzw. Oy seien die 0 in K bzw. V
bezeichnet. Dann gilt:

1. Og -z =0y, fir allex € V.

2. a0y =0y, fir alle a € K.

3. (—1) -z =—x, fir allex € V.

4. Ista-x =0 fira € K und x € V, so folgt: « = 0 oder x = Oy .

Bemerkung. Wenn es aus dem Zusammenhang klar ist, werden wir die 0 nicht zusétzlich
kennzeichnen. Insbesondere werden wir im folgenden Beweis darauf verzichten.
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Beweis. Esseix € V,a € K. Dann folgt:
1.0-2=(0+40)-2=0-240-2 und damit ist 0-z = 0.
2.a-0=a-04+0)=a-0+a«a-0.
x4+ (-1)-z=1-24+(-1)-2=(14+(-1)-2=0-2=0,dh. (-1) -z = —x.
4, Esseia-z=0und a #0,so0 folgt: t =1-2 = (a™!-

Von grofier Bedeutung ist der Begriff des Untervektorraumes ( Unterraum, Teilraum).

Definition 7.1.6. Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Eine nichtleere Teilmenge U C
V hei3t Unterraum, falls U abgeschlossen beziiglich der Addition und skalaren Multiplikation
in V ist, d.h

a) firallex,y e Ugilt: c+yeU .
b) fiir alle & € K und fiir alle x € U gilt: ax € U.
Bemerkungen.
1. Aus der Definition folgt, dass U mit der Struktur von V ein Vektorraum ist. Denn fiir
jedes y € U, ist auch das inverse Element —y = (—1)y € U. Wegen a) ist somit auch
der Nullvektor in U. Die iibrigen Vektorraumaxiome gelten insbesondere in U, da sie in

V gelten.

2. Die beiden definierenden Eigenschaften eines Unterraumes entsprechen genau dem Su-
perpositionsprinzip in der Physik. Dies wird besonders in Beispiel 7) deutlich.

Beispiele.

1. Ist V ein Vektorraum, so sind {0} und V trivialerweise Unterrdume. Sie heiflen triviale
Unterrdume.

2. Unterrdume werden oft mittels gewisser linearer Gleichungssysteme definiert. Ist zum
Beispiel V = R?, so ist

U= {(x1,22) € R? | 1 + 29 = 0}
ein Unterraum von R2. Dagegen sind die Mengen
U={(z1,29) €ER? | 2o = 23} und U’ = {(x1,22) € R* | 25 > 0}
keine Unterriume von R2.

Viele wichtige Beispiele von Unterrdumen stammen aus der Analysis.
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Die Menge der Abbildungen
RVY={f|f:N=R}

ist nach obigem Beispiel ein Vektorraum iiber R. Er heifit Vektorraum der reellen Fol-
gen, denn jede Abbildung f € RY definiert eine Folge reeller Zahlen durch f(n) = z,.
Umgekehrt definiert jede Folge eine Abbildung f € RY. Dann ist die Menge der Null-
folgen

{f €eRY | f(n) = 0 fiir n — oo}

ein Unterraum von RY, denn Summen und skalare Vielfache von Nullfolgen sind Null-
folgen.

. Die Menge der stetigen Abbildungen

COR)={f:R—>R| f stetige Abbildung}

ist ein Unterraum aller Abbildungen R® := {f | f : R — R}. Ist [a,b] C R ein kom-
paktes Intervall, so ist die Menge T'([a,b]) der Treppenfunktionen ein Unterraum des
Vektorrdumes aller Abbildungen RI*Y .= {f | f : [a,b] — R}. Genauso ist die Men-
ge R([a,b]) der Regelfunktionen ein Unterraum des Vektorrdumes aller Abbildungen
Rl .= {f | f : [a,b] = R}. Sie umfassen alle Treppenfunktionen.

. Die Menge der stetig differenzierbaren Abbildungen

CY(R) = {f € C°(R) | f ist differenzierbar und f’ ist stetig}
ist Unterraum von C°(R). Im allgemeinen definiert man fiir k € N:
CH(R) = {f € C* 1| f ist k — mal differenzierbar, die k — te Ableitung f*) ist stetig}.

Dann ist C*(R) ist Unterraum von C*~'(R). Die Menge der unendlich oft differenzier-
baren Abbildungen

C*®(R) = {f € C°(R) | f unendlich oft differenzierbar}

ist Unterraum von C*(R) fiir alle k € N.

Sei K ein Korper.
Po(K)={pe K" | p(z) = Zail’i,az‘ € K}
=0

heiflen Polynomabbildungen (oder Polynome) vom Grad < n. P,(K) ist Unterraum von
KX. P,(R) ist sogar Unterraum von C*°(R).

Die Losungsmenge von homogenen linearen Differentialgleichungen bilden einen Un-
tervektorraum. Zum Beispiel ist

{feC?R) | f"+3f +2f =0}

ein Unterraum von C2(R), denn die Summe zweier Losungen und das skalare Vielfache
einer Losung ist wieder eine Losung (Superpositionsprinzip). Allgemeiner Typ einer
homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung (mit konstanten Koeffizienten)
ist:

anf™ 4 an_1 "N+ +aof =0, a; €R, f € C"(R).
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Durchschnitte von Unterrdumen sind Unterrdume. Genauer gilt:

Satz 7.1.7. Sei V ein Vektorraum tber K und P eine beliebige Menge von Unterrdumen von
V. Dann ist ithr Durchschnitt

(YU={ze€V|zeU firadle Ue P}
UeP

wieder ein Unterraum von V.

Bemerkung. Ist P ={U; C V | U; Unterraum, i € I}, wobei I eine Menge (Indexmenge)

ist, so schreibt man auch
(Ui statt [ U.

iel UeP
Beweis. Esist (| U#0, denn 0 € U fiir alle U € P.
Sei z,y € () U, ([ijflp xz,y € U fir alle U € P. Da jedes U € P ein Unterraum von V ist,
folgt auch liei y € U und az € U fir alle a € K und alle U € P. Dies zeigt, dass (| U
abgeschlossen beziiglich der Addition und skalaren Multiplikation ist. e U

Ein wichtiges Beispiel dazu ist der Begriff des Erzeugendensystems:
Definition 7.1.8. Sei £ C V eine beliebige Teilmenge eines Vektorraumes V. Dann heifit

Span(E) := ﬂ U

ECU
U Unterraum von V'

der von E aufgespannte (erzeugte) Unterraum. E heiBt Erzeugendensystem von V', falls
Span(E) = V.

Bemerkungen.

a) Span(F) ist der kleinste Unterraum, der die Menge F enthélt. Denn fiir jeden Unterraum
U von V mit E C U, folgt Span(FE) C U, denn Span(FE) liegt im Durchschnitt aller
Unterrdume, die F umfassen.

b) Span(f)) = 0.

Nun wollen wir zeigen, dass Span(E) mit dem Vektorraum, bestehend aus allen Linearkombi-
nationen von F, iibereinstimmt. Eine Linearkombination von F ist eine endliche Summe der

Form
g Qee.

eeE
Dabei sind die Koeffizienten a, € K mit «a, # 0 fiir héchstens endlich viele e € E. Ist

{er,o en} = {e € B | e # 0},

so gilt
Zaee =ie1 + ...+ ageg,
ecE
falls wir a; := a, setzen. Allerdings erweist sich die erste Schreibweise im Folgenden als

zweckmafBiger.
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Satz 7.1.9. Sei V ein Vektorraum iiber K und E C V. Definiere fiir E # ()

[E]: = {xEV|x:Zaee, ae € K, mita, #0
ecl
fiir hochstens endlich viele e € E}

und definiere [E] = {0}, falls E = (. Dann ist [E] ein Unterraum von V und es gilt:
Span(E) = [E] .

Beweis. Die Menge [E] ist abgeschlossen beziiglich der Addition. Betrachte dazu x =

> aceund y = > Bee mit ae, B € K und a, B # 0 fiir endliche viele e € E. Dann ist
eckE eck

rT+y= Z(ae + Be)e € [E],
eckE

denn c. = ae + B¢ # 0 fiir hochstens endlich viele e € F.
Genauso folgt, dass [E] abgeschlossen beziiglich der skalaren Multiplikation ist, denn ist z =
> ace eine Linearkombination von Vektoren aus E, so gilt dies auch fiir

ecE
ar = E aoee,

ecE

fiir alle @ € K. Damit ist [E] ein Unterraum von V', der die Menge E enthilt.
Sei nun U ein beliebiger Unterraum von V', der E enthélt, so enthélt er auch alle Linearkom-
binationen von E. Also ist [E] C U. Damit ist [E] der kleinste Vektorraum, der die Menge E
enthilt und somit ist [E] = Span(F). 0
Beispiel. V =R? E = {(1,0),(0,1)}. Dann ist

Span(E) = {z € R? | 2 = a1(1,0) + a2(0,1), a1, a3 € R} = R%

Definition 7.1.10. Sei £ € N und seien Uy, ..., U, Unterrdume von V', so heif3t
k
ZUi:Ul—I-...—i-Uk = Span(UluUQ...UUk)
i=1

die Summe der Unterrdume Uy, ..., U von V. Allgemeiner definiert man: Ist P eine Menge
von Unterrdumen von V', so heifit

ZU:zSpan(U U)

veP ueP

Summe der Unterrdume P, wobei |J U :={x €V | esgibt ein U € P mit z € U}.
UeP

Ubung:

a) U+ ...+ U ={z1+...+ag |z, €U, 1 <i <k}
Hinweis: Man beweise: die rechte Seite ist ein Unterraum von V. Auflerdem ist er der
kleinste Unterraum, der die Unterrdume Uy, ..., Uy enthéilt.
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b) Zeigen Sie: Sind Uy, Uy Unterrdume von V', so ist Uy U Uy im Allgemeinen kein Unter-
raum.

Auf den folgenden Begriff werden wir genauer in Abschnitt 7.3 eingehen.

Definition 7.1.11. Es sei U Unterraum von V. Ein Unterraum W von V heifit Komplement
von U, falls WNU = {0} und U + W = V. In diesem Falle schreibt man auch

V=UaoW

und nennt V die direkte Summe von U und W.

7.2 Basis und Dimension

Definition 7.2.1. Sei V ein Vektorraum iiber K. Eine Teilmenge E heifit linear unabhdngig
genau dann, falls der Nullvektor in V sich nur trivial aus Elementen von F kombinieren ldsst,
d.h. sind a, € K, mit «a, # 0 fiir hochstens endlich viele e € E, so folgt aus

Zaeezo

ecE
ae = 0 fiir alle e € E. Falls E nicht linear unabhéngig ist, so heifit E linear abhdngig.
Bemerkungen.
a) Ist E = {0} C V, so ist F linear abhéngig.

b) Ist E = (), so ist E linear unabhingig, denn in diesem Falle existiert keine Linearkom-
bination mit Elementen aus F, die den Nullvektor darstellt.

c¢) Eine endliche Menge E = {ej,..., ey} ist also genau dann linear unabhéngig, falls fiir
alle a; € K,i € {1,...,m}, aus
m
Z ;€ = 0
i=1

a1 = ... = qy =0 folgt.

Satz 7.2.2. Sei E C V eine Teilmenge eines Vektorraumes V. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

a) E ist linear unabhdngig.

b) Jeder Vektor x € Span(E) lisst sich auf genau eine Weise mit Vektoren aus E linear
darstellen, d.h. es existieren eindeutig bestimmte Skalare ae mit e # 0 fiir héchstens
endlich viele e € E, so dass

T = Z Qee.

eck

Beweis.  “a)=b)”
Sei E linear unabhingig und = € Span(E). Seien

x:Zaee:Zﬁee,

ecE e€R
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mit qg, B # 0 fiir hochstens endlich viele e € E zwei Linearkombinationen, die x darstellen.

Dann ist
0= E (ae - Be)@
ecE

wobei die Skalare ¢, := a, — B, fiir hochstens endlich viele e € E von null verschieden sind.
Daher ist ¢, = a. — 8. = 0 fiir alle e € F.

4Lb):>a)77
Sei nun b) erfiillt. Betrachte ) a.e = 0. Auf der anderen Seite lasst sich der Nullvektor auch
ecl
durch die triviale Linearkombination darstellen, d.h es gilt: >  See = 0 mit S, = 0 fiir alle
eck
e € E. Also folgt aus b): ae = 8. = 0 fiir alle e € E. U

Bemerkung. Ist F linear abhiingig, so ist jedes E' D E ebenfalls linear abhingig. Ist E
linear unabhéngig, so ist auch E’ C FE linear unabhéingig, insbesondere ist 0 ¢ E.

Beispiele.

1. Sei V ein Vektorraum, z € V. Dann gilt: {} ist genau dann linear unabhéngig, falls
x # 0, denn ist x # 0, so folgt aus ax = 0, « = 0. Ist = = 0, so folgt ax = 0 fiir alle
a € K, d.h. {z} ist linear abhéngig.

2. Sei K ein Korper und V = K™. Dann ist

i~te Stelle

E={ey,...,ep} mite; =(0,...,0, 1 ,0,...,0)
linear unabhéngig. Denn
n
Zaiei =(ag...,a,)=0
i=1
genau dann, wenn a1 = ... = a, = 0. Genauso sieht man, dass F ein Erzeugendensys-
tem von K" ist.
Es gibt eine weitere Kennzeichnung linear unabhéngiger Mengen.
Satz 7.2.3. Sei V' ein Vektorraum und E C V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
i) E ist linear unabhdngig.

ii) Aus E' G E folgt Span(E’) G Span(E), d.h. E ist minimales Erzeugendensystem von

Span(FE).
Beweis. “i) = ii)™:
Ist z € E\ F’, so ist ¢ ¢ Span(E’), denn sonst ist 1z = x = > «.e und somit ist E linear
ecE’
abhéngig.
i) = 1)
Angenommen, F ist linear abhéingig. Dann existiert eine Linearkombination ) a.e = 0 mit

eck
e, 7 0 fiir ein ey € E. Damit besitzt aber e, die Darstellung

ey = L Z aee € Span(E \ {ep}).

e e€E\{eo}
Insbesondere folgt: Span(E'\ {eg}) = Span(F) und somit ist £ nicht minimales Erzeugenden-
system von Span(FE). U
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Lemma 7.2.4. Sei E C V linear unabhingig, aber Span(E) # V. Dann ist EU{x} fiir jedes
x € V' \ Span(F) linear unabhdingig.
Beweis. Sei Y, ace+ax =0, fir « € K. Da x ¢ Span(FE) ist, ist « = 0. Da E linear

ecE
unabhéngig ist, folgt dann a, = 0 fiir alle e € E. U

Definition 7.2.5. Sei V ein Vektorraum und B C V. Dann heif3t B Basis von V genau dann,
wenn B ein linear unabhéingiges Erzeugendensystem von V ist, d.h. die Menge B ist linear
unabhéngig und Span(B) = V.
Beispiele.
1. Die leere Menge E = () ist Basis von V = {0}.
i-te Stelle

2. Ist K ein Korper, so ist {ej,...,e,} = Bmite; = (0,...,0, 1 ,0,...,0) eine Basis
von K".

3. {(1,2),(0,1)} ist eine Basis des R2.

4. Sei

PR)={p:R—=R|p(z)= Zaixi,n € No,a; € R}
i=0

der Vektorraum der reellen Polynome. Dann ist die Menge
E={l,z,2% 2% . .. ,2",...}
eine Basis von P(R). Die Elemente in E heiflen auch Monome.
Satz 7.2.6. Sei V ein Vektorraum und B C V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. B ist Basis von V.

2. B ist minimales Erzeugendensystem von V', d.h. Span(B) = V und keine kleinere Menge
erzeugt V. Ist also E' G B, so ist Span(E) # V.

3. B ist mazrimale linear unabhdngige Menge in V', d.h. ist E eine Teilmenge von V mit
B G E, soist E linear abhdngig.

Beweis. “1 < 27 folgt unmittelbar aus Satz 7.2.3. Betrachte dazu V' = Span(B).

“l = 3”: Sei B eine Basis von V. Dann ist B eine maximale linear unabhingige Menge.
Denn ist B G E C V, so existiert ein € E\ B. Da B eine Basis ist, ldsst sich 2 als
Linearkombination von Elementen aus B darstellen. Also ist

T = g Qee.

Insbesondere ist F linear abhéngig.

“3 = 17: Sei B maximale linear unabhéngige Menge in V. Dann muss B eine Basis sein,
denn sonst existiert ein x € V\ Span(B) und wegen Lemma 7.2.4 ist B U {z} = FE linear
unabhéngig. Somit wére B nicht die gréfite linear unabhéngige Teilmenge von V. U
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Nun wollen wir die Existenz einer Basis fiir einen beliebigen Vektorraum beweisen. Dafiir
erweist sich folgende Definition als sehr hilfreich.

Sei V' ein Vektorraum, F' C V eine linear unabhéngige Teilmenge und E D F' ein Erzeugen-
densystem von V. Man betrachte die Menge

P(F,E)={G |G linear unabhéngig, ' C G C E}

aller linear unabhéngigen Teilmengen zwischen I’ und F. Es wird sich herausstellen, dass die
“maximalen Elemente” in P(F, E) Basen von V darstellen.

Definition 7.2.7. B € P(F, E) heiit mazimal genau dann, wenn fiir alle B’ € P(F, E) mit
B C B’ folgt: B = B'.

Satz 7.2.8. Sei V ein Vektorraum, F C V eine linear unabhingige Teilmenge und £ O F
ein Erzeugendensystem von V. Ist B mazimal in P(F, E), so ist B eine Basis von V.

Beweis. Der Beweis dieser Aussage ist bis auf eine kleine Modifikation identisch mit dem
Beweis der Implikation “3 = 1” in Satz 7.2.6.

Sei also B € P(F, E) ein maximales Element. Dann muss B eine Basis sein, denn andernfalls
ist Span(B) & V. Aus Span(E) = V folgt dann die Existenz eines Elementes z € E'\ Span(B),
denn sonst wire Span(F) = Span(B). Wegen Lemma 7.2.4 ist B = BU{xz} linear unabhiingig.
Aber dann ist B keine maximale linear unabhéngige Teilmenge von E. 0

Satz 7.2.9. Sei F C E CV,V Vektorraum, F linear unabhingig und E Erzeugendensystem.
Dann existiert eine Basis B mit F C B C E.

Beweis.  Wir zeigen die Existenz eines maximalen Elementes. Betrachte F' € P(F, E). Ist
F nicht maximal, so gibt es F’ € P(F,E) mit F G F' C E. Ist F’ nicht maximal, so gibt es
ein F" € P(F,E) mit F' G F” C E. Auf dieser Weise produzieren wir eine Kette

/ 1
FCFGF'G..CE.

Ist E endlich und |E| = n die Anzahl ihrer Elemente, so muss diese Kette nach spétestens n
Schritten abbrechen. Somit erhalten wir ein maximales Element. Ist £ unendlich, so beweist
man die Existenz eines maximalen Elementes mit dem Zornschen Lemma. Dies entspricht
einem Axiom aus der Mengenlehre, dem sog. Auswahlaxiom. U

Wichtige Folgerungen hieraus kéonnen wir in folgendem Satz zusammenfassen.
Satz 7.2.10. Sei V ein Vektorraum. Dann gilt:
1. V besitzt eine Basis.

2. Jede linear unabhdingige Menge F' kann zu einer Basis erginzt werden, d.h. es gibt eine
Basis B mit F' C B.

3. Jedes Erzeugendensystem E enthdlt eine Basis.

4. (Basiserginzungssatz): Sei F' eine linear unabhingige Teilmenge und E ein Erzeugen-
densystem von V. Dann kann F durch eine Teilmenge B' C E zu einer Basis B = FUB’
erganzt werden.
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Beweis. Zum Beweis wihlen wir in Satz 7.2.9 die linear unabhéngige Teilmenge und das
Erzeugendensystem in geeigneter Weise.

zu 1) Die leere Menge () ist linear unabhingig und der Vektorraum V ist trivialerweise ein
Erzeugendensystem von V. Also ist jedes maximale Element in B((), V') eine Basis von
V.

zu 2) Ist B ein maximales Element in B(F, V), so ist B eine Basis, die F' enthélt.
zu 3) Ist B maximales Element in B((), E), so ist B eine Basis, die in E enthalten ist.

zu 4) Ist F ein Erzeugendensystem von V| so auch F'U E. Also ist jedes maximale Element
B in B(F,F U E) eine Basis mit

FCBCFULE.
Also existiert eine Teilmenge B\ F = B’ C E mit B=F U B'.
U

Nun wollen wir zeigen, dass in einem endlich erzeugten Vektorraum verschiedene Basen gleich
viele Elemente besitzen. Als Vorbereitung dazu dient das folgende Lemma. Es stellt in gewisser
Weise eine Prézisierung von Satz 7.2.10(4) dar.

Lemma 7.2.11. (Austauschlemma)
Sei V' ein Vektorraum, B C V eine Basis und E C V ein Erzeugendensystem. Dann folgt:
fiir alle b’ € B existiert ein e € E, so dass

(B\{'}) U {e}
eine Basis ist.

Beweis. Ist b/ € B, so ist B\ {0/} wegen Satz 7.2.6 kein Erzeugendensystem von V.
Insbesondere ist E ¢ Span(B \ {b'}). Dann existiert ein e € E mit e ¢ Span(B \ {'}) und
daher ist wegen Lemma 7.2.4 die Menge (B \ {b'}) U {e} linear unabhéngig.

Nun zeigen wir, dass Span((B \ {'}) U {e}) ein Erzeugendensystem von V ist: Es geniigt zu
zeigen: b’ € Span((B \ {V'}) U {e}), denn dann ist Span((B \ {v'}) U {e}) = Span(B). Da
e ¢ Span(B \ {b'}), aber B eine Basis von V ist, wird e durch eine Linearkombination der
Form

e = Z apb + ozb/b/

beB\{V'}
mit oy # 0 dargestellt. Somit besitzt o’ die Darstellung
1 1
b/ — o / .
o > apb e Span((B\{V'}) U{e})
be B\{b'}

0

Im Folgenden bezeichnen wir mit |M| die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge M.

Satz 7.2.12. (Austauschsatz)
Sei V' ein Vektorraum, B C V' eine Basis und E ein endliches Erzeugendensystem. Dann gibt
es eine Teilmenge B' C E mit B’ ist Basis und |B| = |B'|. Insbesondere ist |B| < |E]|.
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Bewets. Sei B eine Basis von V. Wir werden sukzessive die Elemente von B durch die
Elemente von E mit Hilfe des Austauschlemmas ersetzen.
Wegen des Austauschlemmas gibt es zu jedem by € B ein e; € E, so dass

BW = (B\ {b1}) U{e1}

cine Basis ist. Wenden wir nun das Austauschlemma auf B = B®) und E an, so kénnen wir
zu by € B\ {b1} ein ey € E, eg # e; wihlen, so dass auch

B® = (B\ {b1,by}) U{ey, 2}

eine Basis ist. Die iterative Anwendung dieses Verfahrens zeigt nun, dass die Basis B nicht
mehr Elemente als F enthélt. Denn hétte B mehr Elemente als F und ist E = {e1,..., e},
so wiirden wir nach n-maliger Anwendung des Austauschlemmas eine Basis

B™ = (B\ {by,...,b,})UE

erhalten mit B\ {b1,...,b,} # (. Damit wire wegen Satz 7.2.6 die Menge E als echte
Teilmenge von B(™ kein Erzeugendensytem von V. Also gilt: k := |B| < |E| = n und nach
k-maliger Anwendung des Austauschlemmas erhalten wir eine Basis

B :=BW® = {e,...,e;} C E.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir:

Satz 7.2.13. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum. Dann besitzt jede Basis die gleiche
Anzahl von Elementen.

Bewetis. Sei E ein endliches Erzeugendensystem von V und B eine Basis. Dann ist wegen
des Austauschsatzes 7.2.12 |B| < |E|. Ist B eine weitere Basis, so ist |B’| < |B|, denn B ist
ein endliches Erzeugendensystem. Genauso gilt: |B| < |B’|, denn B’ ist endliches Erzeugen-
densystem. U

Definition 7.2.14. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum und B eine Basis. Dann heifit
dimV := | B]|

die Dimension von V. Ist V nicht endlich erzeugt, so nennen wir V' unendlich dimensional
und schreiben
dimV = oo.

Beispiele.
1. Fiir den Nullraum V' = {0} ist die leere Menge eine Basis. Also ist dim V' = 0.
2. Sei K ein Korper und V. = K”. Dann ist dimV = n, denn B = {ej,...,e,} mit
i~te Stelle

e;=(0,...,0, 1 ,0,...,0) ist eine Basis.

3. V = C°(R) ist unendlich dimensional, denn z.B. enthilt C°(R) die Menge aller Polyno-
me P(R) = {p € RR | p(z) = Y a;2%, a; € R,n € N} als Unterraum.
i=0
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Satz 7.2.15. Ist V ein Vektorraum mit dimV = n, so gilt: Ist F linear unabhdingig, so ist
|F| < n. Ist E ein Erzeugendensystem, so ist |E| > n. Der Gleichheitsfall tritt nur dann ein,
falls F bzw. E eine Basis sind.

Beweis. Ist F linear unabhéngig, so folgt aus Satz 7.2.10(2) die Existenz einer Basis mit
F C B. Dann ist |F| < n und die Gleichheit wiirde F' = B implizieren. Aus Satz 7.2.10(3)
folgt, dass E eine Basis B enthélt und damit gilt: n < |E|. Ist n = |E| so folgt: £E=B. [

7.3 Lineare Komplemente und Dimensionsformel

Sei U C W ein Unterraum in einem Vektorraum W. Wir hatten einen Unterraum V C W ein
Komplement (lineares Komplement) von U genannt, falls

UNnvV={0tundU+V =W.
Wir schreiben auch U @V = W.

Lemma 7.3.1. Sei W = U & V. Dann ist fiir jedes x € W die Zerlegung x = x,, + x, mit
Ty € U und z, € V eindeutig bestimmit.

Beweis. Die Existenz der Zerlegung ist schon gezeigt (siche Ubung, S. 146). Sei x,, + 1z, =
xl, + ) mit x,, 2], € U und x,, 2}, € V. Daraus folgt: z, — 2}, =z, —x, e UNV = z,, = 2,
und x, = z.

O

Wir zeigen nun, dass jeder Unterraum ein Komplement besitzt.
Satz 7.3.2. Zu jedem Unterraum U von W existiert ein Komplement V.

Beweis. Sei By C U eine Basis von U. Nach Satz 7.2.10(2) kann B; zu einer Basis B von
W erginzt werden, d.h. es existiert By C W, so dass B = B; U By eine Basis von W ist.
Setze V := Span(Bs). Dann gilt: V. N U = {0}. Denn ist z € U NV, so ldsst sich x sowohl
als Linearkombination mit Elementen aus B; als auch mit Elementen aus By schreiben. Also

folgt
r = Z Ozbbz Zﬂbb

bEB; be B2

Durch Subtraktion der Gleichungen erhalten wir dann
0= Z apb + Z (—0Bp)b .
beB: beB>

Da die Menge B U By linear unabhéngig ist, sind alle Koeffizienten gleich 0. Also folgt auch
x = 0. Wegen
WoOU+V = Span(UUV) D Span(B;UBy) =W

erhalten wir: W =U + V. 1

Nun beweisen wir die folgende Dimensionsformel fiir die Summe U 4 V zweier endlich dimen-
sionaler Unterrdume von W.

Satz 7.3.3. (Dimensionsformel)
FEs seien U,V endlich dimensionale Unterrdume von W. Dann gilt:

dim(U+V)=dimU +dimV —dim(UNV).
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Beweis. Sei By = {b1,...,b,} eine Basis von U N V. Da U NV Unterraum von U und V'
ist, kann wegen Satz 7.2.10(2) By zu einer Basis

Bl = {bl,...,br,xl,...,xn}

von U und zu einer Basis
BQ = {bla---abr>y17'-->ym}

von V ergéinzt werden. Dann ist
BIUBQ - {bh---,br7$1,---7$n;y17---;ym}

Erzeugendensystem von U + V, denn ist z € U + V, so existieren z,, € U und z, € V mit
T = Ty, + x, € Span(Bj U By).
By U By ist linear unabhéngig, denn ist

7 n m
D aibi+ > Biwi+ > i =0,
i=1 i=1 i=1
so folgt

r n m
Zaibi —I—Zﬁzl'l = —Z%yi eV.
=1 =1

=1

Da die linke Seite in U liegt, erhalten wir

Z%yi € VNU und somit auch Zﬁﬂi eVnuU.

i=1 i=1
n '
Insbesondere existieren Koeffizienten ~4,...,~, mit ) f;z; = > ~/b;. Da B als Basis linear
unabhéngig ist, gilt = =
fi=...=fp=71=...=7.=0.

Da By ebenfalls eine Basis ist, gilt dann auch
Al =...=Q =7y =...=Yn =0.
Also folgt:

dm(U+V)=m+n+r=m+r)+(n+r)—r=dimU+dimV —dim(UNV).

Eine Anwendung der Dimensionsformel ist das folgende Korollar.

Korollar 7.3.4. In einem endlich dimensionalen Vektorraum W sei V. Komplement von U.
Dann gilt:
dimW =dimU +dim V .

Beweis.  Dies folgt aus Satz 7.3.3, denn U +V =W und U NV = {0}. U
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Bemerkung. Insbesondere haben in einem endlich dimensionalen Vektorraum W alle
Komplemente eines Unterraumes U die gleiche Dimension, ndmlich dim W — dim U.

Zum Ende dieses Abschnittes wollen wir noch den Begriff der direkten Summe auf eine belie-
bige Anzahl von Unterrdumen ausdehnen.

Definition 7.3.5. Es seien Uj ... U, Unterrdume eines Vektorraumes V. Die in 7.1.10 defi-
nierte Summe
Ug+...+U,

der Vektorrdume U; heifit direkt, falls aus
r1+...+x,=0

mit x; € U; folgt:
1 =To=...=x, =0.

Ist die Summe der U; direkt, so schreiben wir
U®...0U,.
Bemerkungen.
1. Jede der beiden folgenden Eigenschaften ist d4quivalent zur Direktheit der Summe
U=U+...+U,.
(a) Zu jedem z € U existieren eindeutig bestimmte Vektoren z; € U; mit
rT=x1+ ...+ Ty
(b) Fiir jeden Unterraum Uj; gilt:
Uuin(Ui+...4Ui-1 + Ui + ...+ Uy) = {0}.
Insbesondere ist die Summe zweier Unterrdume Uy, Uy C V direkt, falls gilt:
U NnU; = {0}.
2. Aus der Dimensionsformel folgt

dim(Uy + ...+ Up,) <dimU; + ...+ dim U,.

Wie das néchste Korollar zeigt, gilt Gleichheit nur dann, falls die Summe direkt ist.

Korollar 7.3.6. Es seien Uy, ...,U, endlich dimensionale Unterrdume eines Vektorraumes
Vund U =Uy + -+ U,. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1.
U=U®...0U,,

d.h die Summe der U; ist direkt.
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dimU =dimU; +...+dimU,

Beweis. Der Beweis der Aquivalenz wird mit Hilfe der vollstindigen Induktion iiber n
gefithrt. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Wir nehmen also an, dass die Aussage schon fiir
n € N bewiesen sei. Betrachte nun (n + 1) endlich dimensionale Unterrdume Uy, ..., Uy,11
und essei U =Uy + ...+ Upqq . Fiiri € {1,...,n+ 1} definiere

Wiy=U+...4+Ui—1 + U1+ ... + Upy1.
Dann folgt aus der Dimensionsformel

Ist die Summe U = U; + ... + U,y direkt, so gilt nach obiger Bemerkung: U; N W; = {0}
und somit ist dim(U; N W;) = 0. Auflerdem ist dann auch die Summe

Wi=Ur+..+Ui1 + U1+ ...+ Uppa
direkt und nach Induktionsvoraussetzung folgt
dimU =dimU; + ... +dim Up,4;.
Ist nun umgekehrt diese Gleichung erfiillt, so folgt aus (*) und aus Teil 2 der obigen Bemerkung

dim(Ui N Wz) = dimW; +dimU; — dim U
= dim W, — (dlm Up+...+dimU;_1 +dimU; 41 + ... + dim Un+1)
< 0.

Damit ist U; N W; = {0} und die Summe ist direkt. U



Kapitel 8

Lineare Abbildungen

Wir betrachten nun Abbildungen, die mit der (linearen) Struktur der Vektorraume kompatibel
sind. Diese Abbildung werden wir lineare Abbildungen nennen.

8.1 Grundlegendes iiber lineare Abbildungen

Definition 8.1.1. Es seien V, W K-Vektorrdume, d.h. Vektorrdume iiber einem Korper K.
Eine Abbildung f : V. — W heifit linear (K -linear), wenn gilt:

1. flx+y) = f(x)+ f(y), fir alle z,y € V.
2. flax) = af(x), fir allea« € K und x € V.
Bemerkungen.

1. Aus der Definition folgt, dass unter einer linearen Abbildung der Nullvektor auf den
Nullvektor abgebildet wird, denn ist 0 € V, so folgt:

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0)
und somit ist f(0) =0 € W.

2. Im Falle unendlich dimensionaler Rédume werden lineare Abbildungen auch manchmal
Operatoren genannt.

Beispiele.

1. Die Nullabbildung 0 : V — W mit x + 0 und die Identitdt idy : V — V mit z — x
sind lineare Abbildungen.

2. Seien K ein Korper, V = K" und W = K. Fir i € {1,...,n} ist pr; : K — K mit
pri(z1,...,2,) = x; linear.

3. Es seien U,V C W Unterrdume mit W = U & V. Dann lésst sich wegen Lemma 7.3.1
jeder Vektor z € W eindeutig in der Form = z, + x, mit z, € U und z, € V
schreiben. Die zugehérigen Abbildungen pr;; : W — U mit x — 2, und pryy, : W — V
mit z — x, heiflen Projektionen auf U bzw. V. Beide Projektionen sind linear, denn

157
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aus & = Ty, + T, und y = y,, + Yy folgt x +y = (x4 + yu) + (24 + y») und somit erhalten
wir sowohl

pry(z+y) = ( + Y)u = Ty + yu = pry(x) + pry(y)
als auch
pry(z +y) = ( + y)o = Ty + Yo = Pry/(2) + pry(y).

Genauso sieht man pry;(az) = apry(x) bzw. pry (az) = apry (z) fir alle « € K und
reW.
Aus der Analysis stammen folgende Beispiele:

4. Sei C1(R) = {f € R® | f stetig differenzierbar} der R-Vektorraum der stetig differen-
zierbaren Abbildungen. Dann ist die Ableitung

D : CYR) = C°(R)

mit D(f)(z) = f’(z) eine lineare Abbildung. Dies folgt aus den Rechenregeln fiir die
Ableitung (siehe Satz 4.3.1). D heifit auch Differentialoperator.

5. Sei R([a,b]) der Vektorraum der Regelfunktionen auf dem Intervall [a,b] C R. Dann ist

/:R([a, b)) — R

mit f — [ f eine lineare Abbildung.

6. Sei M eine nichtleere Menge, V ein K-Vektorraum. Ist f : M — M eine beliebige
Abbildung, so ist F: VM — VM mit ¢+ ¢ o f eine lineare Abbildung (Ubung).

Nun zeigen wir, dass die Hintereinanderschaltung von linearen Abbildungen wieder linear ist.

Satz 8.1.2. Es seien U,V,W K-Vektorriume und f : U — V sowie g : V — W lineare
Abbildungen. Dann ist auch ihre Komposition F' = go f : U — W linear.

Bewets. Seien x,y € U, so gilt

(go Nz +y)=g(f(@)+ f(y) = g(f(@) +9(f(y) = (g f)(x) + (90 f)(y).

Ist x € U und o € K, so gilt

(g0 fllax) = g(f(ax)) = g(af (z)) = ag(f(x)) = algo f)(z) .

Definition 8.1.3. Eine bijektive lineare Abbildung f : V. — W heifit Isomorphismus. Ist
V = W, so nennt man f auch Automorphismus. Zwei Vektorrdume V und W heiflen isomorph
(man schreibt V' 2 W), falls ein Isomorphismus f : V — W existiert .

Satz 8.1.4. Ist f : V — W ein Isomorphismus, so auch f~1: W — V.
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Beweis.  Zu zeigen ist die Linearitét der Umkehrabbildung f~': W — V. Seien y1,y2 € W
und x1, z2 € V die eindeutig bestimmten Elemente in V' mit f(x;) = y; und f(z2) = y2. Dann
gilt:

F o+ y2) = [ (@) + fla2) = fHf (@1 +a2)) = 21+ 22 = [7H(y1) + [ ().
Ist « € K und y = f(x) € W, so folgt:

F N ay) = £ @f (@) = £\ (Flaa) = az = af "\ (y).

Korollar 8.1.5. Sei V' ein Vektorraum tber K. Dann heifst
GL(V)={f:V — V| f linearer Automorphismus}

die allgemeine lineare Gruppe (general linear group). Sie ist eine Untergruppe von S(V')
beziiglich der Komposition von Abbildungen.

Beweis.  Wegen der Sitze 8.1.2 und 8.1.4 sind mit f, g € GL(V) sowohl go f als auch f~!
Elemente in GL(V) . U

Nun zeigen wir, dass Bilder und Urbilder von Unterrdumen unter linearen Abbildungen wieder
Unterrdume sind.

Satz 8.1.6. Es seien V,W K-Vektorriume und f : V. — W eine lineare Abbildung. Sind
UcCV und U’ C W Unterriume, so auch das Bild f(U) C W und das Urbild f~1(U") C V.

Beweis.

1. Zunichst zeigen wir, dass f(U) C W abgeschlossen beziiglich der Addition ist. Denn
sind x1 = f(u1), 2 = f(ug) mit uy, ug € U, soist x1+x2 = f(u;+usg). Da U Unterraum
von V ist, folgt f(u1 +us2) € f(U).

f(U) € W ist auch abgeschlossen beziiglich der skalaren Multiplikation, denn ist = =

f(u), ue U, soist ax = af(u) = f(au) € f(U), fir a € K.
f~H(U’) ist abgeschlossen beziiglich der Addition. Denn sind z,y € f~1(U’), so sind
f(z), f(y) € U'. Da U’ Unterraum von W ist, folgt mittels der Linearitit von f:

flex+y) = flz) + fly) e U,

also ist  +y € f~1(U’). AuBerdem ist f~!(U’) abgeschlossen beziiglich der skalaren
Multiplikation. Denn ist x € f~1(U’) und o € K, so folgt f(ax) = af(x) € U’. Somit
ist ax € f7H(U).

U
Korollar 8.1.7. Sei f:V — W eine lineare Abbildung, so ist
Kemn f = f71({0}) = {z € V| f(z) = 0}
etn Unterraum von V und
Bidf = f(V)={yeW | f(z) =y,z €V}

ein Unterraum von W.
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Bemerkungen.
1. f:V — W ist nach Definition genau dann surjektiv, falls Bild f = W.

2. f:V — W ist genau dann injektiv, falls Kern f = {0}. Denn ist f injektiv und ist
x € Kern f, so folgt f(x) = f(0) = 0 und somit auch x = 0. Ist umgekehrt Kern f = {0}
und f(x) = f(y), so folgt f(x —y) = 0 und somit auch x —y = 0.

Beispiele.

1. 0: V — W sei die Nullabbildung. Dann ist Kern 0 =V und Bild 0 = {0}.
Sei idy : V' — V die Identitét. Dann ist Kern idy = {0} und Bild idy = V.

2. Ist pr; : K™ — K die Projektion auf die i-te Komponente, so ist
Kernpri = {(1:15 s axn) | Xy = 0}
und Bild pr; = K.

3.5 i W =U@®V und pry : W — U mit x — =z, die Projektionsabbildung, so gilt:
Kern pr;; =V und Bild pry; =U.

4. Sei D : CY(R) — C°(R) die Ableitung, so besteht Kern D aus der Menge der konstan-
ten Abbildungen. Aufierdem ist Bild D = C°(R), denn ist g € C°(R), so ist wegen
des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (siehe Satz 5.2.1) die Funktion

Glz) = Of g(s)ds in C(R) und D(G)(x) = g(x).

Satz 8.1.8. FEs seien V,W K-Vektorrdume und f : V — W eine lineare Abbildung. Sei U
ein zu Kern f komplementdrer Unterraum von V. Dann ist

flv : U — Bild f
ein Isomorphismus.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Abbildung f|y : U — Bild f bijektiv ist. Sei also
y € Bild f, so existiert ein # € V mit f(z) =y. Da

V =U & Kern f,
existiert eine Zerlegung x = x1 + 22, mit 1 € U und x9 € Kern f. Dann gilt:
fle) = fler) + f(22) = flzr +22) = f(2) =y

und somit folgt die Surjektivitéit. Die Abbildung f|y : U — Bild f ist aber auch injektiv, denn
ist z € U mit f(z) =0, so ist z € Kern f NU = {0}. U

Definition 8.1.9. (Lineare Gleichungen)
Es sei f:V — W eine lineare Abbildung. Ist b € W, so heifit

flz)="b
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eine lineare Gleichunyg.
ﬁfyb = {:U eV | f(ZL‘) = b}
heifit Losungsmenge der Gleichung. Ist b = 0, so heifit die Gleichung homogen, und es gilt:
Lso=Kernf>{0}.
Ist b # 0, so heifit die Gleichung inhomogen.

Satz 8.1.10. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann folgt: Ist L # O und ist f(xg) = b
eine spezielle Lisung (partikulaere Loesung@partikuldre Losung), so gilt

Ly =x0+Kern f:={zg+ 2 | z € Kern f}.

Bemerkung. Man sagt: Die Menge der Losungen einer inhomogenen linearen Gleichung
besteht aus einer speziellen Losung und dem Raum aller Losungen der zugehorigen homogenen
Gleichung. Insbesondere ist die Losung nur dann eindeutig, falls Kern f = {0}.

Beweis. Jedes Element z = 29 + x mit € Kern f ist enthalten in Ly, denn

f(z) = f(xo) + f(x) = f(zo) = .

Ist umgekehrt z € Ly, d.hist f(z) = b, so folgt f(z — o) = f(2) — f(20) = b—b = 0. Somit
ist z — z9p = x € Kern f. U

Als Beispiele betrachten wir die folgenden wichtigen Typen von linearen Gleichungen.
Beispiele.
1. Lineare Differentialgleichungen

(a) Wie in Beispiel 4 nach Korollar 8.1.7 sei D : CY(R) — C%R), Df = f' die
Ableitung. Zu g € C°(R) betrachte die Gleichung Df = g. Dann ist G(z) =

[ g(s)ds eine spezielle Losung dieser Gleichung und
0

£D7g:{G+C|C€R}.

(b) (Schwingungsgleichung)
Sei L : C%(R) — C°(R) der lineare Operator definiert durch

L(f) = f"+arf + aof,
mit ag, a; € R. Die zu g € C°(R) gehorige Gleichung
L(fy=f"+aif +aof=g

heifit Schwingungsgleichung. Wegen ihre grossen Bedeutung in der Physik (siehe
z.B die Vorlesung zur theoretischen Physik) werden wir den linearen Differential-
gleichungen ein eigenes Kapitel widmen.
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2. Lineare skalare Gleichungssysteme
Die folgenden linearen Gleichungen treten zumindest in Spezialfdllen schon in der Schule
auf. Sei K ein Korper und {a1,...a,} seien n Vektoren in K. Dann ist A : K™ — K™
mit

n
Az, ... x,) = ijaj
j=1

eine lineare Abbildung (der einfache Beweis dieser Aussage sei zur Ubung iiberlassen).
Also ist fiir jedes b € K™ die Gleichung A(x) = b linear. Schreibt man

a1j bl
a; = : und b= : ,
amj bm

so ist diese Gleichung dquivalent zu

a1y + ... +ainTy b1

Am1T1 + ... + GmnTn bm

Dieses sind m skalare Gleichungen mit n Unbekannten. Das zugehorige quadratische
Schema

all o Q1p

Aml .- Amn

nennt man auch Matrix. Jede solche Matrix definiert eine lineare Abbildung A : K™ —
K™, durch

all ... Gin T a11x1 + ...+ a1pnxy
Az) == : : : =
aml --- Qmn Tn Am1T1 + ...+ AmnTn

Die Losungsmenge solcher Gleichungssysteme ldsst sich durch sogenannte elementare
Umformungen berechnen. Das wichtigste Verfahren dazu ist der Gauss-Algorithmus.
Wir werden spéter genauer darauf eingehen.

8.2 [Erzeugendensysteme, Basissysteme und lineare Abbildungen

Satz 8.2.1. Sei f: V — W eine lineare Abbildung und E Erzeugendensystem von V. Dann
ist f(E) Erzeugendensystem von Bild f, d.h. Span(f(FE)) = Bild f.

Beweis. Seiy € Bild f, d.h. y = f(x) mit x € V. Da x € Span(F), gilt:

T = g Qaee,

ecE
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mit o € K und «, # 0 fiir hochstens endlich viele e € E. Also folgt:

fl@)=> acf(e)

eckE

und somit ist y € Span(f(E)). 0

Satz 8.2.2. Sei E ein Erzeugendensystem des Vektorraumes V und f:V — W eine lineare
Abbildung. Dann ist f durch f|g schon eindeutig festgelegt.

Beweis. Sei g:V — W eine weitere lineare Abbildung mit g|g = f|g. Ist € Span(FE) =

V,soist 2 = > ace. Dann gilt:
eckE

flx)=f <Z 0466) = Zaef(e) = Zaeg(e) =g (Z aee> = g().

ecFE eeElR eeElR e€ElR

Eine beliebige Abbildung von einer Basis in einen Vektorraum l&sst sich linear fortsetzen.
Genauer gilt:

Satz 8.2.3. Sei B eine Basis eines K-Vektorraumes V und F : B — W eine beliebige
Abbildung in einen K -Vektorraum W . Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
f:V—>W mit flp=F.

Beweis. Die Eindeutigkeit gilt schon nach Satz 8.2.2 fiir ein Erzeugendensystem.

Existenz: Da B C V eine Basis ist, gibt es fiir x € V genau eine Darstellung = = > apb.
beB
Setze f(x) = Y apF(b). Diese Abbildung ist linear, denn ist y = ) b, so gilt:
beB beB

fety) =1 (z (as + ﬁb)b> — Y (ap + B)F(B)

beB beB

=2 k() + > BF(b) = f(z)+ f(y) -

beB beB

Ist a € K, so gilt:

flax)=f (Z aabb> = ZaabF(b) =« (Z abF(b)> =af(x).

beB beB beB

Wann ist das Bild einer Basis unter einer linearen Abbildung wieder eine Basis?

Satz 8.2.4. Sei f : V — W linear und B C V eine Basis. Dann gilt:
f ist injektiv < f(B) ist eine Basis von Bildf.

Beweis. Wegen Satz 8.2.1 ist f(B) immer ein Erzeugendensystem von Bildf fiir alle li-
nearen Abbildungen f.
“=" Es gilt fur jede Linearkombination mit Elementen aus der Menge f(B):

O—Zabf(b)—f<2abb>.

beB beB
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Da f injektiv ist, ist wegen obiger Bemerkung der Kern von f trivial und somit ist > apb = 0.
beB
Da B eine Basis ist, gilt a; = 0, fiir alle b € B.

“<=” Wegen Bemerkung 2 nach dem Korollar 8.1.7 geniigt es zu zeigen: Kern f = 0. Ist
x € Kern f, so folgt:

T = Zabb und

beB
0=f(z)=f (Z Oébb> =3 apf(b).
beB beB
Da f(B) eine Basis ist, gilt: o, = 0, fiir alle b € B, und somit z = 0. U

Korollar 8.2.5. Sei f: V — W eine lineare Abbildung und B eine Basis von V', so gilt:
f ist genau dann ein Isomorphismus, falls f(B) eine Basis von W ist.

Beweis.  Sei zunéchst f: V — W ein Isomorphismus und B eine Basis von V. Dann ist
wegen Satz 8.2.4 f(B) eine Basis von Bildf = W.

Sei nun B eine Basis von V und f(B) eine Basis von W. Aus Satz 8.2.4 folgt die Injektivitét
von f. Da W = Span(f(B)) = Bild f, folgt auch die Surjektivitiit. U

Korollar 8.2.6. Es seien VW K-Vektorrdume und f :V — W ein Isomorphismus. Dann
qgilt:
dimV = dim W.

Ist insbesondere V' endlich dimensional, so auch W.

Beweis. Sei V endlich dimensional und B eine Basis von V. Da f bijektiv ist, gilt |B| =
|f(B)|. Da wegen Korollar 8.2.5 f(B) eine Basis von W ist, gilt: dimV = |B| = dim W.

Ist V' unendlich dimensional und B eine Basis, so hat B unendlich viele Elemente. Dies gilt
dann auch fiir f(B). U

Bemerkung. Dies zeigt insbesondere, dass die Dimension eine Isomorphie-Invariante ist.
Haben zwei K-Vektorraume verschiedene Dimensionen, so sind sie nicht isomorph.
Nun erhalten wir folgende wichtige Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen.

Satz 8.2.7. (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen)
Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und U ein beliebiges Komplement von Kern f. Dann
gilt:

dimU = dim Bild f .

Ist dimV < o0, so folgt daraus:
dim Kern f + dim Bild f = dim V.

Beweis.  Aus Satz 8.1.8 folgt, dass die Abbildung f|¢ : U — Bild f ein Isomorphismus ist.
Also folgt aus Korollar 8.2.6: dim Bild f = dim U.
Ist dim V' < o0, so folgt aus V = U & Kern f mit Korollar 7.3.4

dimV = dim U + dim Kern f.
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Korollar 8.2.8. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:
1. Ist f injektiv, so folgt dimV < dim W.
2. f surjektiv, so folgt: dimV > dim W.

3. Sei dimV =dimW < oo und es sei f injektiv oder surjektiv. Dann ist f ein Isomor-
phismus.

Beweis.

zu 1. Sei f injektiv und B eine Basis von V. Dann ist wegen Satz 8.2.4 die Menge f(B) eine
Basis von Bild(f) und es gilt: |B| =dimV = |f(B)| < dim W.

zu 2. Sei f surjektiv und B eine Basis von V. Dann ist wegen Satz 8.2.1 die Menge f(B)
ein Erzeugendensystem von Bild(f) und es gilt: |B| = dimV > |f(B)| > dimBild f =
dim W.

zu 3. Sei f injektiv und B eine Basis von V. Dann ist wegen Satz 8.2.4 die Menge f(B) eine
Basis von Bild(f). Dann ist aber f(B) sogar eine Basis von W. Wire dies nicht der Fall,
so kénnten wir die in W linear unabhiéingige Menge f(B) zu einer Basis von W ergénzen.
Da dimV = |B| < oo, wére dann dim V' < dim W im Widerspruch zur Annahme. Also
ist f(B) eine Basis von W und wegen Bild f = Span f(B) = W ist f auch surjektiv.

Sei nun f surjektiv, so gilt: dimKern f = dimV — dimBild f = 0. Also ist f auch
injektiv.

0

Nun zeigen wir, dass endlich dimensionale K-Vektorraume bis auf Isomorphie durch ihre Di-
mension bestimmt sind. Dazu benétigen wir den Begriff der geordneten (numerierten) Basis.
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und B eine Basis. Dann heifit eine bijektive Abbil-
dung {1,...,n} — B eine geordnete bzw. numerierte Basis. Man schreibt diese Abbildung
als n-Tupel (b1, ..., b,) und bezeichnet sie wieder mit B.

Dann gilt der folgende Satz:

Satz 8.2.9. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, so ist V isomorph zu K™. Genauer
bestimmt jede geordnete Basis B = (by,...,b,) einen Isomorphismus ¢p : V. — K", wobei

¢p eindeutig durch

i—te Stelle
QZ)B(bi):ei:(Oa--wa 1 ,0,...,0)

festgelegt ist. Umgekehrt bestimmt jeder Isomorphismus ¢ : V. — K" genau eine geordnete
Basis (¢~ (e1),..., ¢ (en)) von V.

Bemerkung. Die Menge der Isomorphismen ¢ : V' — K™ steht also in eineindeutiger
Beziehung zu den geordneten Basen.

Beweis. Sei B = (by,...,by) eine (geordnete) Basis von V. Dann besitzt ¢p : B — K"
mit ¢p(b;) = e; wegen Satz 8.2.3 genau eine lineare Erweiterung ¢p : V. — K™. Da ¢p(B)
eine Basis von K" ist, ist ¢p : V — K™ wegen Korollar 8.2.5 ein Isomorphismus.

Ist umgekehrt ¢ : V — K™ ein Isomorphismus, so ist ¢~! : K™ — V ein Isomorphismus und
wegen Korollar 8.2.5 (¢~ %(e1),...,¢ (e,)) eine geordnete Basis von V. U
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Korollar 8.2.10. Sei V ein endlich dimensionaler K -Vektorraum. Ist W ein K-Vektorraum,
so gilt:
VeEWsdmV =dmW.

Beweis. “ =" Diese Richtung folgt aus Korollar 8.2.6.

“ <=7 Ist dimV = dim W = n, so folgt aus Satz 8.2.9 : V =2 K™ und W =2 K" und somit
V = W. Sind insbesondere B = (b1,...,b,) und C = (cy,...,c,) geordnete Basen von V/
bzw. W, so ist qﬁal o¢p:V — W ein Isomorphismus.

-1
% ch O¢BW

¢x %c
KTL

Definition 8.2.11. Ist B = (b1, ..., b,) eine geordnete Basis des K-Vektorraumes V', so heift
der Isomorphismus ¢p : V — K™ auch ein Koordinatensystem von V. Ist x € V', so heiflen

(x1,...,zn) = ¢p(x)

auch die Koordinaten von z beziiglich B. Sind B = (b1,...,b,) und C = (c1,...,cpn) zwel
Basen, so heifit der Isomorphismus 75 ¢ := ¢¢ o ¢]§1 : K™ — K™ auch Koordinatentransfor-
mation.

0

|4

8.3 Vektorrdume linearer Abbildungen und Dualrdume

Definition 8.3.1. Es seien V, W Vektorrdume iiber dem Korper K. Dann bezeichnen wir
mit

L(V,W):={f:V — W| f linear}
die Menge der linearen Abbildungen. Ist V' = W, so nennen wir die Elemente in L(V, V') auch
Endomorphismen. Wir schreiben dann auch End(V') statt L(V, V).

Ist M eine beliebige Menge und W ein K-Vektorraum, so haben wir gesehen:
WM ={f|f:M—W}

ist wieder ein Vektorraum iiber K, mit (f + g)(z) = f(x) + g(z) und (af)(x) = af(z) fir
a € K und x € W. Nun ist die Summe zweier linearer Abbildungen und das skalare Vielfache
einer linearen Abbildung wieder linear. Daher gilt:
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Satz 8.3.2. Es seien V,W Vektorrdume tber dem Kérper K. Dann ist L(V, W) Unterraum
von WV Sind dariberhinaus die Vektorrdume endlich dimensional, so gilt:

dim L(V, W) = dim V" - dim W.

Beweis. Zum Beweis der zweiten Aussage zeige man: Sind (v1,...,v,) bzw. (w1, ..., Wn)
Basen von V' bzw. W, so bilden die linearen Abbildungen f;; : V. — W, i€ {1,...,n},j €
{1,...,m}, mit

fij(vk) =
eine Basis von L(V,W). U

Von besonderer Bedeutung ist der Spezialfall L(V, K).

Definition 8.3.3. Sei V ein K-Vektorraum, so heifit der Vektorraum L(V, K) auch Dualraum
von V. Abkiirzend schreiben wir V* statt L(V, K). Seine Elemente heilen auch Linearformen.

Satz 8.3.4. Sei (v1,...,vy,) eine Basis von V. Dann definieren die Linearformen (v, ..., v})
mit
0 i#j
v; (vj) = 0
1 1=y
eine Basis von V*. Diese Basis heifit auch die zu (v1,...,v,) duale Basis.

Bemerkung. Der Satz zeigt insbesondere, dass die Vektorrdume V und V* isomorph sind,
falls V endlich dimensional ist.

Beweis. Die duale Basis entspricht genau der Basis im Beweis von Satz 8.3.2 im Spezialfall
L(V,K), wobei in K als Basis die 1 gew#hlt wird. Ohne von diesem Satz Gebrauch zu machen

*

sieht man jedoch ganz leicht, dass (v} ..., v})) eine Basis von V* darstellt. Denn ist

n
E zv; =0,
i=1

so folgt durch Anwendung dieser Gleichung auf v;

n
0= invf(vj) = x;.
i=1

Also sind die Linearformen (v] ...,v}) linear unabhéngig. Sie erzeugen aber auch V*, denn

ist p € V*, so folgt

n

p=> v},

1=1

da beide Seiten iibereinstimmen, wenn man sie auf die Elemente der Basis (vi,...,v,) an-
wendet. U
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Ist nun f: V — W eine lineare Abbildung, so kann man ihr in natiirlicher Weise eine lineare
Abbildung f*: W* — V* zuordnen. Sie heifit transponierte Abbildung. Genauer definiert man:

Definition 8.3.5. Sei f : V. — W linear, so heifit f : W* — V* mit fi(¢) = po f die
zu f transponierte Abbildung. Die Definition ldsst sich auch durch folgendes Diagramm leicht
illustrieren:

N

Bemerkungen.

a) po f:V — K ist in V* da nach Satz 8.1.2 Verkniipfungen linearer Abbildungen linear
sind.

b) Die Abbildung (, ): V* x V — K mit

(p, ) = p()

nennt man auch kanonische Paarung von V und V*. Ist f : V — W eine lineare
Abbildung, so folgt fiir die transponierte Abbildung f!: W* — V*:

(f'(e), 2 = (o, f(@))2

wobei (, )1 : V*xV — K bzw. (, )2 : W* x W — K die kanonischen Paarungen von
V und V* bzw. W und W* bezeichnen.

Nun zeigen wir, dass f auch eine lineare Abbildung ist.
Satz 8.3.6. Sei f: V — W linear, so ist auch f': W* — V* eine lineare Abbildung.
Bewetis. Seien p1, 9 € W*, so gilt:

o1+ w2) = (pr+ga)of =wi1of+paof=f(1)+ f(p2)

Genauso folgt fiir alle « € K und ¢ € W*:

fHap) = (ap) o f =af(p).



Kapitel 9

Lineare Differentialgleichungen I

Als erste wichtige Anwendung der linearen Algebra wollen wir uns nun mit linearen Differen-
tialgleichungen befassen.

9.1 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
Sei I C R ein Intervall. Im Folgenden bezeichnen wir fiir n € NU {0} mit
C"(I,C) ={z: 1 — C| zist n — mal stetig differenzierbar}

die Menge der auf I n-mal stetig differenzierbaren komplexwertigen Funktionen. Dabei heifit
die Abbildung z : I — C mit z(t) = z(t) + wy(t) differenzierbar, wenn ihre Real- und
Imaginérteil z : I — R und y : I — R differenzierbar sind. Ist dies der Fall, so heifit
Z(t) = 2/(t) + iy/(t) die Ableitung von z. Sind die Real- und Imaginirteile z : I — R und
y : I — R n-mal stetig differenzierbar, so heifit auch z : I — C n-mal stetig differenzierbar.
Mit C*°(I,C) werden die unendlich oft differenzierbaren Funktionen und mit C°(I,C) die
stetigen Funktionen bezeichnet.

Diese Mengen stellen Vektorrdume iiber C dar. Wie schon erwidhnt wurde, definiert die Ab-

leitung
D:CYI,C) = C%1,0C)

mit D(z) = 2/ eine lineare Abbildung. In diesem Fall nennt man D auch linearer Operator
oder auch linearer Differentialoperator 1. Ordnung. Allgemein heiit L : C™(I,C) — C°(I,C)
ein linearer Differentialoperator n-ter Ordnung, falls er von der Form

L(z) = 2™ 4+ a,_1207Y 4+ +a12 +apz

ist, wobei die Koeffizienten a; € C°(I,C) aus stetigen Funktionen bestehen. Da L(z; + 22) =
L(z1) + L(22) und L(az1) = al(z) fur 21,29 € C™(1,C) und « € C gilt, ist L eine lineare
Abbildung. Ist b € C°(I,C), so nennen wir die Gleichung

L(z) = 2 g 12D 4 tagz =0

lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Aus der Linearitéit von L folgt wegen Satz 8.1.10,
dass die Menge der Losungen dieser Differentialgleichung von der Form

Ly =KernL + z

169
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ist. Dabei ist zg eine spezielle Losung (partikuldre Losung) der Differentialgleichung. Mittels
des Operators D lisst sich L auch in der Form

L=D"+a, D" 4. . +a12 +apid

schreiben. Dabei ist D = Do ... o D die k-fache Komposition von D mit sich selbst.
——

k—mal

Wir wollen nun eine Abschétzung der Dimension des Kerns von L angeben. Dafiir bendtigen
wir den folgenden Eindeutigkeitssatz fiir die Losung der Gleichung L(z) = b bei vorgegebenen
Anfangswerten z(t), 2/ (to), . . ., 2" D(ty) an der Stelle .

Satz 9.1.1. (Eindeutigkeitssatz)
Es seien z1,z9 : I — C zwei Losungen der Gleichung L(z) = b mit den Anfangswerten

Zl(to) = ZQ(to), oy Zin_l)(to) = Zén_l) (t[))

fiir ein tg € I. Dann gilt:
z1(t) = 2z(t)
fir allet € I.

Der Beweis ergibt sich aus folgendem einfachen Lemma.

Lemma 9.1.2. Es sei f: I — C eine auf einem Intervall I C R differenzierbare Funktion.
Ezistiert eine Konstante ¢ > 0 mit

|f'(#)] < el f(B)]
fiir alle t € T und gilt f(ty) =0, so folgt f(t) =0 fir alle t € I.

Beweis.  Sei zunichst f eine reellwertige Funktion mit f(¢) > 0. Man betrachte die Funk-
tion g(t) = f(t)-e~ . Dann ist ¢'(t) = f'(t)e "t —cf(t)e < < 0. Also ist g(¢) monoton fallend.
Da g(to) = 0 und g¢(¢t) > 0, folgt g(t) = O fiir ¢ > ¢¢ und somit auch f(t) = 0 fiir ¢ > to.
Betrachtet man g(t) = f(t)e, so folgt ¢'(t) = f'(t)e + cf(t)e > 0. Also ist g(*) monoton
steigend und wir erhalten auch f(t) = 0 fiir ¢t < to.

Sei nun f eine beliebige komplexwertige Funktion mit |f/(¢)| < ¢|f(t)|. Betrachtet man nun

h(t) = f(t)f(t), so gilt

KO = [FOF@)+ FOF @ < 1FOF@)]+ F @) f ()]
= 21O f(t)] < 2 () f (1) = 2c h(2).

Ist nun f(t9) = 0, so folgt aus h(tp) = 0 wegen des ersten Teils: h(¢) = 0 und somit f(¢t) =0
fiir alle ¢t € 1.

Beweis des Eindeutigkeitssatzes:

Sei nun J C [ ein kompaktes Intervall, welches tg € I enthilt. Wegen der Stetigkeit der
Funktionen a; existiert eine Konstante A mit |a;(t)| < A fur allet € Jund i € {0,...,n—1}.
Sei z(t) = z1(t) — z2(t) und

Ft) = 2(t) - 2(t) + 2/ ()2 (1) + ... + 27V () 2D (@),
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Insbesondere ist dann 2 (¢)2(%) () < f(t) fiir k < n — 1 und somit auch |2 (t)] < \/f(¢).
Da
Fl)=2@®)z0) + 202 ) 4+ ...+ 20@) - 207D (1) + 27D ()2 (1),

folgt:

=7 (¢)] =

n—1
> ag(t)2 M) (t)
k=0

n—1 n—1
< 3 lar @R )] < 3 AVF <nAVF.
k=0 k=0

Insgesamt erhalten wir

i
L

1< (125 02P 0] + 20 02D @)

k=0
n—2
=Y (5P @+ 2B @SV @) + (12 @1V @) + 1LV @)]12()])
k=0 e V
VIOV FO+/ )/ () <AV F(0)/ FO) 1/ F(£)nAN/F(2)
<2(n—1)f(t) +2Anf(t) = 2n(1+ A) — 2)f(t)
= cf(t).
Ist nun z§k) (to) = zék) (to) fiir k € {0,...,n—1}, soist f(¢9) = 0 und somit nach Lemma 9.1.2
f(t) =0 fiir alle t € J. 0
U

Satz 9.1.3. Sei L : C"(I,C) — C°(I,C) ein linearer Differentialoperator n-ter Ordnung. Ist
to €1, soist ¢ : Kern L — C" mit

¢(2) = (2(to), #/(to), - .., 2" V(tn))
eine lineare injektive Abbildung. Insbesondere ist dim Kern L < n.

Beweis. Die Abbildung ¢ ist offensichtlich linear. Wegen des Eindeutigkeitssatzes 9.1.1
ist ¢ auch injektiv. Wegen Korollar 8.2.8 folgt dim Kern L < dim C" = n. 0

Bemerkung.

(a) Die Abbildung ¢ ist auch surjektiv, d.h. zu jedem n-Tupel (zo,...,2,—1) komplexer
Zahlen existiert eine Funktion z € Kern L mit den Anfangswerten

2(to) = 20,2 (t0) = 21, ..., 2" D (o) = zn_1.

Wir werden diese Aussage gleich im Falle konstanter Koeffizienten beweisen. Der allge-
meine Fall benotigt etwas mehr Theorie und wird spéter behandelt.

(b) Der Satz besagt also: Es gibt n Losungen z1,...,2, : I — C der Gleichung Lz = 0, so
dass jede beliebige Losung z : I — C sich als Linearkombination von z1, ..., z, schreiben
lasst. Die Losungen heiflen auch Fundamentalsystem der Gleichung Lz = 0.
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9.2 Homogene lineare Differentialgleichungen mit komplexen Koeffizienten

Nun wollen wir im Falle konstanter Koeffizienten ag, a1, ..., a,—1 € C ein Fundamentalsystem
fiir die homogene Differentialgleichung

Ly=2" 4q, 1200704 4+ apz =0

mit z € C"(R, C) explizit bestimmen. Dazu ist es zweckméBig, den Differentialoperator fol-
gendermaflen zu interpretieren. Man betrachte das komplexe Polynom

p(A) = A"+ an_1/\n_l + ...+ ap.
Substituieren wir in diesem Polynom die Variable A durch den Operator D, so erhalten wir:
p(D) = D"+ ap_1D" '+ ...+ agid = L.

Hierbei wurde ag = agl durch agid ersetzt, wobei id die Identitét ist. Sind nun p und q zwei
Polynome (der Koeffizient zur héchsten Potenz muss dabei nicht notwendigerweise gleich 1
sein), so erhalten wir:

p-q(D) =p(D) o q(D) = q(D) o p(D). (%)
Sei nun
PN = A"+ ap N+ ag

ein Polynom mit komplexen Koeffizienten, so lasst es sich wegen Satz 3.3.10 in Linearfaktoren
zerlegen, d.h. es gibt m < n verschiedene Nullstellen Ay, ..., Ay, so dass

p(z) = A =AM (A= AP,

wobei k; € Nund k1 + ...+ k,, = n gilt. Der Faktorisierung des Polynoms entspricht wegen
n .
(%) eine Faktorisierung des Differentialoperators L = p(D) = ) a; D7, d.h.
§=0

p(D) = (D — Mid)* o... 0 (D — Apid)km.

Da die Operatoren (D — \;id) paarweise kommutieren, kann die Reihenfolge der Kompositio-
nen beliebig vertauscht werden. Daraus ergibt sich sofort

Kern(D — A\id)** + ... + Kern(D — \,id)* € Kern p(D).
Nun zeigen wir, dass die Summe direkt ist. Als Vorbereitung dazu dient das folgende Lemma:

Lemma 9.2.1. 1. Sei f : I — C eine k-mal differenzierbare Funktion und A € C. Dann
gilt:
(D = Xd)*(f(t)e) = fP (1),

2. Es seien die Realteil und Imagindrteil von h : I — C Polynome und X\ # p € C. Dann
gilt fiir k € N: .
(D — Xid)*h(t)e! = h(t)e™,

wobei h ein Polynom ist. Daber ist h von null verschieden, falls h von null verschieden
15t.



11. Oktober 2024 173

3. Seien h1,...,h, Polynome und \1,..., A, paarweise verschiedene komplexe Zahlen. Ist
hieMt + . hpett =0,
so folgt hy =hy=...=h, =0.
Beweis.

zu 1. Die Anwendung des Operators D — \id auf f(t)e impliziert
(D = Xid)f()e = f'(t)e™ + AF()e™ = Af (e = f/(t)e.
Nach k-facher Anwendung von (D — Aid) erhalten wir somit f®*)(t)e.

zu 2. Die Anwendung des Operators D — \id auf h(t)e” impliziert
(D — MNd)h(t)e" = b/ (t)e! 4+ ph(t)e! — Ah(t)e! = ((u — N)h(t) + B (t))e!t = hy(t)ert.

Dabei ist hi(t) = (u — A)h(t) + A/(t) ein von null verschiedenes Polynom, falls h von
null verschieden ist, denn der Grad des Polynoms h’ (d.h. der Wert der in h héchsten
auftretenden Potenz) ist echt kleiner als der Grad von h. Wire (u — \)h(t) + h/(t)
das Nullpolynom, so wiirde wegen (1 — \) # 0 der Grad von h mit dem Grad von A’
{ibereinstimmen. Wenden wir nun den Operator (D — Xid)* auf h(t)e* an, so erhalten
wir

(D — Xid)*(h(t)eH) = hy(t)e!t.
Dabei ist h := hi ein von null verschiedenes Polynom, falls A von null verschieden ist.

zu 3. Der Beweis dieser Aussage folgt durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.
Wir nehmen also an, dass die Aussage schon fiir n € N bewiesen ist. Sei also

hieMl 4+ hpet 4 hpgqe?n =0, (+)

wobei hi, ..., hypt1 Polynome und Aq, ..., A,+1 paarweise verschiedene komplexe Zahlen
sind. Ist hAy,41 ein Polynom vom Grade k, so folgt aus 1.

(D — Ayp1id)* (hpy1et 1) = 0

und aus 2.
(D = Apyrid)* (hyet") = hy(t)er!

fiir j < n. Durch Anwendung des Operators (D — \,41id)* auf (+) erhalten wir daher:

hieMt 4 ..+ hpet = 0.

Nach Induktionsannahme ist Bl = Bg =...= Bn = 0 und somit wegen 2. auch h; =
ho=...=h, =0.
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Satz 9.2.2. Sei L : C"*(R,C) — C°(R,C) der Differentialoperator mit
L=D"+4a,_1D" 1+ +apid,
wobei a; € C. Dann ist
Kern(D — \id)" @ ... @ Kern(D — \,id)*™ = Kern p(D),
wobet firie {1,...,m}
Kern(D — \jid)¥ = Span{eit, telit t2ehit | tkimlehity
gilt.

Beweis.  Sei z; € Kern(D — \;id)*, so definiere f(t) = z(t)e~*. Dann folgt mit Hilfe des
ersten Teils von Lemma 9.2.1 :

0= (D — Nid)¥iz(t) = f*) (1),

Also ist f (ki)(t) = 0 und somit sind die Real- und Imaginérteil von f Polynome. Die Summe
der Vektorrdume Kern(D — \;id)* ist nach Definition 7.3.5 direkt, falls fiir jede Linearkom-
bination

O=z1+...+2zm

mit z; € Kern(D — \;id)* folgt: 21 = 20 = ... = 2, = 0. Nun ist jedes z; € Kern(D — )\;id)":
von der Form z;(t) = f;(t)e**, wobei f; ein Polynom darstellt. Daher gilt

0= fit)eM + ...+ f ().

Damit sind wegen des dritten Teils von Lemma 9.2.1 die Polynome f; und somit auch die
Funktionen z; identisch null. Also ist die Summe direkt.
Wegen Teil 1 des Lemmas 9.2.1 gilt auch:

Span{etit, tetit t2eMit | tkiTleAit) @ Kern(D — \id)¥.
Die Elemente sind linear unabhéngig, denn ist
c1eMt + eptet 4 4 g thiTleN = 0,

so erhalten wir durch Auswertung der linken Seite an der Stelle ¢t = 0, dass der Koeffizient ¢;
gleich null ist. Teilen wir diese Gleichung durch ¢ fiir ¢ # 0, so folgt

czeAit +...+ ckitki_ze)‘it =0

und somit ist auch co = 0. Mehrmaliges Wiederholen dieses Verfahrens zeigt dann, dass alle
Koeffizienten gleich null sind. Insbesondere haben wir gezeigt:

dim Kern(D — \;id)* > k.
Damit folgt mit Satz 9.1.3
n=k+...4+kn <dimKern(D—\id)" +. . .+dim Kern(D— \,id)*" < dim Kern p(D) < n.

Also ist
dim Kern(D — \;id)% = k;

und somit ist

Kern(D — \id)" @ ... ® Kern(D — Apid)*™ = Kern p(D).
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9.3 Homogene lineare Differentialgleichungen mit reellen Koeffizienten

Nun wollen wir uns den linearen Differentialgleichungen mit reellen Koeffizienten zuwenden.
Sei also nun
Lz=2z"4a, 127D 4. 4ap2=0 (%)

ein Differentialoperator n-ter Ordnung mit reellen Koeffizienten a; € R. Bei solchen Gleichun-
gen ist man meistens nur an den reellen Losungen interessiert. Die Idee besteht nun darin,
die reellen Losungen aus den komplexen Lisungen zu gewinnen. Ist z : I — C eine Losung
der Gleichung (), so sind sowohl der Realteil Re(z) = z als auch der Imaginérteil Re(z) =y
Losungen dieser Gleichung. Denn ist

L(z) = L(x 4+ iy) = L(x) +iL(y) = 0,
so folgt auch L(z) = 0 und L(y) = 0. Man betrachte nun das zu L gehérige Polynom
PN = A"+ an A"+ +ap.

Ist A eine reelle Nullstelle der Vielfachheit k, so erhalten wir mit Satz 9.2.2 die k reellen

Losungen
e (2 el

Man bezeichne mit
Vi := Spang{eM, te? 2 tF T MY = fugeM 4 ugte™ L 4 ugptF TN | uy € R}

den reellen Vektorraum, der durch diese Elemente erzeugt wird. Das Erzeugendensystem ist
linear unabhéngig, denn ihre Elemente sind auch iiber C linear unabhingig. Somit definiert
V) einen reellen Vektorraum der Dimension k. Offensichtlich ist V) Teilmenge des komplexen
Vektorraumes

Kern(D — )\id)k = {cle)‘t + eote™ + L+ eptF M | c; € C}.

Ist © = a+1if eine nicht reelle Nullstelle der Vielfachheit m, mit 8 > 0, so ist auch g = a—if8
eine Nullstelle der Vielfachheit m. In diesem Falle gilt wegen Satz 9.2.2

Kern(D — pid)™ = {20, ..., 2m-1} und Kern(D — pid)™ = {Zo, ..., Zm-1}

mit
2i(t) = el = 17 e @B = 16 (cos Bt 4 isin St)
und . — . . .
Zi(t) = Vet = 7@~ = 13 (cos Bt — isin ft).
Dann gilt
; 1
Rez; = tle*cospt= 5(23 + z;) € Kern(D — pid)™ @ Kern(D — pid)™,
; 1
Imz; = t/esinpt= 2—(,2] — Zj) € Kern(D — pid)™ @ Kern(D — fid)™.
i

Definiere durch
Vi) = Spang{Re zo,Im 2, ..., Re zy—1,Im 2,1 }
den reellen Vektorraum. Dieser Vektorraum ist in Kern(D—pid)™@Kern(D —fiid)™ enthalten.

Wir zeigen nun, dass die Dimension des Vektorraumes V{,, 5y 2m betrégt.
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Lemma 9.3.1. Sei also p = a + i mit 8 > 0 eine Nullstelle des Polynoms
pA) =N+ an N4 +ag
der Vielfachheit m. Dann sind die 2m Funktionen
{Rezp,Im zp,...,Re zpm—1,Im 2,1},
mit Re z;(t) = t/e* cos Bt und Im z;(t) = t/e“sin Bt reelle Lisungen von
Lr=2:" 1q, 120 4+ +a9z=0
und linear unabhdngig im reellen Vektorraum C*°(R,R).

Bewets.  Zu zeigen bleibt die lineare Unabhéngigkeit. Man betrachte dazu die Linearkom-
bination

m—1
(ujRezj +vjImz;) =0
§=0
mit uj,v; € R. Nun gilt aber
uj - Yy -
ujRezj +vjlmz; = (2 +2) + (2 — %)
U N v _
= ?(ZJ’FZ'J‘) (2 — %)
Uj — 15 Uj + 1V;
= 2 Z] 2 J
Also folgt
e Ly — i uj + v
_ _ Jg Y J J 5
O—Z(ujRezj—l—vamzj)—Z( 5 zj + 5 zj>.
Jj=0 7=0
Da die Funktionen {zg, ..., zm—1}U{Z0, ..., Zm—1} im komplexen Vektorraum C*°(R, C) linear
unabhéngig sind, folgt u; —iv; = uj +4v; = 0 und somit u; = v; = 0, fur alle j € {1,...,m}.

0

Zusammenfassend erhalten wir nun den folgenden Satz {iber den Losungsraum von reellen
homogenen linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Satz 9.3.2. Sei L : C"(R,R) — C°(R,R) der lineare reelle Differentialoperator mit
Ly =y"™ + an_1y™ Y + ...+ apy.

Man betrachte das zugehérige Polynom
p(A) = A"+ A1 A" P4+ ap.

Fir j € {1,...,k} seien \; alle seine reellen Nullstellen mit Vielfachheit k;. Fir j €
{1,...,m} seien p; = a; +iB;, f; > 0 und fi; = a; — if; alle nicht reellen Nullstellen
Jeweils mit Vielfachheit m;. Man betrachte die reellen Unterrdume

Vy, = Spang {e?, tetit 12Nt thiTleAt)
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sowie

:= Spang{e®’ cos B;t, e*'sin Bjt, ...  tmiT et cos f3;t, tmj_leaftsinﬁjt}.

V(uj,pj) :

Dann gilt:
Kern L = V>\1 b...0 V>\k ) V(,Lbl,ﬁl) b... V(,um,ﬁm)'

Beweis.  Diereellen Vektorrdume V), und V{ i) sind in Kern L enthalten. Ihre Summe ist
direkt, denn wie wir oben gesehen haben, ist jeder Summand in einem komplexen Unterraum
enthalten. Da

dimVy; = k; und dim V. 5.y = 2m;,

folgt

m

k
dimVy, © ... & Va, © Vi i) ® -+ ® Vi im) = > kj + Y _ 2m; = Grad(p) = n.
j=1 j=1

Da wegen des Satzes 9.1.3 die Abschitzung dim Kern L < n gilt, folgt die Behauptung. U

Beispiele.

1. Homogene Schwingungsgleichung.
Bei der homogenen Schwingungsgleichung handelt es sich um eine homogene lineare
Differentialgleichung 2. Ordnung mit reellen Koeflizienten. Sie ist also von der Form

Lly) =y" + a1y + apy =0,

mit a1,ayp € R. Der Losungsraum Kern L der homogenen Gleichung ist 2-dimensional.
In Abhé#ngigkeit von den Nullstellen des zugehérigen Polynoms

p()\) = )\2 + al)\ + ag

gegeben durch
—% + VA
mit )
ay — 4agy
A=-L =
4
unterscheidet man drei Fille:

(A > 0): Dann sind die Nullstellen Aj, A2 von p reell und verschieden. Es folgt
Kern L = V), @ V),

mit V), = Span{e*i'}. Also existieren zu jeder Losung y € Kern L Konstanten

c1,c2 € R mit

y(t) = creMt + cpe??t.
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(A =0 ): Die Nullstellen A1, A2 von p sind reell und es gilt \; = Ao = A = —%. Es folgt
Kern L = V) = Span{e™, te'}.
Also existieren zu jeder Losung y € Kern L Konstanten c¢1,co € R mit
y(t) = creM + coteM = e_%lt(cl + cot).

(A < 0 ): Die Nullstellen sind nicht reell . In diesem Falle sind sie von der Form p = o + i
und fi = o — i mit 8 = /|A| > 0 und a = —%-. Es folgt

Kern L =V, ) = Span{e® cos t, e* sin t}.
Also existieren zu jeder Losung y € Kern L Konstanten ¢y, co € R mit
y(t) = c1e™ cos Bt + coe™ sin Bt = et (01 cos ( ]A\t) + co cos ( |A| )) )
2. Man betrachte die lineare Differentialgleichung 4. Ordnung gegeben durch
L(y) = y® + 8y + 16y = 0.
Das zugehorige Polynom ist durch
M48A2+16= (A2 4+4)2 = (A —2i)2 (A + 20)?
gegeben. Also sind p = 2i , i = —2i jeweils Nullstellen der Multiplizitdt 2 und es gilt:
Kern L = V|, 5y = Span{cos 2t, sin2t, tcos2t, tsin 2t}.
Also existieren zu jeder Losung y € Kern L Konstanten ¢y, ¢, ¢3, ¢4 € R mit
y(t) = ¢1 cos 2t + co sin 2t + c3t cos 2t + ¢4t sin 2t.

9.4 Inhomogene lineare Differentialgleichungen mit reellen und komplexen
Koeffizienten

Wir betrachten zunéchst einen wichtigen Spezialfall, bei dem sich eine spezielle Losung der
inhomogenen linearen Differentialgleichung leicht herleiten lédsst. Man betrachte den linearen
Differentialoperator L : C"(R,C) — C°(R, C) mit

Ly =y™ + ap_1y™ D+ ..+ agy

und komplexen Koeffizienten a; € C. Fiir jedes p € C wollen wir nun eine spezielle Losung der
inhomogenen Differentialgleichung L(y) = e#! berechnen. Dazu ist folgendes Lemma hilfreich:

Lemma 9.4.1. Seip(A\) = A\ +a, 1 A" 1 +...+ag ein Polynom und p(D) = L der zugehdrige
Differentialoperator. Dann gilt:
L(ebt) = p(u)er.
Ist i eine Nullstelle von p der Ordnung k und q das Polynom mit
p(A) = (A= w)*q(N),
so ist q(p) # 0 und es gilt:

L(tber) = klg(u)e = p*) ()et.
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Beweis. Es gilt:

L(eM) D™ (") + ap_1 D" (eM) 4 ... + aget
= (u"+ an_l/ubnf1 +...+ ao)e“t

= p(p)e.

Ist nun p eine Nullstelle von p der Ordnung k& und ¢ das Polynom mit

p(A) = (A = (),
so folgt aus Lemma 9.2.1

L(te™) = g(D)(D — pd)(e) = g(D) (ke
= Klg(p)e" = p® (n)et.

Aus diesem Lemma ergibt sich sofort der folgende Satz:

Satz 9.4.2. Sei p eine Nullstelle von p der Ordnung k mit k € N. Ist p(u) # 0, so setze
k = 0. Dann besitzt fiir A € C die Differentialgleichung

p(D)z = Aet

die Funktion
A

p®) (1)

2(t) =
als spezielle Losung.
Damit erhalten wir fiir Differentialgleichungen mit reellen Koeffizienten den folgenden Satz:

Satz 9.4.3. Seip(\) = A" +a, 1 N1+ ... +ag ein Polynom und p(D) = L der zugehirige
Differentialoperator. Betrachte zu w, A € R die inhomogene Differentialgleichung

p(D)y = Acos(wt).

Sei iw eine Nullstelle der Ordnung k von p mit k € N. Ist p(iw) # 0, so setze k = 0. Dann
existiert ein ¢ € [0,2mw], so dass

Al
pt*) (i)

eine spezielle Losung ist. Dabei ist ¢ durch die Darstellung

y(t) = t* cos(wt + @)

A Al

= i
p®)(iw)  [p) (iw)]

bestimmdt.



180 11. Oktober 2024

Beweis. Betrachte die inhomogene Differentialgleichung
p(D)z = Ae™",

Dann ist wegen obigem Satz

A k _iwt
2(t) = ——t"e™
(® P (iw)

eine spezielle Losung dieser Gleichung und y(t) = Re(z(t)) ist eine Losung der Gleichung
p(D)y = Acos(wt).

Schreiben wir nun p(%}iw) in Polarkoordinaten (siehe Satz 3.2.8), d.h.

A Al

pW(iw)  |p*)(iw)]

mit ¢ € [0, 27], so folgt:

e ) = e[ AL s

e =Re () = e ()
A

= Mtkcos(wt+go).

Bemerkungen.

(a) Fiir eine Inhomogenitét b(t) = Asin(wt) ldsst sich analog eine partikuldre Losung der
Form

4]

k .
7]p(k)(iw)|t sin(wt + @)

y(t) =
bestimmen.

(b) Hat die Inhomogenitat die Form b(t) = by () + b2(t), so bestimme man die partikuldren
Losungen yi(t) und ya(t) beziiglich der Inhomogenititen bi(t) bzw. ba(t). Dann ist
y(t) = y1(t) + y2(¢) eine partikuldre Losung zu der Inhomogenitét b(t).

Als néchstes wollen wir uns dem Problem der Losung einer inhomogenen linearen Differential-
gleichung im allgemeinen Fall zuwenden. Hierbei kann die Inhomogenitit im Prinzip beliebig
sein. Wir werden dabei den reellen und komplexen Fall simultan behandeln.

Sei also L : C*(I,K) — C°(I, K) mit

Ly = y(") + an_ly("_l) + ...+ agpy,

wobei K der Korper der reellen oder komplexen Zahlen und I ein Intervall bezeichnen. Sei
b € C°(I, K) und man betrachte die inhomogene lineare Differentialgleichung mit

Ly =y™ + ap_1y™ Y + ... +agy = b.
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Ist y eine spezielle Losung dieser Gleichung (partikuldre Losung), so ist die Menge aller
Losungen durch

Lrp = Kern L+ g
gegeben. Das Auffinden dieser Losung ist mit der Methode der Variation der Konstanten

moglich. Ist {y1,...,yn} eine Basis von Kern L, so werden wir zeigen, dass n Funktionen
{f1,..., fn} existieren, so dass

y=fiyi+...+ fuyn

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung darstellt. Dazu benétigen wir folgendes
Lemma:

Lemma 9.4.4. Sei {y1,...,yn} eine Basis von Kern L. Dann sind fir jedes to € I die

Vektoren a;(to) € K™ mit a;(to) = (y;(to), y;(to) - - -, (n=1)

i (o)) linear unabhdngig.

Beweis.  Sei also z1a1(tg) + ... + xpan(ty) = 0 mit z; € K eine Linearkombination des

Nullvektors in K™. Dann ist die Funktion z(t) = z1y1(¢t) + ... + zpyn(t) im Kern von L
enthalten. Daraus folgt aber

2(to) = 2'(to) = ... = 2™ (tg) =0

und wegen Satz 9.1.1 ist z identisch null. Da die Funktionen {y1,...,y,} linear unabhéngig
sind, folgt 71 = 9 = ...z, = 0. U

Damit erhalten wir folgenden Satz:

Satz 9.4.5. (Variation der Konstanten )

Seib: I — K eine stetige Funktion und {y1,...,yn} eine Basis von Kern L. Dann existieren
Funktionen {uy, ..., u,} mit
yi(t) ya(t) Yn(t) 0
wo | M el Y e | Y2 :
y vy () y o) b(t)
Sind Uy, ..., U, Stammfunktionen von uy, ..., uy,, So ist

y(1) = U1Qy1(t) + - + Un(t)yn(t)

eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung L(y) = b.

Beweis. Da fiir jedes t € I die Vektoren a;(t) = (yj(t),y;(t)...,y](-n_l)(t)) linear un-
abhéngig sind, folgt die Existenz der Funktionen {uj,...,u,}. (Durch Auflésen des linearen
Gleichungssystems kann man zeigen, dass die Funktionen u, ..., u, stetig sind.) Dann erhal-



182 11. Oktober 2024

ten wir
y = Uyi+...+Upyn
vy = wyr+...tuy, + Uy + ..+ Uny,
= Uwy)+...+ Uy,
Y o= w4 uny, + U 4+ Unyl

= Uwil+...+Uny,

y™ = u1y§n_1) 4.+ Unyr(zn_l) + U1y£n) +...t Unyr(zn)

b+ U\ + .+ Uy,

Somit folgt:

Liy) = y™ 4 a,_1y™ Y+ .. +agy

= U (ygn) + an_lygnfl) 4+ ...+ aoyl) =+

+U2(y§n) + anflyé"_” +...4+aoy2)+...+

FUn (Y + an_1yd Y + .+ aoyn) + b
~ b

0

Bemerkung. Betrachten wir den Beweis des obigen Satzes, so stellen wir fest, dass wir
die Konstanz der Koeffizienten des Operators L mit Ly = y™ + a,_1y™ Y + ... + agy
nicht benutzt haben. Haben wir also ein Fundamentalsystem (y,...,y,), d.h. eine Basis
von Kern L bestimmt, so kénnen wir, mit dem im obigen Satz beschriebenen Verfahren,
eine spezielle Losung finden. Allerdings ist das Auffinden eines Fundamentalsystems im Falle
variabler Koeffizienten und Ordnung strikt grosser als eins ein schwieriges Problem. Sie lassen
sich im Allgemeinen nicht in geschlossener Form angeben.



Kapitel 10

Matrizen

Die meisten konkreten Rechnungen in der linearen Algebra werden mit Matrizen durchgefiihrt.
Sie spielen z.B. bei Darstellungen linearer Abbildungen zwischen endlich dimensionalen Vek-
torrdumen sowie bei linearen Gleichungssystemen eine wichtige Rolle.

10.1 Grundlegendes iiber Matrizen

Sei A : K™ — K™ eine lineare Abbildung und (ey,...,ey,) die kanonische Basis von K™.
Betrachte die Vektoren {A(e1),. .., A(en)} mit

alj
— M m
A(e]) = : e K™.
CLmj
n
Dann gilt fiir x = ) xje; :
j=1
n n aij aiT1 + ...+ anTn
A) = wiAle) = x| | =
Jj=1 Jj=1
Amj 11 + ... + QmnTn
Definieren wir
ay ... Qin 1 a1xry + ...+ a1pnxy
= )
aml --- GOmn Tn Am1T1 + ... + AGmnTn

so erhalten wir fiir die lineare Abbildung A : K™ — K™ die Darstellung

ail AT T
Alz) =

Aml  --- Qmn Tn

183
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Definition 10.1.1. Sei K ein Korper und seien a;; € K mit ¢ € {1,...,m} und j €
{1,...,n},n,m € N. Dann heifit das Schema

all AT )
(aij) =
aml .- Amn

bestehend aus m Zeilen und n Spalten eine m x n-Matriz mit Koeffizienten (Werten) in K.
Die Zahl i heiit Zeilenindex, die Zahl j heiit Spaltenindex von (a;;). Die Zeilen nennt man
auch Zeilenvektoren, die Spalten Spaltenvektoren. Mit M(m x n, K) bezeichnen wir die
Menge aller m x n-Matrizen mit Koeffizienten in K. Ist m = n, so schreiben wir M (n, K)
statt M (n x n, K).

Bemerkungen.

1. Wie oben erldutert konnen wir jede m x n-Matrix auch als lineare Abbildung A : K" —
K™ auffassen und jeder linearen Abbildung A : K™ — K™ entspricht genau eine Matrix
beziiglich der kanonischen Basen in K™ und K™. Ihre n Spaltenvektoren bestehen aus
den Vektoren (A(ey), ..., A(en)) in K. Insbesondere entspricht der Identitét id : K™ —
K" die Matrix F,, bestehend aus den Spaltenvektoren (eq,...,e,). Die Matrix E,
heifit auch Finheitsmatriz. Wir werden im néchsten Abschnitt lineare Abbildungen
auch beziiglich beliebiger Basen darstellen.

2. Wir werden im Folgenden nicht mehr zwischen Matrizen (a;;) € M(m x n, K) und den
zugehorigen linearen Abbildungen A : K™ — K™ unterscheiden.

3. Die Menge M (m x n, K) bildet einen Vektorraum iiber K. Die Addition ist durch
(aij) + (bij) := (aij + bj)
gegeben und die skalare Multiplikation durch
a(aij) := (oai;)

fiir « € K. Die Addition und skalare Multiplikation in M (m xn, K) entspricht der Addi-
tion und skalaren Multiplikation im Vektorraum der linearen Abbildungen L(K™, K™).

Es seien nun A : K" — K™ und B : K* — K" lineare Abbildungen und (a;;) € M(m x n, K)
und (b;j) € M(n x £, K) die zu A und B gehorigen Matrizen. Dann ist auch die Verkniipfung
C := AoB: K* - K™ eine lineare Abbildung und wegen den obigen Uberlegungen entspricht
C genau einer Matrix (¢;;) € M(m x ¢, K).

Wir berechnen die Matrix ¢;;, indem wir C' auf die kanonische Basis e; € K ¢ anwenden. Wir
erhalten dann

Clj blj all ... Q1n blj

=C(e) =AB(e;)=A| © |[=] : S R

Cmj bnj ml --- Omn bnj
n
d.h. ¢ij = Y aipby; (cij entsteht also aus der Multiplikation der i-ten Zeile von A mit der

k=1
j-ten Spalte von B).
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Definition 10.1.2. Seien A = (a;;) € M(m x n, K) und B = (b;;) € M(n x £, K') Matrizen,
so heifit die Matrix A - B := C = (¢;5) € M(m x ¢, K) mit

n
cij = Y aikbi;
k=1

das Produkt der Matrizen A und B.

Bemerkung. Das Matrizenprodukt A-B entspricht also der Verkniipfung Ao B der linearen
Abbildungen B : K¢ - K™ und A : K™ — K™. Es ist genau dann definiert, falls die Zeilenzahl
von B mit der Spaltenzahl von A iibereinstimmt.

Wie kénnen wir an einer Matrix A ablesen, ob A injektiv, bijektiv bzw. surjektiv ist?

Satz 10.1.3. Sei A€ M(m x n,K), A= (ai;). Dann gilt:

a) A: K" — K™ ist injektiv < die Spaltenvektoren {A(e1), ..., Alen)} € K™ sind linear
unabhdngig. Insbesondere ist dann n < m.

b) A: K" — K™ ist surjektiv < die Spaltenvektoren bilden ein Erzeugendensystem von
K™. Insbesondere ist dann n > m.

c) A ist bijektiv < die Spaltenvektoren bilden eine Basis von K™. Insbesondere ist dann
m=n.

Bewets. Seiey,...,e, die kanonische Basis von K”. Dann folgt aus Satz 8.2.4: A: K" —
K™ ist genau dann injektiv, falls {A(e1),..., A(en)} € K™ linear unabhéngig ist. Insbeson-
dere ist dann n < m.

Aus Satz 8.2.1 folgt: A: K™ — K™ ist genau dann surjektiv, falls {A(e1),..., A(e,)} € K™
ein Erzeugendensystem von K™ ist. Insbesondere ist dann n > m.

Teil ¢) folgt aus a) und b). 0

Bemerkungen.

1. Sei A € M(n, K) mit A bijektiv. Dann existiert eine Matrix B € M (n, K) (sie entspricht
der zu A inversen Abbildung) mit

B-A=A-B=E,.

Die Matrix A~! := B heiBt die zu A inverse Matriz. Die inverse Matrix existiert wegen
Satz 10.1.3 genau dann, wenn die n Spaltenvektoren von A linear unabhéngig sind und
somit eine Basis von K" bilden. Wie wir bald sehen werden, ist dies dquivalent zur
linearen Unabhéngigkeit der n Zeilenvektoren.

2. Die Menge der invertierbaren Matrizen
GL(n,K) :={A € M(n,K) | A invertierbar}

bildet beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe. Dies folgt aus der entspre-
chenden Aussage in Korollar 8.1.5 fiir lineare Abbildungen.
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10.2 Matrizen und lineare Abbildungen

Unter Benutzung von Koordinatensystemen kénnen wir einer beliebigen linearen Abbildung
eine Matrix zuordnen. Die Zuordnung ist nicht kanonisch, da in allgemeinen Vektorrdumen
keine ausgezeichneten Basen existieren.

Definition 10.2.1. Seien V,W K-Vektorriume mit Basen B = (by,...,b,) C V und C =
(c1,...,¢m) C W. Es seien ¢pp : V — K" und ¢¢o : W — K™ die durch B und C' definierten
Koordinatensysteme. Sei f : V — W eine lineare Abbildung, so heifit die lineare Abbildung

pcofopy : K" — K™

die Koordinatendarstellung von f.

Die zugehorige Matrix A = Mp c(f) := ¢Cofo¢§1 € M(mxn, K) heifit auch die Matrizdar-
stellung von f beziiglich der Basen B und C von V bzw. W. Man kann sich die Definition
auch durch das folgende kommutative Diagramm veranschaulichen:

f

Vv — W
¢B | 1l oc
Kn A K

Bemerkung. In manchen Biichern (z.B. Fischer) findet man auch die Notation A =

ME (f).
Ubung: Die Abbildung

Mpc : Homg (V,W) = M(m x n, K)
mit f— ¢co fo gb;l ist ein Vektorraumisomorphismus.
Bemerkung. Ist V = K" W = K™ und sind B = (e1,...,e,) und C = (e1,...,6em)

die kanonischen Basen von K" und K™, so ist ¢p = idgn und ¢o = idgm. Somit folgt
Mpc(A) = A.

Die Matrixdarstellung von f beziiglich B und C' kénnen wir wie folgt explizit beschreiben.

Satz 10.2.2. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und B = (by,...,by) sowie C =
(c1,...,cm) seien Basen von V bzw. W. Sei

(aij) =A=Mpc(f) e M(m xn,K)

die Matrizdarstellung von f beziiglich B und C, so erfiillen die Koeffizienten a;; die Glei-
chungen

m
Fb) = aijei (*)
i=1
mit j € {1,...,n} und werden durch sie eindeutig festgelegt.

Bemerkung. Der j-te Spaltenvektor von A besteht aus den Koordinaten von f(b;) beziiglich
der Basis C' = (c1, ..., Cm).
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Beweis. Die Eindeutigkeit folgt natiirlich daraus, dass C' eine Basis von W ist. Die Koef-
fizienten (a;;) der Matrix A erfiillen (x), denn

alj
= ¢c o f o o5 (ej) = bc(f(by)) -

am]’
Also folgt

f(bj) = ¢61(a1j, ceey amj) = Z CLijCi.

i=1
U

Bemerkung. Man kann a;; mittels der dualen Basis (c],...,c;,) von C auch folgender-

maflen darstellen:

aij = ¢ (f(bj)) = (¢, F(bs)) »
wobei (, ) die kanonische Paarung auf W* und W bezeichnet (siche Bemerkung nach Definition
8.3.5).

Nun wollen wir die Matrix zu einer gegebenen Koordinatentransformation bestimmen.

Satz 10.2.3. Es seien B = (by,...,b,) und B = (V},...,b),) Basen des K-Vektorraumes V.
Seien ¢pg : V — K" und ¢pp : V — K" die zu B und B’ gehérigen Koordinatensysteme. Dann
erfillt die zur Koordinatentransformation T'g g = ¢pr o gbél : K™ — K" gehdrige Matrix

(tij) =T =Tpp
die Gleichungen
n
bj = tib]
i=1
fir j € {1,...,n}. Die Matriz T heifit auch Transformationsmatriz.

Beweis. Nach Definition 10.2.1 ist T gr = Mp p/(idy). Damit folgt die Behauptung aus
Satz 10.2.2. U

Bemerkungen.

n
a) Hat also ein Vektor v = ) x;b; die Koordinaten z = (z1,...,z,) beziiglich B, so hat
i=1

er die Koordinaten 2’ = (2}, ..., ],) beziiglich B’, wobei 2/ = T p/(x).

b) Es gilt: (Ip,p) "' = (dp 0 ¢5') 7" = (65') ' 00 = ¢po by =Top.
Beispiel. V = K? B = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) sei die kanonische Basis und B’ =
((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) eine weitere Basis von K. Sei (t;;) = Tg pr, so gilt:
1 1 1 1
0 = tn 0 + tn 1 + t3n 1
0 0 0 1
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=tin=1, t21=0, t31=0

0 1 1 1
1 = 112 0 + 199 1 + 139 1
0 0 0 1

=tip=—1, toa=1, t32=0

0 1 1 1
0 = li3 0 + to3 1 + 33 1
1 0 0 1
=t13=0, toz=—-1, tsz3=1.
Also:
1 -1 0
ITpp=]10 1 -1
0 0 1
Genauso sieht man:
1 11
Tep=|0 11 |=0Tsp)".
0 01

Wie héngen nun die Matrixdarstellungen einer linearen Abbildung beziiglich verschiedener
Koordinatensysteme zusammen?

Satz 10.2.4. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung, B = (b1,...,by), B' = (b},...,0))
Basen von V und C = (c1,...,¢m), C'=(cy,...,c,) Basen von W. Ist

Mpc(f) € M(m xn,K)
die Matrizdarstellung von f beziiglich B und C und
Mprci(f) € M(m x n, K)
die Matrizdarstellung von f beziiglich B' und C', so gilt:
Mp o(f) = Toor - Mpe(f) - Ty »

wobet To cr = ¢cr 0 qbal und T g = ¢pr o qﬁgl die zugehdrigen Koordinatentransformationen
bezeichnen.

Beweis. Es gilt:

MB,C(f) = (bc o f o qﬁl_gl sowie MB’,C’(f) = ¢C’ o f o gf);,l

Daraus folgt:

Mp oi(f) =dcrogc' odco fodg' odpody =Toc o Mpe(f)o(Tpp) "
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Die Matrixdarstellung einer Verkniipfung zweier linearer Abbildungen entspricht natiirlich
der Verkniipfung der Matrixdarstellungen. Genauer gilt:

Satz 10.2.5. Es seien f : U — V und g : V — W lineare Abbildungen zwischen endlich
dimensionalen Vektorrdiumen. Es seien B C U,C C V,D C W Basen. Dann folgt:

Mg p(go f)=Mcp(g) - Mpco(f) -

Beweis. Esscien ¢p:U — K", ¢c: V — K™, ¢p : W — K¢ Koordinatendarstellungen,
so hat man das folgende kommutative Diagramm

U £ v Sy ow
¢ L L éc L b

— —

K" Mpc(f) K™ Mcp(g) K
Daraus folgt:

Mpp(gof)=d¢po(gof)ody =(dpogods') - (dco fody')=Mcplg) Mpeo(f).

10.3 Der Rang einer linearen Abbildung

Eine wichtige Zahl, die wir einer linearen Abbildung zuordnen kénnen, ist ihr Rang.
Definition 10.3.1. Sei f: V — W eine lineare Abbildung, so heifit die Zahl

Rang f = dim Bild f
der Rang der Abbildung f.

Bemerkungen.

a) Da Bild f ein Unterraum von W ist, folgt Rang f < dim W. Es gilt aber auch Rang f <
dimV. Ist dimV = oo, so ist dies automatisch erfiillt. Ist dimV = n und B =
(b1,...,by) eine Basis von V, so ist wegen Satz 8.2.1 die Menge F = {f(b1),..., f(bn)}
ein Erzeugendensystem von Bild f und daher ist Rang f <n =dim V.

b) Ist B = (b1,...,by,) eine Basis von V und F eine linear unabhingige Teilmenge von
E ={f(b1),...,f(by)}, so folgt |F| < dim Bild f aus Satz 7.2.15. Auf der anderen Seite
enthilt E wegen des Austauschsatzes 7.2.12 eine Basis von Bild f. Damit gilt also:

dim Bild f = max{|F'| | F C E, F linear unabhéngig } ,

d.h. Rang f ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Vektoren in {f(b1),..., f(bn)}.

c) Sei A € M(m xn, K), so sind die Spaltenvektoren {A(e;), ..., A(e,)} ein Erzeugenden-
system von Bild A und somit ist Rang A die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten-
vektoren.
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Definition 10.3.2. Sei A € M(m x n, K), so heifit die Maximalzahl linear unabhéngiger
Spaltenvektoren auch Spaltenrang der Matrix A. Der Zeilenrang ist die Maximalzahl linear
unabhéngiger Zeilenvektoren von A.

Bemerkung. Damit ist also der Spaltenrang einer Matrix A gleich dem Rang der linearen
Abbildung A. Wir werden bald sehen, dass der Spaltenrang mit dem Zeilenrang iiberein-
stimmt.

Der Rang einer linearen Abbildung &ndert sich nicht, wenn wir die lineare Abbildung mit
Isomorphismen verkniipfen, d.h. er lasst sich aus einer beliebigen Matrixdarstellung ablesen.
Genauer gilt:

Satz 10.3.3. Seien f : V — W eine lineare Abbildung und ¢ : W — W' und ¢ : V! — V
Isomorphismen. Dann gilt:

Rang f = Rang(p o f o 9).

Sind insbesondere B = (by,...,by) bzw. C = (c1,...,¢n) Basen von V bzw. W und ¢p : V —
K™ bzw. ¢c : W — K™ die zugehiorigen Koordinatensysteme, so gilt:

Rang f = Rang(¢c o f o ¢§1).
Somit kann also der Rang von f mit Hilfe einer beliebigen Matrixdarstellung bestimmt werden.
Beweis. Dap: W — W und ¢ : V! — V Isomorphismen sind, folgt
dimBild(¢ o f) = dimBild f und dimBild(f o) = dim Bild f.
0

Ziel ist es, Koordinaten zu finden, fiir die eine lineare Abbildung eine besonders einfache
Gestalt annimmt.

Satz 10.3.4. Sei f : V — W eine lineare Abbildung mit Rang f = r,dimV =n und dim W =
m. Dann gibt es Basen B = (by,...,by) und C = (c1,...,¢m) von V bzw. W, so dass

E, Orx(n—r)

O(m—'r) Xr O(m—r) X (n—r)

wobei E, die Einheitsmatriz in M (r, K) und 0;x; die Nullmatriz in
M (i x j, K) bezeichnet.

Beweis. Sei f:V — W linear und U C V ein Komplement zu Kern f, d.h. UdKern f = V.
Dann folgt aus Satz 8.1.8, dass f : U — Bild f ein Isomorphismus ist. Sei (c1, . .., ¢,) eine Basis
von Bild f, so ist f~!(c;) = b; eine Basis von U. Da dim Kern f = n—r, kénnen wir eine Basis
(byt1,...,by) von Kern f auswihlen. Dies definiert dann eine Basis (b1,...,br, bpg1,...,bp)
von V. Man ergéinze (cy,...,c.) zu einer Basis (¢, ..., ¢y,) von W. Dann folgt:

¢j = f(b) = aijei
=1
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fir 1 < j < r. Daraus folgt:

L=,
R PR

fir1<j<r, 1<i<m.lIstj>r, sogilt:
m
0= f(bj) = Zaijci .
i=1

Daraus folgt: a;; =0 fir r < j <nund 1 <i<n. U

Dieser Satz hat folgende Anwendungen in der Theorie der Matrizen.

Korollar 10.3.5. Sei A € M(m x n, K) mit Rang A = r. Dann ezistieren Matrizen T €
GL(n,K) und S € GL(m, K) mit

E, 0% (n—r)

S-A- T =

O(m—r) Xr O(m—r) X (n—r)

Beweis. Sei A: K™ — K" die lineare Abbildung, die der Matrix A entspricht. Dann gibt
es wegen Satz 10.3.4 Basen B von K" und C von K™ mit zugehorigen Koordinatensystemen
¢op: K" — K", ¢c: K™ — K™, so dass

E. 0

¢oo Ao gy =
B 0 0

Die Matrizen T bzw. S, die ¢p bzw. ¢¢ reprisentieren sind invertierbar, d.h. T' € GL(n, K),
S € GL(m, K), und es gilt:

S-A-T7! ZQSCOAod)El :MB70(A).

Bemerkung. Aus diesem Korollar folgt: Sind A, B € M (m x n, K), so gilt
Rang A = Rang B & Es existieren S € GL(m,K), T € GL(n,K) mit B=S-A-T%,
Denn ist Rang A = Rang B = r, so existieren S1, 52 € GL(m, K) und T1,T» € GL(n, K) mit

E. 0

S1AT; = SoBT, ' =
0 0

Dies impliziert
B = SAT™!

mit S = S5 1S und T = T, ' Tp.
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Definition 10.3.6. Sei A € M(m x n, K), so heiit die Matrix A € M(n x m, K) mit
(AYjj=ajfir1<i<n1<j<m
die transponierte Matriz, d.h. aus der j-ten Zeile von A wird die j-te Spalte von A’

Beispiel.

2310
0 4 3 2

S =W N
N W e O

Wir wollen nun untersuchen wie die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung f:V — W
zu ihrer transponierten Abbildung f!: W* — V* in Beziehung steht.

Satz 10.3.7. Sei F : V. — W eine lineare Abbildung und f* : W* — V* die transponierte
Abbildung. Seien B = (b1,...,by) bzw. C = (c1,...,¢m) Basen von V bzw. W und B* =
(b3,...,0%) bzw. C* = (cf,...,c) die dualen Basen von V* bzw. W*. Dann gilt:

Me+p-(f') = (Mp.c(f))" -

n
Beweis.  Sei ft(c;‘f) = cjo f= ) a;by, so erhilt man durch Anwendung auf den Vektor
k=1
bi:

aig = f1(c;)(bi) = ¢ (f (i) -

m
Nun gilt: f(b;) = > agicr und somit folgt aus der Definition der dualen Basis
k=1

CLZJ = C E akl Ck = ajj -

Satz 10.3.8. Es seien A€ M(m xn,K),Be€ M(nx{,K), so gilt:

(A-B) =B A"
Beweis. Sind (A);; = a;; und (B);; = bij, so gilt: (A");; = aj; und (B');; = bj;. Ist
C = AB, so folgt ¢;; = kil ;;b; und somit

(AB)Z = Cj; = Z ajkb]m‘.
k=1

Auf der anderen Seite ist

n
BtAt j Z Bt zk Z bkzajk - Za’]k‘bk”t
k=1
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Bemerkung. Ist A € GL(n,K), so folgt A® € GL(n,K) mit (A")~! = (A7!)!, denn
B =B = (A- A1)t = (A1) AL,
Satz 10.3.9. Ist A€ M(m x n,K), so gilt

Rang A = Rang A" .

Bemerkung. Da den Spalten von A? die Zeilen von A entsprechen, folgt daraus:
Zeilenrang = Spaltenrang.

Beweis. Ist Rang A = r, so erhalten wir aus Korollar 10.3.5 die Existenz von Matrizen
E. 0

T e€GL(n,K),Se€GL(m,K) mit S-A-T~! = . Dann folgt aus Satz 10.3.8
0 O
E. 0 —1yt —1yt t —1\t gt ot t\—1 At ot
= (SAT ) = (T )(SA)" = (T )A'S" = (T") " A'S" .
0 0

10.4 Gauflscher Algorithmus

Nun werden wir ein Verfahren kennenlernen, um gewisse Standardprobleme in der linearen
Algebra explizit zu losen, wie z.B.:

a) Lineare Gleichungssysteme;
b) Berechnung des Rangs einer Matrix;

c¢) Berechnung der inversen Matrix.
Sei zunéchst V ein Vektorraum iiber K und
U = Span(by,...,by) ={x1b1 + ...+ zpby | x; € K}

der von den Vektoren b; € V aufgespannte Unterraum. Wir wollen nun einige elementare
Umformungen der Vektoren (b1, ...,b,) angeben, ohne dass sich das Erzeugnis dndert. Wir
bemerken:

Typ 1:
U = Span(by,...,bj,...,b;,...,b,) (Vertauschung von b; mit b;).

Typ 2:
U = Span(by,...,bi—1,b; + A\bj, bit1,...,b,) (Addition des A — fachen von b; zu b;),

fir A € K und 7 # j. Dabei dndert sich das Erzeugnis nicht, denn wegen b; = b;+Ab; —\b;
und ¢ # j ist b; € Span(b,...,bi—1,b; + Abj, bit1,...,by).

Typ 3:
U = Span(by,...,bi—1,Ab;, bit1,...,b,)  (Multiplikation von b; mit \),

fiir A # 0.
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Diese Umformungen werden wir nun anwenden, um den Zeilenrang einer Matrix zu berechnen.

a1 ... Qip

Sei A = : : € M(m x n,K). Der Zeilenrang von A ist gegeben durch
aml .- Qmn

dim Span(ay, ..., a,,) mit den Zeilen a; = (a;1,...,a;p) € K™.

Satz 10.4.1. Sei A € M(m x n,K), so kann A durch elementare Zeilenumformungen vom
Typ 1 und Typ 2 auf folgende Form (Zeilenstufenform )

0...0 by, ... . b
0...0 bojy... . Do
0...0 bjy... ... b3,

0...0 :

brj, -+ b

0 ... 0

0...0 0...0 0...0 0...0 0 0

gebracht werden mit 1 < j1 < jo < ... < j, <n und b;;; # 0.

Beweis. 1. Die erste Spalte der Matrix A, fiir die nicht alle Elemente null sind, hat den In-
dex j1. Durch Vertauschen der Zeilen bringen wir ein solches, von null verschiedenes, Element
in die erste Zeile.

0O ... 0 blj1 A bln
A Ty—p>1 : : und bljl 75 0.
0 0 bmj bimn
2. Fiir i = 2,...,m addieren wir zur i-ten Zeile das (—Zﬁ_ L )—fache der ersten Zeile.
1
0 ... 0 by oo bin
: © 0
A/
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Wir wenden 1 und 2 auf A’ an und erhalten:

0 ... 0 byj, ... o bin
0 ... 0 by ...boy

. .
A

0 0 0 0 0

Man gehe weiter gleichermaflen vor, bis man nach endlich vielen Schritten (offensichtlich
weniger als die Spaltenzahl) zu einer Matrix der angegebenen Form gelanget. U

Bemerkung. Dieses Verfahren nennt man auch “Gaufscher Algorithmus”.

Beispiel.
0 0 0 —4 -3 0o 2 -1 1 0
Ao 0o -4 2 2 3 Typ] 0o -4 2 2 3 Typ2

0 6 -3 1 1 0o 6 -3 1 1

0o 2 -1 1 0 0 0 0 —4 -3
02 -1 1 0 0 2 -1 1 0
00 o0 4 3 yp2 | 0 0 0 4 3
00 0 -2 1 00 00 25
00 0 —4 -3 00 00 0

Bemerkung. Die Zeilenstufenform ist nicht eindeutig.

Korollar 10.4.2. Sei A € M(m x n,K) und sei B € M(m x n,K) eine zugehdrige Zeilen-
stufenform. Sei U der Vektorraum, der von den Zeilen von A aufgespannt wird, so gilt: Die
von null verschiedenen Zeilen von B bilden eine Basts von U. Insbesondere gilt:

Rang A = Anzahl der von null verschiedenen Zeilen von B .

Beweis. Da die Zeilenvektoren von B durch elementare Umformungen der Zeilen von A
entstanden sind, bilden sie ein Erzeugendensystem von U. Dass die von null verschiedenen
Zeilen von B linear unabhingig in K" sind, sieht man wie folgt: Sei

al(o,...,O,bljl,...,bljn)—I—O@(O,...,O,szz,...,bgjn)—l—...

—|—Oér,«(0,...,O,ijT,...,ijn):(0,...,0),
so folgt aus ji1 < jo < ... <jrund b, #0, a1 =as = ... =, =0. U

Wann ist eine n x n Matrix A invertierbar? Es gilt zum Beispiel
A invertierbar < Rang A = dim Bild A = n,

denn wegen Korollar 8.2.8 ist A : K™ — K" surjektiv genau dann, wenn A bijektiv ist.
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Korollar 10.4.3. A € M(n, K) ist invertierbar < ihre Zeilenstufenform hat die Gestalt

Bemerkung. Die Zeilenstufenform impliziert natiirlich b;; # 0.

Beweis. A invertierbar < Rang A = Zeilenrang =n =r <
b11 ce bln

B = oo ,denn aus 1 < j; < jo < ... < jp < n folgt:

0 ... bun
jlzl,j2:2,...,jn:n. Dabei ist b“;é()

Bemerkung. Korollar 10.4.2 kann man z.B. benutzen, um folgende Aufgabe zu l6sen. Es
seien vy, ..., vy, € K™ und U = Span{vy, ..., v, }. Gesucht wird eine Basis von U. Die Losung
erhilt man wie folgt:

Man schreibe v; = (a1, ..., a;) € K™ und betrachte diese Vektoren als Zeilen der Matrix A.
Diese Matrix bringe man auf Zeilenstufenform. Die von null verschiedenen Zeilen bilden dann
eine Basis von U.

Allgemeiner gilt: Sei V' ein beliebiger Vektorraum und B = (by,...,b,) eine Basis von V
und ¢p : V. — K™ zugehoriger Koordinatenisomorphismus. Sei U = Span{vi,...,v,} ein
Unterraum von V', so finden wir eine Basis in U wie folgt. Betrachte den Unterraum ¢p(U) =
Span{¢p(v1),...,¢B(vm)} C K™ Nach obigem Verfahren kénnen wir eine Basis B’ von
¢p(U) gewinnen. Dann folgt: ¢ (B’) ist eine Basis von U (denn ¢p ist ein Isomorphismus).

Wir wollen nun die oben angegebenen elementaren Umformungen durch Matrizen (Element-

all AT
armatrizen) beschreiben. Sei A = : : € M(mxn, K) eine m x n Matrix. Ist
ml1 ... Qmn
ary ain ai;
PeM(m,K),soist P-A= | P : R : , denn PA(ej) = P
Gm1 Qmn Amj

Sei i # j, so entspricht der Vertauschung der i-ten und der j-ten Zeile (Typ 1) eine Matrix
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P € M(m, K) mit

(o

i

Tn

I

T

Tn

Insbesondere ist P¥J - PhJ = E,,.
Dem Addieren des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile entspricht

xy

T
Q7 (N

Lj

In

x1
T + A
Ly

Tn

Insbesondere ist Q™ (\) - Q%I () = Q% (A + p).

Dem Multiplizieren der i-ten Zeile mit A # 0 entspricht

I

CHOVE

Tn

I

/\xi

Tn

1

Insbesondere gilt: S*(\)S* (1) = S*(Au). Es folgt nun unmittelbar:

I

T

Tn

x1

T

T

Z;

Tn

197
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Lemma 10.4.4. Die obigen Elementarmatrizen sind invertierbar und es gilt:
i) (PW)~1 = pi.
i) (Q@(\)™!=QM(=N).
i) ST~ = SHATY) fiir A # 0.

Es stellt sich nun heraus, dass sich jede invertierbare Matrix als endliches Produkt der Ele-
mentarmatrizen darstellen l&sst.

Satz 10.4.5. Jede Matrix A € GL(n, K) ist endliches Produkt von Elementarmatrizen.
Bemerkung. Man sagt: Die Gruppe GL(n, K) wird durch die Elementarmatrizen erzeugt.
Beweis.  Wegen Korollar 10.4.3 hat die Zeilenstufenform von A die Gestalt

d.h. B = By... BiA mit B; Elementarmatrizen vom Typ 1 bzw. 2.

Wenden wir weitere Zeilenumformungen an, so kénnen wir zunéchst erreichen, dass alle Ko-
effizienten in der n-ten Spalte oberhalb by, verschwinden (durch Typ 1 bzw. Typ 2 Umfor-
mungen). Durch weitere Zeilenumformungen erhalten wir, dass alle Koeffizienten oberhalb
der Diagonalen verschwinden. Das Ergebnis ist eine Diagonalmatrix

dy 0
D = :Bs--~Br+1Br-~-BlA
0 dn

mit d; # 0. Nun normieren wir die Diagonale noch zu 1, indem wir die i-ten Zeilen mit
d— multiplizieren, d.h. wir multiplizieren D mit den Matrizen S’( ) Dies impliziert F,

Bg . B1 A, wobei B; Elementarmatrizen darstellen. Da die Tnversen der Elementarmatrlzen
wieder Elementarmatrizen sind, gilt: A = B} Lo B[ ist Produkt von Elementarmatrizen. [J

Dieser Satz ergibt ein praktisches Verfahren, eine Matrix zu invertieren. Sei A € M (n xn, K),
so bringe A mit Elementarmatrizen By, ..., By auf Zeilenstufenform, d.h. Zeilenstufenform
= By ...B1A. Ist der Rang A < n, so ist A nicht invertierbar und wir kénnen die Rechnung
beenden. Ist Rang A = n, so fithre man weitere Zeilenumformungen durch, bis aus A die
Einheitsmatrix F,, wird. Schematisch lasst sich dies wie folgt durchfiihren:

A E,

BlA BlEn

E,=DBy---BA A-'=B,---BE,

d.h. man fiihrt simultan Zeilenumformungen von A und FE,, durch, bis links F,, steht. Dann
erscheint auf der rechten Seite die zu A inverse Matrix.
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1 2
Beispiel.  Berechnung der zu A = € M(2 x 2,R) inversen Matrix.
31
1 2110 1 2 10 1 2 1 0 1 —% %
~ ~ 3 1 ~ 3 1
3101 0 5| -3 1 01| % -1 01| 2 -1

Also ist die gesuchte inverse Matrix zu A.

(S GIN

10.5 Lineare Gleichungssysteme

Nun wollen wir uns mit den in Abschnitt 8.1 (Beispiel 2) eingefiihrten linearen Gleichungs-
systemen beschiiftigen. Ist A € M(m x n, K) und b € K™, so definiert die lineare Gleichung
Az = b ein System von m skalaren Gleichungen mit n Unbekannten, ndmlich:

a1+ ... Faipz, =by

Am1T1t+ ... FCmnTn = bm.

Nach Definition von Bild A hat Ax = b genau dann eine Losung, falls b € Bild A. Ist dies der
Fall, so gilt nach Satz 8.1.10

Lap={rec K" |Ar =0} =20+ KemA:={zg+y|yec KemnA},

wobei zq eine spezielle Losung des Gleichung darstellt.

Wir erinnern nochmals daran, dass fiir b = 0 das Gleichungssystem homogen, andernfalls
inhomogen genannt wird. Die Gesamtheit der Losungen besteht daher aus der Summe einer
speziellen Losung der inhomogenen Gleichung und der Menge der Losungen der homogenen
Gleichung.

Bemerkung. Der Losungsraum eines linearen Gleichungssystems éndert sich natiirlich
nicht, falls man das Gleichungssystem mit einer invertierbaren Matrix multipliziert. Genauer:
Ist Ae M(m xn,K),be K", so gilt: Ist S € GL(m, K), so folgt:

EAJ) - 'CS_lA,S_lb 5

denn die Gleichung Az = b ist dquivalent zu S~' Az = S~1b.

Wir wollen uns jetzt damit beschéftigen, wie man die Gesamtheit der Losungen berechnen
kann. Dabei ist die Anwendung des Gaussalgorithmus und die damit verbundene Zeilenstu-
fenform einer Matrix von entscheidender Bedeutung.

Satz 10.5.1. Sei A € M(m x n,K) mit Rang A =r und b € K". Es sei S € GL(m, K), so
dass STYA = B eine Zeilenstufenform von A darstellt. Ist b’ = S™b, so besitzt die lineare

Gleichung
Ax =10

genau dann eine Lésung, falls b, =0 fiir i > r.
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Beweis.  Seialso S € GL(m, K), so dass STt A = B eine Zeilenstufenform von A darstellt
und es sei b = S~'b. Da der Rang von A gleich r ist, hat die Zeilenstufenform B von A genau
r von null verschiedene Zeilen. Wegen der obigen Bemerkung stimmen die Losungsmengen
der Gleichungen Ax = b und Bz = V' iiberein. Ist also x eine Losung von Bx = b/, d.h.

0...0 by, ... ... bin T b’l
0...0 by, ... oo b
D 0...0 by ... ... b3y
B(x) = 0...0 _ ’
brj - b b
0 ... 0 : by
0...0 0...0 0...0 0...0 :
0...0 0...0 0...0 0...0 0 0 Tn b,
so folgt: by | = ... =1, =0.
Sei nun umgekehrt o)., = ... = b, = 0. Wir zeigen, dass dann eine Losung existiert.

Wir werden sogar etwas mehr zeigen, ndmlich dass die Losung eindeutig ist, wenn man als
Losungen nur Vektoren in einem gewissen Unterraum von K" zuldsst. Man betrachte dazu
die Indexmenge J = {j1,....j,} und den Unterraum

Uj: = {z€eK"|z;=0, fallsi ¢ J}
= {(0,...,:L'jl,o,...,0,13j2,0,...,O,l’jr,o,...,O}|l’jiEK}.

Dann ist fir x € Uy und &' = {b},...,b.,0,...,0} das Gleichungssystem B(x) = b’ dquivalent
Al

bljlle‘{' bleI‘jQ—F - +b1jr$jr bll

b2j2$j2+ ... —l—bgjrl‘jr b/2

B(x) = brj, Tj, =\ b
0 0

0 0

Daher existiert in U genau eine Losung
z={(,...,2;,0,...,0,24,0,...,0,2;,0,...,0}

von Bz = b . Die von null verschiedenen Komponenten z;j,, ..., x;, berechnen sich wie folgt:
Aus der r-ten Zeile erhalten wir:

_ 3/ 3 J— X .
brj.xj, = b, und somit x; = b,./by;,.
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Aus der (r — 1)-ten Zeile erhalten wir:
br_ljrflxj'rfl + br—ljrxjr = b;ﬂ—l'

Daraus berechnet sich x;, . Setzen wir dieses Verfahren fort, so erhalten wir schliefilich alle
restlichen Komponenten z;,...,z; und somit eine eindeutige Losung x € U; C K" der
Gleichung Bx = b'. Diese ist dann eine Losung der Gleichung Az = b. U

Nun kénnen wir leicht ein Verfahren angeben, um die Gesamtheit der Lésungen zu bestim-
men. Sei B die oben beschriebene Zeilenstufenform von A und U; der wie oben konstruierte
Unterraum. Ist K7, := {(q1,...,,0,...,0) C K™, so folgt aus den obigen Uberlegungen die
eindeutige Losbarkeit der Gleichung B(x) = ¢ zu gegebenem ¢ € K, und gesuchtem x € Uj.
Dies bedeutet aber, dass die auf U; eingeschrinkte Abbildung

BJ::B‘UJ:UJ—)K:TL

mit B|y,(x) = B(z) bijektiv ist.
Um nun alle Losungen des homogenes Problems zu erhalten, betrachte man den Unterraum

U;={ye K"|y;=0,ie J} C K".

Uy ist in K" ein Komplement des r-dimensionalen Unterraumes U; und hat somit die Di-
mension n — r. Wir bestimmen zu jedem vorgegeben y € U; ein x € U; mit

Bz +y)=0.

Diese Gleichung ist dquivalent zu der Gleichung

Aus der Gestalt von B folgt B(y) C K],. Da By : Uy — K], bijektiv ist, hat die Gleichung
B(x) = —B(y) die eindeutig bestimmte Losung

x=-B;'B(y) € Uy.

Analog zur Vorgehensweise bei der Berechnung der speziellen Losung, berechnet man die

von null verschiedenen Komponenten x;,...,z; von z, indem man zu jedem y € Uj das
Gleichungssystem
bijpzj+ bujpTj,+ oo Fbg,
bajpjot - Fb2j
B(z) = bz, | = —B)
0
0
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16st. Dann definiert G : Uy — Kern B mit
Gy)=y+x=y—B; By)

eine lineare Abbildung. Sie ist injektiv, denn ist G(y) = y — B;lB(y) =0, soist y =0 und
B;lB(y) = 0. Dies folgt, da die Summe U; + Uj direkt ist und leB(y) € Uy bzw. y € Uj.
Wegen dim Kern B = dim Uj = n —r ist die Abbildung auch bijektiv. Also sind die Losungen
des homogenen Problems gegeben durch

KernA=Kem B = {y— B;'B(y) | y € Us}.
Alle Losungen sind somit durch
Kern B + B;'(V)={y — B;'B(y) + B;'(t)) |y € Us} = {y + B;' (-B(y) +V) |y € Uz}

gegeben.

In der Praxis berechnet man die allgemeine Losung direkt und nicht getrennt nach spezieller
und allgemeiner Losung, denn in beiden Féllen sind die Rechenschritte sehr dhnlich. Man
gehe wie folgt vor. Nachdem man das Gleichungssystem auf Zeilenstufenform gebracht hat,
iiberpriife man, wie oben beschrieben, ob eine Losung existiert. Dann bestimmt man aus der
Zeilenstufenform die Indexmenge J = {ji,...,5.} und ihr Komplement J = {1,...,n}\ J.
Nun miissen wir zu gegeben y € U den eindeutig bestimmten Vektor z € U; bestimmen mit

z = a(y) = By ' (~B(y) + V).
Dies ist natiirlich zur Losung des Gleichungssytems
B(xz) = —B(y) +V
mit x € Uy dquivalent. Die Losungsmenge L4, = Lp ist dann von der Form

{y+zy) |y e Us}.

Beispiel. Man betrachte das reelle Gleichungssystem

I

1 0 6 1 3
T2

01 -8 0 =1 -5
x3

0 4 —-16 -3 —7
T4

Multiplizieren wir die zweite Zeile mit —4 und addieren wir das Ergebnis zur dritten Zeile,
so ist die Matrix auf Zeilenstufenform gebracht und wir erhalten das dquivalente Gleichungs-
System

1

10 6 1 3
T2

01 -8 0 =1 -5
L3

0 0 16 -3 13

Iy
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Damit ist J = {1,2,3}, J = {4} und somit
Us={(z1,22,23,0) | z; € R} und Uj = {(0,0,0,y) | y € R}.
Zu gegebenem § = (0,0,0,y) € Uz und b’ = (3, —5, 13) miissen wir nun das Gleichungssystem
B(z) = —B(§) +V/
mit x = (z1, 29, x3,0) 16sen. Wir erhalten die Gleichungen

r1+6x3 = 33—y
o — 8%3 = =5
1623 = 13+ 3y.

Daraus ergibt sich:
3
r3 = —+ =y
To = -5+ — + =~
6-13 18 24-39 17

= 3—7—— — =
e 16 167 g g Y

Also ist die allgemeine Losung von der Form

17 3 3 13 3 15 3 13 17 3 3
Ty Sy, S 2 R} ={(-=, =, = -, =, =1 R}.
{g=3% 5759 gty WIvERI =15, 5 15 Otul-5, 5 15 VIV ER]
Dabei ist

15 3 13

(_§7 57 Ea )
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung und

17 3 3
L 2 2 R
{u( S 2 16’ )|y eR}

die Menge aller Losungen der homogenen Gleichung.
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Kapitel 11

Determinanten

11.1 Die definierenden Eigenschaften der Determinante

Definition 11.1.1. Sei K ein Koérper. Die Determinante ist eine Abbildung
det : K" x ... x K" - K
Sy —

n—mal
mit folgenden Eigenschaften.

1. det ist multilinear, d.h. linear in jeder Komponente. Ist j € {1,...,n} und halten wir
die von der j-ten Komponente verschiedenen Komponenten fest, so gilt:

det(...,Aaj + pbj,...) = Xdet(...,aj,...) + pdet(...,bj,...)
fir a;,b; € K" und \,p € K.

2. det ist alternierend, d.h.
det(ay,...,an) =0,

falls zwei Vektoren iibereinstimmen, d.h. falls a; = a; fiir i # j.

3. det ist normiert, d.h.
det(ey,...,en) =1,

falls eq, ..., e, die kanonische Basis von K" ist.
Bemerkung. Aus 1. und 2. folgt:
det(...,a;,...,a5,...) = —det(...,a5,...,0a;,...),
denn
0 = det(...,ai+aj,...,a;+aj,...)

= det (...,a4...,a; +aj,...)+det(...,a;,...,a; +aj,...)
= det(...,a4...,0a5,...)+det(...,a5,...,0a;,...).

Wir werden sehen, dass es genau eine Abbildung mit den obigen Eigenschaften gibt. Um dies
zu beweisen, ist die Permutationsgruppe S, von grofler Bedeutung. Diese besteht aus den
bijektiven Abbildungen:

Sp={0:{1,...,n} = {1,...,n} | o bijektiv}.

205
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Die Gruppenstruktur ist durch die Verkniipfung von Abbildungen gegeben. Man schreibt auch
o € S, oft in Form einer Doppelzeile:

1 2 n
g =
a(1) o(2) a(n)
Satz 11.1.2. Die Gruppe S, ist endlich mit |S,| =n!=n-(n—1)-... 1.

Beweis. Wir beweisen dies durch Induktion iiber n:

Ist n =1, soist |S(1)] = 1.

Der Satz sei fiir n — 1 bewiesen, d.h. es gelte |S,_1)| = (n — 1)!.

Sei 0 € S, und o(1) = ¢ € {1,...,n}. Dann gibt es nach Induktionsvoraussetzung genau
(n — 1)! bijektive Abbildungen

o:{2,...,n} = {1,...,n}\ {i},

d.h. genau (n—1)! Moglichkeiten, o zu einer bijektiven Abbildung auf {1, ...,n} fortzusetzen.
Daraus folgt: |S,| = n(n — 1)! = nl. U

Die einfachsten Permutationen sind solche, die nur zwei Elemente miteinander vertauschen.

Bemerkung. Fiir n > 3 ist die Gruppe S,, nicht abelsch.

Definition 11.1.3. Eine Permutation 7; ;

1 ... ¢ ... 7 ... n
Tij = ) ) ’
1 ... 5 ... 1 ... n

die nur ¢ mit j vertauscht und alle anderen Elemente festhélt, heif3t Transposition.

Satz 11.1.4. Die Gruppe S, wird von Transpositionen erzeugt. Genauer gilt: Jedes o € Sy,
lasst sich als Produkt von hichstens (n — 1) Transpositionen schreiben.

Beweis. Sei o € S,. Wir zeigen: Es gibt (n — 1) Transpositionen 7y, ..., 7,—1 mit
Tp_10...0ToTi 00 = id.

Da die Inverse einer Transposition wieder eine Transposition ist, folgt damit die Behauptung.
Sei 71 = 74(1),1 die Transposition, die (1) mit 1 vertauscht. Dann gilt fiir 0y =11 00

01(1) =7n1(o(1)) = 1.

Sei nun 7y = 7,,(2),2 die Transposition, die 01(2) mit 2 vertauscht, so gilt fiir oo = 9001 =

T2 07100

o2(1) =1 und 02(2) = 2.
Seien nun 71, ..., 7,1 schon definiert und o1 gegeben durch op_1 = 7_10...071 00, so
dass

or-1(j) =g fir 1<j<k—1

Dann definiere man 7, = 75, | () und es gilt fiir o, = 7 0 03—

op(j) =7 fir 1 <j<k.
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Nach (n — 1) Schritten erhalten wir:
On1=Tp-10...0TL0C
und es gilt
on_1(j) =37 fir 1<j<n-—1.

Dann ist auch o,_1(n) = n und somit o,,—1 = id.
Natiirlich kénnen einige der konstruierten Transpositionen 7; gleich der Identitét sein. In dem
Falle ist die Anzahl der benétigen Transpositionen kleiner als n — 1. U

Definition 11.1.5. Seio € S, und ¢ = 7, 0...07 mit 7; Transposition. Dann definiere man
das Signum von o durch

sign(o) = (—1)~.

Bemerkungen.

1. Die Darstellung einer Permutation durch Transpositionen ist natiirlich nicht eindeutig.
Man kann aber zeigen: Hat man zwei Darstellungen mit & und k' Transpositionen, so
ist die Differenz k — k' eine gerade Zahl, also von der Form 2m mit m € Z. Damit ist
das Signum einer Permutation wohldefiniert.

2. Eine Permutation heifit gerade, wenn das Signum der Permutation 1 ist. Ist es —1, so
heifit die Permutation ungerade. Die Menge der geraden Permutationen in .S, wird
mit A,, bezeichnet. Sie bilden eine Untergruppe von S,. Hingegen bilden die ungeraden
Permutationen keine Untergruppe von .S,,.

Lemma 11.1.6. Ist det : K™ x ... x K" — K eine Determinantenabbildung und ey, ..., e,
kanonische Basis von K", so gilt:

sign(o) = det(ey(1); - - - »€o(n)) -

Beweis. Ist o =7140...07 = 7 001 mit Transpositionen 7;, so gilt:

det(eqs(1), -, €0(m)) =  det(e

Tpog—1(1)s -~ 7e'rkak_1(n)>

= — det(eakfl(l), ceey €ak,1(n))

= (—1)kdet(€1, RN en) = Sign(o-) .

Satz 11.1.7. (Eindeutigkeit und Existenz der Determinante)
Die in Definition 11.1.1 beschriebenen Eigenschaften charakterisieren die Deteminante ein-
deutig. Sind insbesondere n Vektoren a; = (a;1,...,ain) € K™ gegeben, so folgt

det(ay,...,an) = Z sign(o) A1) - -+ * Ano(n)-
oESy

Diese Formel liefert auch eine Definition der Determinante.
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Beweis. Ist a; = ajie1 + ... + ajpen, so folgt:

n
det(ai,...,an) = g aij, det(ej,, as, ..., an)
J1=1
n n
= E aij, E azj, det(ej,, €j,, a3, ..., an)
Jji=1 Jo=1
n n n n
= E aij E a2j, g asj, = ... E anj, det(ej,, ..., ¢ej,)
Jj1=1 Jj2=1 jz3=1 jn=1
n
= E (15,0255 * - - - * Oy, det(ejl,...,ejn)
jl:---vjnzl
= ) () Grom) det(eo(r)s - En)
ocESh
= E sign(o) alg(l) et amf(n).
€Sy

Um zu zeigen, dass diese Formel auch eine Determinante darstellt, bleibt noch zu zeigen,
dass sie die charakterisierenden Eigenschaften einer Determinante aus Definition 11.1.1 auch
wirklich erfiillt. Es ist also nachzupriifen, dass diese Formel eine multilineare, alternierende,
sowie normierte Abbildung definiert.

1. Multilinearitét:
det(ai,...,aj—1,Aaj + ua}, Ajgl,- -5 0n)

= Z sign(o)ae(1) - - - (Aajo(j) + ua;g(j)) S Gpg(n)
O’ES’n
=A Z sign(0) (1) - - @jo(j) - - - Ono(n) 1 Z sign(o)as(1)- - "aj—la(j—l)'a;‘o—(j)" - Ong(n)
0ESH €Sy

= Adet(aq,...,a,) + pdet(aq,... ,aj,l,a;-,ajJrl, ceeyap)

2. Alternierend:

Es sei a; = (as1,- - -, @in) = (aj1,...,ajn) = aj mit i # j und 7 = 7; Transposition, die i
mit j vertauscht. Es gilt: S, = A,UA, 7 mit A,NA,7 = (), wobei A,7 = {ooT | 0 € A,,}.

det(ay,...,ay) = Z sign (o)1) * - ig(i) -+ Cja(j) * - Ano(n)
O‘EAn

+ Z Sign(a o T)alm_(l) Ceet Qigr() T Qior(f) T+ Qnor(n)
cEA,

= Z alo(l) et aw(i) et aja(j) et a,w(n)
oc€A,

- Z ala(l)-...-aw(j)-....aja(i)m..'ang(n) :0,
U'GAn

denn a;q(j) = o) UNd Aoy = Aig()-
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3. Normiertheit:

1 i
Sei a; = (0,...,1,...,0) = e;, so folgt a;; = d;; =< z ‘?und wir erhalten
0, i#]
0, o# id,
A1g(1) " -+« " Qjg(i) * - -+ " Apg(n) =
1) (@) (n) 1 o= id.

Also ist det(eq,...,e,) = 1.

U
Beispiel. Die Formel ergibt fiir det : K? x K? -+ K
det(a1,a2) = aj1a22 — a12a21.

11.2 Determinanten von Matrizen und Anwendungen

aiy ... ain
Ist A= : : € M(n, K), so definiere

anl Aann

det A := det(ay,...,a,),

wobei a; = (a1, ...,a;,) der i-te Zeilenvektor von A ist. Statt det A schreibt man auch |A]|.

Wie wir bald sehen werden, gilt det A = det A und somit erhalten wir das gleiche Ergebnis,
wenn wir statt der Zeilen die Spalten von A in die Determinate einsetzen.
Wir zeigen zunéchst, wie sich det A unter den elementaren Zeilenumformungen verhélt.

Lemma 11.2.1. Es seien fir i # j und A\ € K, P% Q% ()\) € GL(n,K) und S*(\) €
M (n, K) die in Abschnitt 10.4 beschriebenen Elementarmatrizen. Dann folgt fir A € M(n, K):

1. det(P"A) = —det 4,

2. det(Q“(\)A) = det A,

3. det(S*(\)A) = Adet A.
Beweis.

1. Beim Vertauschen der Zeilen von A &ndert sich das Vorzeichen von det, denn det ist
alternierend.

2. Bezeichnen wir (ay, ...,a,) die Zeilen von A, so sind (a1, ..., ai—1,a;+Aaj, Git1, ..., an)
die Zeilen von Q%7 (\)A. Daraus folgt:

det(Qi’j()\)A) = det(a,...,ai-1,0,iy1,...,an) + Adet(ar, ..., a;—1,0;, aqit1, ..., 0n)
= det A.
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3. Folgt aus der Linearitdt in der i-ten Zeile.

b11 bln

Bemerkung. Ist B = oo eine obere Dreiecksmatrix, so folgt

0 ... bpn

det B = Z Sign(U)blg(l) L bna(n) = H b“’,

gESy, i=1

denn fiir jedes o € S, mit i > o(7) fiir ein i € {1,...,n} folgt: 0 = big(;) = big(1) " -+ - * bro(m)-
Ist hingegen o € S, mit i < o(i) fiir alle i € {1,...,n}, so folgt o(n) = n,o(n — 1) =
n—1,...,0(1) = 1. Das gleiche Ergebnis erhilt man natiirlich fiir untere Dreiecksmatrizen.

Satz 11.2.2. Sei A € M(n, K). Dann gilt
Rang A < n < det A =0.

Beweis. “=” Rang A < n. Sei B = S A Zeilenstufenform von B, wobei S = By-...-Bj ein
Produkt von Matrizen vom Typ 1 bzw. Typ 2 ist. Dann gilt: det B = +det A. Da Rang A < n,
ist die n-te Zeile von B gleich null und somit folgt aus der Linearitéit in der n-ten Zeile
det B = 0.

“<” Ist det A = 0, so ist Rang A < n, denn sonst wire die Zeilenstufenform von der Gestalt

mit b; # 0. Dann wére aber wegen obiger Bemerkung und Lemma 11.2.1

tdet A =det B=][bu #0.

i=1
U

Bemerkung. Der Satz ist natiirlich dquivalent zu : Rang A = n < det A # 0. Also ist
A € M(n, K) genau dann invertierbar, falls det A # 0.

Satz 11.2.3. (Determinantenmultiplikation)
Sind A, B € M(n, K), so gilt:

det(A-B) =det A-det B .

Beweis. Ist Rang B < n, so ist auch Rang(AB) < Rang B < n und somit folgt aus Satz
11.2.2:
0 =det(A-B) =det A-detB.

Es sei Rang B = n, so ist det B # 0. Betrachte die Abbildung

det(AB
daig:AIU@]()—»}{Inﬁ<k%B(A)::(;;JQ)
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Wir zeigen, dass detp die 3 charakterisierenden Eigenschaften einer Determinate besitzt.
Dann folgt aus der Eindeutigkeit:

detp(A) =det A

und der Satz ist bewiesen.
Sind also a; = (a1, ..., ) die Zeilen von A, so sind (a1 - B,...,ay, - B) die Zeilen von AB.
Dann gilt:

1. detp ist linear in den Zeilen, denn

detB(A) = detB(al, e, Qi 1, A0 + /mg, Ajg1y ey an)
1
" detB det(a1B,...,a;-1B,\a;B + pa;B,a;11B, ..., a,B)
1
= 2B det(a1B, ..., \a;B,...,a,B) + B det(a1B,...,ud;B, ..., a,B)

= Mdetg(ay,...,a;,...,an) + pdetg(al,...,al, ..., a,)

2. Stimmen zwei verschiedene Zeilen a; und a; von A {iberein, so stimmen die Zeilen a; B
und a;B in AB iiberein: also ist detg(A) = 0, d.h. detp ist alternierend.

__ detB -1
T detB T

3. detp ist normiert, denn detp(FE,)

Bemerkungen. Aus Satz 11.2.2 und Satz 11.2.3 folgt:
a) Ist A € GL(n, K), so folgt aus
1 = det(E,) = det(AA™!) = det(A) det(A™)
die Gleichung det A=! = (det A)~1.

b) Ist A € M(n,K) und S € GL(n, K), so gilt: det(SAS™!) = det S -det A - (det S)~! =
det A, d.h. det A dndert sich nicht, wenn wir A mit invertierbaren Matrizen konjugieren.

¢) Warnung: im Allgemeinen gilt: det(A + B) # det A + det B.
Korollar 11.2.4. Es seien A € M(m,K),B € M(n,K) und C € M(m x n,K). Dann ist

A C
€ M(m+n,K) und es gilt:
0 B
A C
det =detA-detB.
0 B

Beweis. Ist det A =0, so ist Rang A < m und daher ist

A C
Rang < (m+n).
0 B
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Aus Satz 11.2.2 folgt dann

A C
det =0.

0 B
Ist det A # 0, so ist A invertierbar und es gilt:

A C A 0 E,, A7lC

0 B 0 B 0 E,
A 0 E, O E, A-lC
0 E, 0 B 0 E,

Dann gilt wegen Bemerkung nach Lemma 11.2.1:

A C A0 E, O
det = det - det - 1.
0 B 0 E, 0 B
) A0 m .. .
AuBlerdem sind det A = det und det B = det , denn die jeweils
0 FE, 0 B
rechten Seiten sind multilinear und alternierend in Zeilen von A bzw. B. Die rechten Seiten
. . E, 0
sind auch normiert, denn det =1. U
0 F£E,

Definition 11.2.5. Die Menge
SL(n,K):={Ae€GL(n,K)| det A=1}
ist eine Untergruppe von GL(n, K). Sie heifit spezielle lineare Gruppe.
Satz 11.2.6. Sei A € M(n,K), so gilt: det A = det A’.
Beweis.  Sei (a;j) = A€ M(n,K) = A" = (a;;). Dann folgt:

det A = ZS Sign(0)ag(1y1 - - - - * Go(n)n- Nun gilt:
gEon

ao'(l)l EE aU(n)n = alafl(l) R ancrfl(n) ,

denn ist o (k) = iy, so ist k = 0~ 1(i;) und damit Ao (k)k = ipo—1(iy)> d-h. jeder Faktor auf der
linken Seite kommt genau einmal als Faktor auf der rechten Seite vor. Daraus folgt:

det At = Z;g Sign(0)ais-1(1)s - - - 5 Gpo—1(n)
ogESK
= g sign(77 ) ayay, - - - s Qpr(n)-

Da 1 = sign(77'7) = (sign7~!)(sign7), stimmen die Vorzeichen von 7 und 77! {iberein und

det A' = ng' Sign(7)a (1) - - - 5 Apr(n) = det A. 0
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Bemerkung. Dieser Satz zeigt insbesondere, dass det multilinear und alternierend auch
beziiglich der Spalten ist.

Ist A € GL(n, K), so kénnen wir die Determinante verwenden um Gleichungssysteme zu 16sen.
Allerdings erfordert fiir grofle Matrizen die Berechnung der Losungen mittels Determinaten
wesentlich mehr Rechenoperationen als die Berechnung mit Hilfe des Gauss-Algorithmus.

Satz 11.2.7. (Cramersche Regel)
Sei A€ GL(n,K) und b € K™. Es seien (ai,...,a,) die Spaltenvektoren von A und

b
Ai = (al, e ,ai_l,b, Ai41y - - ,an)

(d.h. wir ersetzen die i-te Spalte von A durch b). Dann ist die eindeutig bestimmte Lisung
x = (r1,...,2,) von Ax = b durch
 det A?
T et A

gegeben.

Beweis. Da A € GL(n,K), ist det A # 0 und es existiert genau eine Losung =z =
(x1,...,zy) der Gleichung
n
Z a;x; = Ax =b.
i=1

Da det auch linear und alternierend in den Spalten ist, gilt:

n
det(Ai-’) = ij det(ai,...,ai—1,a5,ai41,...,a,) = x;det A .
j=1

0

Mit Methoden analog zum Beweis der Cramerschen Regel erhalten wir eine Formel fiir die
Inverse einer Matrix.

Satz 11.2.8. Sei die Matriz A € M(n, K) mit Zeilenvektoren ay,...,a, gegeben. Mit Ae
M (n, K) sei die Matriz mit den Koeffizienten

dk;i = det(a17 sy Ag—1, €k At 1, - - - ,(In)

bezeichnet. Dann folgt: 3
(det A)E, = A-A.

Insbesondere gilt, falls det A £ 0:

Beweis. Da

det(al, ey A1, G5, A1y - - - ,an) = = (det A)(SJZ N
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n
folgt aus a; = ) ajrex
k=1

n
(det A)(Sﬂ == Z ajk det(al, ey Ai—15CLy A1y - - - ,an)
k;l )
= Z QAL -
k=1
Dies ist aber éiquivalent zu (det A)E, = A - A. 0

Bemerkung. Ist A € M(n,Q) mit ganzzahligen Koeffizienten, d.h. a;; € Z. Dann gilt:
det A = +1 < Koeffizienten von A~! sind auch ganzzahlig.

Die Koeffizienten von A lassen sich wie folgt berechnen.

Lemma 11.2.9. Sei Sip(A) € M(n — 1, K) die Matriz, die aus A durch Streichen der i-ten
Zeile und k-ten Spalte entsteht, d.h.

ail cee A1k—1 a1 k+1 .- Q1n
@i—11 -+ Ai—1k—1 Ai—1k+1 --- Gi—1n
Sik(A) =
Ai+1,1 -+ - Ait1k—1  Qid1k+1 --- Gitln
QAn1 cee Qpk—1 ank+1 - QAnn
Dann gilt:
~ ki
ag; = (—1) det Szk(A) .
Beweis.
k-te Spalte
ail aik A1n ail ... 0 ... QA1n
ai—11 - Gi—1k --- Gi—1p a;i—1,1 0 ai—1n
ay; = det o ... 1 ... 0 =det| 0 .1 .00
i1l -+ Giplk oo Qitln Qit1,1 0 Git1n
apl ... @l ... Qpn anl .. 0 Lo apm

Dies erhalten wir, indem wir fiir ¢ # j das —ajz-fache der i-ten Zeile zur j-ten Zeile addieren.
Durch k-maliges Vertauschen der Spalten und i-faches Vertauschen der Zeilen erhalten wir:

1 ... 0
g = (—1)Fdet | 1 gy (A) = (—=1)"* det S;,(A) ,
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wobei das letzte Gleichheitszeichen aus Korollar 11.2.4 folgt. U
a b
Beispiel. Sei A = € M(2, K). Dann gilt
c d
d —b

(@ri) = ((—1)"*" det S;x(A)) =

—C a

Falls det A # 0, folgt somit aus Satz 11.2.8 und det A = ad — be :

R d —b

ad—bc\ _. 4

Eine praktische Berechnungsmethode fiir Determinanten liefert der folgende Satz.

Satz 11.2.10. (Laplacescher Entwicklungssatz)
Sei A€ M(n,K), so gilt:

det A = > (—1)**a; det Si(A)
k=1

(Entwicklung nach der i-ten Zeile)
= 2 (=1)"ag; det Spi(A)

k=1

(Entwicklung nach der i-ten Spalte).

Beweis.  Aus Satz 11.2.8 und Lemma 11.2.9 folgt:

n

det A = Z ik = Z(—l)”kaik det Slk(A) .
k=1 k=1

Da det A = det A?, gilt:

det A = det A' = Z(—l)k+iaki det S, (A")
k=1

und wegen S;i(A?) = Sy;(A) folgt die Behauptung. 0

Beispiel. Fiir
ail a2 a3
A= a1 a2 az3
aszr az2 ass

ergibt z.B. die Entwicklung nach der zweiten Zeile:

a2 a3 ail a3 ailp a2

det A = (—1)3a21

+ (=1 *ag + (—1)%ags

aszz2 a33 asr ass asr as2
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Ist V ein K-Vektorraum der Dimension n € N und f : V' — V eine lineare Abbildung, so
definieren wir:

Definition 11.2.11. Sei B eine Basis von V und Mp(f) := Mpp(f) Matrixdarstellung von
f beziiglich B, so setze det f := det Mp(f).

Bemerkung. Diese Definition hingt nicht von der Wahl der Basis ab. Denn ist C eine
weitere Basis, so gilt:

Mc(f) = Moc(f) = Sp.c - Mea(f) - Sl »

wobei Spc = ¢¢c o ¢§1 : K" —» K™ € GL(n, K) die zugehorige Koordinatentransformation
bezeichnet (Satz 10.2.4).
Aus dem Determinantenmultiplikationssatz folgt:

det Mc(f) = det Mp(f) .



Kapitel 12

Eigenwerte und Klassifikation von
Endomorphismen

Im Satz 10.3.4 hatten wir gezeigt: Ist f : V' — W eine lineare Abbildung zwischen endlich
dimensionalen Vektorrdumen, so kénnen wir Basen B C V und C C W finden, mit

E. 0
MB’C(f) = ' )
0 O

wobei E, die r-te Einheitsmatrix ist und » = Rang f den Rang von f bezeichnet.

Sei nun f ein Endomorphismus, d.h. eine lineare Abbildung f : V — V. Ziel ist es, eine Basis
B anzugeben, so dass die quadratische Matrix Mp(f) = Mp p(f) eine moglichst einfache
Gestalt besitzt. Dieses Problem erfordert einen wesentlich gréfleren algebraischen Aufwand,
als die Losung des obigen Problems. Die Matrixdarstellungen von f beziiglich zweier Basen
B,C C V sind zueinander konjugiert, d.h.

Mc(f)=5S-Mp(f) S
mit S = qﬁcogbél € GL(n,K).

12.1 Diagonalisierbarkeit und Eigenwerte

Definition 12.1.1. Sei f : V — V ein Endomorphismus und dimV = n. Dann heifit f

diagonalisierbar, falls eine Basis B = (b1,...,b,) von V existiert mit
A1 0
MB(f) = . )
0 An

d.h. f(b;) = Aibi.
Dies fiihrt zu den Begriffen des Eigenwertes und Eigenvektors.

Definition 12.1.2. Sei f: V — V ein Endomorphismus und A € K. Dann heifit
Ex(f) ={z eV | f(z) = Az}

217
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der Eigenraum von f beziiglich A. Ist E)(f) # {0}, so heiit \ Eigenwert. Die Vektoren
x € Ex(f) mit x # 0, heiflen Eigenvektoren von f zum Eigenwert A.

Bemerkung. Wegen
E\(f) = Kern(f — Aidy)

ist Ex(f) ein Unterraum von V. Es ist A\ genau dann Eigenwert, wenn dieser Unterraum
von null verschiedene Vektoren enthélt. Insbesondere ist 0 ein Eigenwert genau dann, falls
Kern(f) # {0}. Hingegen ist der Nullvektor niemals Eigenvektor.

Satz 12.1.3. Ein Endomorphismus f :'V — V ist diagonalisierbar genau dann, wenn V eine
Basis aus Figenvektoren von f besitzt.

Definition 12.1.4. Es seien A, B € M(n,K). Dann heiflen A, B konjugiert, falls S €
GL(n, K) existiert, mit B = SAS™1.

Satz 12.1.5. FEine lineare Abbildung A : K™ — K™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn
die Matriz A € M(n, K) konjugiert zu einer Diagonalmatriz ist.

Beweis. Denn ist by,...,b, € K™ eine Basis aus Eigenvektoren von A, so sei S™! €
GL(n,K) die Matrix mit den Spaltenvektoren = (b1, ...,b,). Somit ist S~1(e;) = b;, und es
folgt:

SASflei = SAb; = S()\sz) = \i¢; .

A1 0
Ist umgekehrt SAS™! = , mit S € GL(n, K), so sind die Spalten von S~!

0 An
Eigenvektoren von A. U

Es gilt nun, dass die Summe der Eigenriume zu paarweise verschiedenen Eigenwerten direkt
ist.

Lemma 12.1.6. Sei f : V — V ein Endomorphismus mit paarweise verschiedenen Eigen-
werten A1, ..., A\m € K. Dann bilden die zugehorigen Eigenrdume Ey,(f) eine direkte Summe

Ex(f)®...® Ex,(f)

Bewets.  Zu zeigen ist: Sind x; € E\,(f) und
1 +...+x, =0,

so folgt: z1 = ... =z, = 0.
Der Beweis wird durch Induktion iiber m gefiihrt. Fiir m = 1 ist die Aussage offenbar trivial.
Nehmen wir nun an, dass fiir m — 1 Vektoren die Aussage bewiesen ist.
Man betrachte die Gleichung
1+ ...+ 2Ty, =0

mit z; € E),(f). Durch Anwenden von f auf beide Seiten erhélt man:

MZT1+ ...+ Apx = 0.
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Multiplizieren wir die erste Gleichung mit A, und subtrahieren wir diese von der zweiten
Gleichung, so folgt
()\1 — )\m)CL‘l + ...+ ()\m,1 — )\m)l‘mfl = 0.

Nach Induktionsannahme gilt somit
M =2An)zr=... = (A1 — An)Tm—1 =0,

und wegen (\; — \,,) # 0 folgt
1 =...=Tm-1 = 0.

Dann ist aber auch z,, = 0. U

Bemerkung. Aus dem Lemma folgt insbesondere: Ist f : V' — V ein Endomorphismus
mit Eigenvektoren by, ...,b, € V und paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay,..., A\, € K,
so sind by, . .., by, linear unabhéngig.

Mit Hilfe dieses Lemmas erhalten wir die folgende Charakterisierung von Diagonalisierbarkeit:

Satz 12.1.7. Sei f: V — V ein Endomorphismus, so sind folgende Aussagen dquivalent:
1. f ist diagonalisierbar.

2. Es gibt paarweise verschiedene Figenwerte Ay, ..., Ay von f, so dass gilt

V=E\(f)®...aEx\, (f)

3. Es existieren paarweise verschiedene Figenwerte A1, ..., Ay von f mit

dim V = dim By, (f) + ... + dim Ey,, (f).

Beweis. Die Aussagen 1. und 2. sind offensichtlich dquivalent. Auflerdem folgt aus 2. wegen
Korollar 7.3.6 die Dimensionsformel in 3. Da die Summe

E=E\(f)®...®E\,(f)

wegen obigen Lemmas fiir paarweise verschiedene Eigenwerte direkt ist, folgt wieder mit
Korollar 7.3.6
dimE =dim Ey, (f) + ... +dim Ey  (f).

Ist dimV =dim E, so V = E, d.h. aus Aussage 3. folgt Aussage 2. 0

Bemerkungen.

1. Ist insbesondere dimV = n und f : V — V ein Endomorphismus mit n paarweise
verschiedenen Eigenwerten, so ist f diagonalisierbar.

2. Ist A ein Eigenwert eines Endomorphismus f : V — V, so heifit die Dimension
dim Ex(f)

des zugehorigen Eigenraumes auch die geometrische Multiplizitdt des Figenwertes. Die
Summe der geometrischen Multiplizitdten der Eigenwerte ist also immer kleiner oder
gleich der Dimension von V. Die Gleichheit ist genau dann gegeben, falls f : V — V
diagonalisierbar ist.
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Nun stellt sich die Frage nach der Existenz von Eigenwerte. Ein einfaches Kriterium, mit dem
wir uns genauer in den folgenden Abschnitten beschiiftigen werden, liefert der folgende Satz.

Satz 12.1.8. Sei f € End(V) und dimV = n. Dann ist A € K genau dann Eigenwert, falls
det(f — Aid) = 0.

Beweis. Da Rang(f — A\id) < n < Kern(f — Aid) # {0}, folgt die Behauptung aus Satz
11.2.2. U

Bemerkung. Ist B eine Basis von V, so gilt:
det(f — Aid) = det(MpB(f) — \Ey).
Wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, definiert
p(A) = det(Mp(f) — AER)
ein Polynom p : K — K von der Form
p(A) = (=1)"\"+ ... +aA+ag

mit a; € K. Den Nullstellen dieses Polynoms entsprechen also die Eigenwerte von f.
Um diesen Sachverhalt nutzbringend einsetzen zu kénnen, benttigen wir einige Eigenschaften
von Polynomen.

12.2 Polynome und der euklidische Algorithmus

Definition 12.2.1. Es sei K ein Korper. Ein Polynom ist eine Abbildung p : K — K mit

p(r) = at",

k>0

wobei ag # 0 fiir hochstens endlich viele k € Np.
Die Zahl
Gradp = max{k € Ny | ar # 0}

heiit der Grad von p. Wir setzen Gradp = —oo, falls p das Nullpolynom ist. Mit P(K)
bezeichnen wir die Menge der Polynome auf K.

Bemerkungen.

a) Fiir endliche Korper bestimmt ein Polynom nicht seine Koeffizienten. Ein Beispiel ist
K = Zs und p(\) = A2+ . Dann ist p(0) = p(1) = 0, d.h. p ist die Nullabbildung, aber
ihre Koeffizienten sind von null verschieden. Wir werden daher im Folgenden immer
unendliche Korper betrachten. Dort bestimmt jedes Polynom auch seine Koeflizienten.

b) Auf P(K) sind zwei Operationen erklért, ndmlich die Addition

p+q= Zaka + Zbkﬂ'k = Z(ak + by) "

k>0 k>0 k>0
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und die Multiplikation
z%q=§:< z:anhm>#.
k>0 \n+m=~k

Diese beiden Strukturen erfiillen alle Eigenschaften eines Korpers, aufler die Existenz
eines beziiglich der Multiplikation inversen Elementes zu p # 0. Eine solche Struktur
nennt man auch kommutativer Ring mit 1. Die ganzen Zahlen sind z.B. ein wichtiges
Beispiel eines kommutativen Ringes.

c¢) Offensichtlich gilt:
Grad(p - ¢) = Grad(p) + Grad(q).

Von grofler Wichtigkeit ist die Polynomdivision.

Satz 12.2.2. (Polynomdivision)
Es sei K ein Korper und P,Q Polynome in P(K) mit Q # 0. Dann ezistieren eindeutig
bestimmte Polynome q,r € P(K) mit

P = q- Q+T,
wobei Gradr < Grad Q.

Beweis.  Existenz: Ist P =0, so setze ¢ = r = 0. Fiir P # 0 fithren wir den Existenzbeweis
mittels Induktion iiber n = Grad P.

Sein =0 = GradP, dh. P = ar°, a # 0. Ist Grad@Q > 0, so setze ¢ = 0,7 = P. Ist
Grad@ =0, d.h. Q = b7%,b # 0, so setze ¢ = ab~'7% und r = 0.

Der Satz sei fiir Grad P = n — 1 bewiesen.

Sei nun der Grad P = n, d.h. das Polynom P ist von der Form P = a7” + ... mit a # 0.
Ist Grad @ > n, so setze ¢ = 0,r = P. Falls aber m = Grad @) < n, so ist Q von der Form
Q=0br"+...mit b#0. Ist ¢ = ab™'7""™, so gilt:

Grad(P — ¢'Q) < n.
Nach Induktionsvoraussetzung liefert die Division von P — ¢’Q mit Q
P—qdQ=4"Q+r,

wobei Gradr < Grad @ gilt. Somit folgt P = (¢’ + ¢")Q + r, d.h. mit ¢ = ¢ + ¢” ist die
Aussage auch fiir Grad P = n bewiesen.
Eindeutigkeit: Es sei

P=qQ+r=¢Q+1

mit Gradr und Gradr’ < Grad Q. Dann folgt:
(¢ —9)Q=r—1"
Ist ¥’ =r,soist ¢ = q, da Q # 0. Ist v/ # r, so gilt:
Grad((¢' — ¢)Q) = Grad(q' — q) + Grad Q = Grad(r — ') .

Aber dann folgt Grad (r —7’) > Grad @ im Widerspruch zur Voraussetzung. 0
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Bemerkungen.

1. Ist P = ¢q- @, so heifit @ Teiler von P. Man schreibt dann auch Q|P. Es gilt dann
Grad Q < Grad P.

2. Sind P, @ Polynome mit Q|P und P|Q, so folgt: Grad P = Grad Q. Ist eines der beiden
Polynome gleich null, so auch das andere Polynom. Ist ein Polynom ungleich null, so ist
P = cQ, wobei ¢ € K eine von null verschiedene Konstante ist.

Aus der Polynomdivision ergibt sich

Korollar 12.2.3. (Euklidischer Algorithmus)
Gegeben seien p1,p2 € P(K) mit p1 # 0,pa # 0. Dann gilt:

1. Das Folgende, auf der Polynomdivison beruhende, Verfahren liefert nach endlich vielen
Schritten einen Rest 0. Dieses Verfahren heifit auch Fuklidischer Algorithmus.

P = q1p2 + p3, Gradps < Gradps

p2 = q2p3 + D4, Gradpy < Gradps

p3 = q3p4 + ps, Gradps < Gradp,
Pk—2 = Qk—2Pk—1 + Dk, Gradpy, < Gradpr—
Pe—1 = qk—1Pk

fir ein k > 0.

2. py ist dann ein grofiter gemeinsamer Teiler von p; und pe (d.h. py teilt p1 und pa und
jeder gemeinsame Teiler von py1 und pe teilt auch py). Der grifite gemeinsame Teiler
st eindeutig bestimmit, falls wir Normiertheit verlangen, d.h. wenn wir verlangen, dass
der fiihrende Koeffizient 1 ist. Wir setzen daher

1
ggT(p17p2) = — Dk,
Qf

falls pr, = a7 + ... und oy, # 0.

3. Es gibt Polynome Q1,Q2 € P(K) mit

ggT(p1,p2) = Qip1 + Q2p2.

Sind insbesondere p1 und py teilerfremd (d.h. der grifite gemeinsame Teiler ist 1), so
folgt:
1= Q1p1 + Q2p2,

fiir geeignete Q1,Q2 € P(K).

Bemerkung.  Wir setzen ggT(0,p) = ggT(p,0) = p fiir p € P(K).
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Beweis.
zu 1. folgt wegen Satz 12.2.2 und der Endlichkeit des Grades von ps.

zu 2. Aus der letzten Gleichung in 1. folgt: py teilt pr_;. Dann folgt aus der (k — 2)-ten
Gleichung: py teilt pr_o. Nach endlich vielen Schritten sehen wir, dass pi auch p; und
po teilen muss.
Ist p ein Teiler von p; und ps, so folgt aus der ersten Gleichung in 1., dass p3 geteilt
wird. Dann impliziert die zweite Gleichung, dass p auch p4 teilt. Nach endlich vielen
Schritten sehen wir, dass p auch py teilt.

zu 3. Die (k — 2)-te Gleichung liefert:
_ ! 1
Pk = Qr_1Pk—1 + Qp_oPk—2,
fiir Q4_; := —qr—2 und Q; := 1. Da py_3 = qp—3pr—2 + pr—1, folgt

o = Qi_1(Pr—3 — Qr_3pr—2) + Qpr_2
= (—Qt_1@r—3+Q})pr—2+Q}_1pr_3
= Qi_opk—2+ Qr_spr—3-

Nach 7 Schritten erhalten wir
Pk = Q?@Z‘Pkﬂ' + Q;e—iflpkfifl-

Betrachten wir diese Gleichung nach ¢ = (k — 2)-Schritten und normieren wir beide
Seiten, so folgt die Behauptung. U

0

Lemma 12.2.4. Seip € P(K) ein von null verschiedenes Polynom. Dann ist X genau dann
eine Nullstelle von p, falls ein Polynom q existiert mit Grad g = Gradp — 1 und

p(1) = q(7)(1 = A).

Beweis.  Sei A eine Nullstelle von p, so folgt aus dem Euklidischen Algorithmus

p(1) =q(T)(T = A) +7(7)

mit Gradr < 1, d.h. 7 = ar® = a ist eine Konstante. Da 0 = p(\) = a\’ = q, folgt die
Behauptung. Die Umkehrung der Aussage ist trivial. U

Bemerkung. Ist p € P(K) mit p(t) = (1 — A)™q(7), aber A keine Nullstelle von ¢, so
heifit m = my(p) die Multiplizitit ( Vielfachheit) der Nullstelle A von p.

Satz 12.2.5. Sei p € P(K) ein Polynom mit k verschiedenen Nullstellen \y,...,\; € K.
Dann gilt: k£ < Grad p.

Beweis.  Folgt mittels Induktion aus obigem Lemma. U
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Definition 12.2.6. Ein Korper K heif3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom p €
P(K) mit Gradp > 1 eine Nullstelle in K hat.

Satz 12.2.7. Sei K algebraisch abgeschlossen und p € P(K) sowie p # 0. Dann zerfillt p in
Linearfaktoren, d.h.

P = ao(T — )\1)m1 Ce (T — )\k)mk
mit Gradp = m1 + ... + my, wobei ag # 0.
Beweis. Induktion {iber Gradp = n. Sei n = 0, so ist p = ag7® und mq,...,my = 0.
Die Aussage sei fiir n — 1 bewiesen. Sei Gradp = n. Da K algebraisch abgeschlossen, hat

p eine Nullstelle A und damit ist p = (7 — \)g mit Gradg = n — 1. Dann folgt aus der
Induktionsannahme die Aussage fiir Grad p = n. 0

Aus dem Fundamentalsatz 3.3.7 der Algebra folgt:

Satz 12.2.8. Der Korper der komplexen Zahlen C ist algebraisch abgeschlossen.

12.3 Das charakteristische Polynom

Seien A € M(n, K) und 7 eine Unbestimmte, so betrachte

aj] — T a2 N QA1p
asi as — T ... a9,
x4 = det(A —TE,) = det
anl an?2 oo Qpnp — T

= Z sign(a) (ala(l) - 510(1)7-) et (ana(n) - 5no(n)7_)
oESH

=anm™" + apn 1™+ ..+

=(a;1—7) .. (ann—7)+q
mit Grad ¢ < n—2, denn aus o # id folgt ,,(;) = 0 fiir wenigstens zwei Elemente in {1,...,n}.
Da
(a1 — 7)oty —7) = (=1)"7" + (=1)" Hars + ... + ap)t"  + ¢

mit Grad¢’ <n — 2 und x4(0) = det(4A — 0E,) = det A = ay, gilt insbesondere:
an = (—1)",ap—1 =ai1+ ...+ apy, = Spur A und ag = det A .

Satz 12.3.1. Seien A,B € M(n,K) zueinander konjugiert, d.h. B = SAS™! mit S €
GL(n,K), so folgt:

XA =xB € P(K).

Bemerkung. Das bedeutet also: Alle Koeffizienten von y 4 und xp stimmen iiberein, d.h.
die Koeflizienten des charakteristischen Polynoms sind Konjugationsinvarianten.



11. Oktober 2024 225

Beweis.
xB(T) = det(SAS™! — 7. SE,S71)
=det(S(A—1-E,)S™)
=det(A—TE,)
wegen Bemerkung b) nach Satz 11.2.3. U

Definition 12.3.2. Sei f € End(V') und B eine Basis von V. Definiere

Xf(T) = Xup()(T) € P(K) .

Bemerkung. Diese Definition ist wegen des obigen Satzes unabhingig von der Wahl der
Basis.

Wir hatten in 12.1.8 gesehen:

xr(A) =0& dimE\(f) > 0.

Jedoch muss die Multiplizitdt der Nullstelle von x; keineswegs mit der Dimension des zu-
gehorigen Eigenraumes iibereinstimmen. Es gilt aber:

Lemma 12.3.3. Ist f € End(V), so ist
dimE)\(f) < m)\(Xf) .

Beweis.  Sei (by,...,by) eine Basis von E)\(f), so ergiinzen wir diese zu einer Basis
(b1,..., bk, brs1,...,by) von V. Dann gilt:

und damit folgt aus Korollar 11.2.4
Xr(1) = (A= T)k ~det(D — 7E,_k)

und k < my(xy). U
11
Beispiel.  Betrachte A = € M(2,K), so folgt: xa(7) = (1 — 7)?, und daher ist
0 1
0 1 .
mi(xa) = 2, aber Kern(A — 1F3) = Kern = Span{(1,0)}, d.h. dim E;(A) = 1.
0 0

Dies zeigt insbesondere: A ist nicht diagonalisierbar, da K? keine Basis aus Eigenvektoren
von A besitzt.

Nun wollen wir ein Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus angeben.
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Satz 12.3.4. Sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und f € End(V'). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. f ist diagonalisierbar.
2. Das charakteristische Polynom xy zerfillt in Linearfaktoren, d.h.
Xfp=M—7)™ (A —T)"E
(der fihrende Koeffizient von x5 ist (—1)") und es gilt

ma, () = m; = dim By, (f).

Bemerkung. Ist insbesondere K der Korper der komplexen Zahlen, so ist K algebraisch
abgeschlossen. Dann ist also f genau dann diagonalisierbar, falls die Multiplizititen der Null-
stellen des charakteristisches Polynoms mit den Dimensionen der zugehorigen Eigenrdume
iibereinstimmen.

Beweis. Ist f diagonalisierbar, so existieren wegen Satz 12.1.7 paarweise verschiedene
FEigenwerte A1, ..., A\; mit

Sind nun B; Basen von E), (f), soist B = B1U...UB,, eine Basis von V. Ist m; = dim E},(f),
so hat f beziiglich B die Matrixdarstellung

A1 .. 0
my
A1 )
Mg(f) =
Ak
my,
0 Ak
Damit gilt:
Xf(1) = det(Mp(f) —7id) = (A = 7)™ ...« (A — 7)™,

und my,(f) = m; = dim Ey,(f).
Ist umgekehrt 2. erfiillt, so gilt:

dim Ey, (f) +...+dimE), (f) =mi1+ ...+ mp =n=dimV,

und die Aussage folgt aus Satz 12.1.7. l
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12.4 Der Satz von Cayley-Hamilton

Es wird im Folgenden wichtig sein, auch Endomorphismen als Variable von Polynomen zuzu-
lassen.

Satz 12.4.1. Sei V ein Vektorraum tber K und f : V — V eine lineare Abbildung. Betrachte
die Abbildung ¢y : P(K) — End(V) mit

or(p) =p(f) = aof’+arf+...amf™,

falls p(1) = ag7® + a17 + ... + am™. Dann gilt

br(p+q) = ds(p) + ¢p(q) und ¢y(p-q) = ¢5(p) © Py(q)-

Beweis. Die Linearititseigenschaft ¢r(p + q) = ¢¢(p) + ¢¢(q) folgt unmittelbar aus der
Definition. Wegen der Linearitit geniigt es, die zweite Eigenschaft fiir Monome, also Polynome
der Form p(7) = 7% nachzuweisen. Seien also p(7) = 7% und ¢(7) = 7™, so folgt

dr(p-q) = fF = fFo fl = ¢r(p) o d1(q).
[

Nun werden wir sehen, dass jede Matrix A € M (n, K) Nullstelle ihres charakteristischen
Polynoms ist, d.h.

¢a(xa(r)) = ¢a (Z amk> =Y aAh=0e M(n,K).
k=0

k=0

Dies ist der Inhalt des Satzes von Cayley-Hamilton. Die Tatsache, dass jede Matrix A €
M (n, K) Nullstelle einer Polynomgleichung ist, folgt, da dim M (n, K) = n?. Dann sind die
Vektoren A% AL, ... ,A”2 linear abhéingig, d.h. es existieren Koeffizienten ay, ..., a,2 mit

aoAO + OélAl + ...+ OénzAn2 =0.
Der Grad dieses Polynoms ist jedoch n?.

Satz 12.4.2. (Cayley-Hamilton)
Sei A e M(n,K) und

XA(T) = (=)™ + a7+ ..+ g = det(A — 7id)
das charakteristische Polynom. Dann gilt
dalxa) = (—1D)"A" + ;A" P+ 4B, =0.
Beweis. Man betrachte zu A — 7id wie in Satz 11.2.8 die Matrix
A —7id = (ap(r)) = A(r)
mit

ag; (1) = det(a; — Te1,...,ai—1 — T€i—1, €k, Qjt1 — T€it1,...,an — Tey) € P(K) .
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Dies impliziert: Grad ag;(7) = n — 1. Dann gilt nach 11.2.8

det(A — 7id)E,, = (A — 7id) - A(7) .

n-1 _
Da (1) = > CFr’, so konnen wir die Matrix A(7) darstellen als:
(=0

n—1
A(r) = Z Cyr?
=0

mit Cp € M(n, K) und (Cy)x; = CF'. Damit gilt:

n

n—1 —1
(A — 7id) (E C’g7'£> = Y ACyt — Cprttt
=0 £=0

= ACy+ (ACl — 00)7' + (ACQ — 01)7'2
+o A+ (AC, 1 — Cp)T L = Cpy T

= (gt +... +a, 1" L+ (-1)"TE, .
Koeffizientenvergleich liefert die n + 1 Gleichungen:

ACy = «ooFE,
AC1 —Cy = a1 E,

ACn—l_Cn—Q = an—lEn
—Chy = (=1)"E, .

Nach Multiplikation der i-ten Zeile mit A°~! und Addition der Zeilen der linken und rechten
Seite, erhalt man:

AC[) + (A201 — AC()) + (A?’CQ — A201) + ...+
(AnCn_l — Anilc'n_g) —A"C,_1=0
=B, + a1 A+ .. +a, A4 (—1)n A

= ¢a(xa) -
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Bemerkung. Ist A€ M(2,K), so gilt insbesondere:
A? — (Spur A)A + (det A)E2 =0 .

Das charakteristische Polynom von A ist im Allgemeinen keineswegs das Polynom mit mini-
malem Grad, das A als “Nullstelle” besitzt.

Definition 12.4.3. Sei A € M(n, K) und
Na={pe P(K)|p#0,¢a(p) =0}.
Dann heifit © € Ny Minimalpolynom, falls
Grad g = min{Gradp | p € Na}
und p normiert ist, d.h. der héchste Koeffizient 1 ist.

Satz 12.4.4. Sei A € M (n, K). Dann gibt es genau ein Minimalpolynom p = pa. Istp € N4,
so teilt u das Polynom p, d.h. p=q - pu.

Beweis.  Wegen des Satzes 12.4.2 von Cayley-Hamilton ist x4 € N4 und somit N # 0.
Daher existiert ein Minimalpolynom p # 0. Sei p € N4, so liefert der euklidische Algorithmus
Polynome ¢, r mit

p=q-p+r
wobei Gradr < Grad p, falls r # 0. Ist r # 0, so gilt:
0=0¢a(p) = dalq-p) + ¢a(r) = (0a(q) - (pa(p)) + da(r) = dalr) ,
im Widerspruch zur Minimalitdt von u. Daher gilt: r = 0.

Ist 1’ ein weiteres Minimalpolynom, so folgt: 4/ = qu mit Gradg = 0, d.h. ¢ = a7®. Da p, 1/
normiert sind, ist a = 1. U

Bemerkung. Insbesondere gilt: Das Minimalpolynom teilt das charakteristische Polynom.

Satz 12.4.5. Sei A € M(n, K), so haben das charakteristische Polynom xa sowie das Mi-
nimalpolynom pa die gleichen Nullstellen. Dabei sind die Multiplizitaten der Nullstellen von
wa nicht grofler, als die Multiplizitdten von xa. Zerfdllt insbesondere das charakteristische
Polynom in Linearfaktoren, d.h.

XA(m) = =1)™ (Mg — 7)™
so ist

ua(r) = (—1)l1+'"+lk()\1 — T)ll T O 7')1’C
= (7’— )\1)l1 tat (T—)\k)lk,
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Beweis. Sei A € K eine Nullstelle von x4, so gibt es einen Kigenvektor x € K" mit
Ax = Az. Sei
pa(r)=1"+ 1T V. Fag

das Minimalpolynom von A. Dann folgt:

0 = (A™+ m1 A™ 4+ .+ apEy)x
= A"z +a, A" e+ ... +aE,x
= N+ an A"z 4. +agz
= A" +am N4 +ag)r

Da x # 0, folgt pa(A) = 0. Da das Minimalpolynom das charakteristische Polynom teilt, sind
die Multiplizitdten der Nullstellen von g4 nicht grofler als die von y 4. Ist insbesondere

XA(T) = —=1)"™ (Mg — 7)™
so ist p4 von der Form
pa(r) = (r=M)" - (7= M) p(T),

wobei [; < m; und das Polynom p keine Nullstellen besitzt. Da p4 das Polynom x4 teilt,
existiert ein Polynom ¢ mit

(M — T)ml_ll ceeo (A — 7')m’€_l’c = p(7)q(7).
Da p()\;) # 0, ist \; Nullstelle von ¢ mit Multiplizitit m; — ;. Daraus folgt, dass p konstant
ist und da @4 normiert ist, ist diese Konstante eins. U

12.5 Invariante Unterrdume

Definition 12.5.1. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f: V — V eine lineare
Abbildung. Ein Unterraum U C V heifit invariant unter f (f-invariant), falls f(U) C U.

Eigenrdume sind Beispiele invarianter Unterrdume. Wir wollen nun Kriterien herleiten, die
eine Aufspaltung von V in f-invariante Unterrdume implizieren. Dafiir werden Polynome
P(K) von groer Bedeutung sein.

Lemma 12.5.2. Sei V' ein K-Vektorraum, f € End(V) und p € P(K). Dann ist der Unter-
raum
U = Kernp(f)

f-invariant.
Beweis. Aus p(f) = apf* + ... + apid folgt:
p()f = owff + . +aof = flonfF + ...+ aoid) = fp(f).
Also gilt fiir z € Kern p(f)
p(f)f(z) = fp(f)(z) = f(0) =0,
d.h. f(z) € Kernp(f). 0
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Unter den Voraussetzungen des obigen Lemmas gilt:

Lemma 12.5.3. Es seien p1,p2 € P(K) Polynome und py | p2, d.h. p1 teile po. Dann gilt:

Kernpy(f) C Kernpa(f).

Beweis. Aus p; | pe folgt die Existenz eines Polynoms ¢ € P(K) mit ps = ¢ - p;. Dann
folgt p2(f) = q(f) o p1(f) und somit Kernpi(f) C Kernpa(f). 0

Satz 12.5.4. Es seien p1,p2 € P(K). Dann gilt:
1. Ist ¢ = ggT(p1,p2), so folgt:

Kerng(f) = Kernpy (f) N Kernpa(f).

2. Ist p = p1p2 und 1 = ggT(p1,p2), so folgt:

Kernp(f) = Kernp:(f) ® Kernpa(f).
Beweis. zul.: Da q|pi,q | p2, erhalten wir aus Lemma 12.5.3:

Kerng(f) € Kernp:i(f) NKernpa(f).

Da q grofiter gemeinsamer Teiler ist, gibt es nach 12.2.3 Polynome P,Q € P(K) mit ¢ =
Ppy + Qpo. Ist z € Kernpy (f) N Kern pa(f), so folgt:

q(f)(x) = P(f)p1(f)z + Q(f)p2(f)z =0,

und somit ist z € Kerng(f).
zu 2.: Wegen 1. bleibt zu zeigen:

Kern p = Kern p; + Kern ps.
Da p1 | p und p2 | p, gilt:

Kernpi(f) € Kernp(f), Kernpa(f) C Kernp(f)

und somit
Kern p1(f) + Kern pa(f) C Kernp(f).

Zu zeigen bleibt die umgekehrte Inklusion. Da 1 = ggT(p1, p2), existieren Polynome ¢1, g2 €
P(K) mit
1 =qp1 + q2p2.
Somit erhilt man fiir jedes x € V' die Zerlegung
z=1(f)z = q(f)p1(f)z + @(fp2(fz = 22 + 21
mit 2 = q1(f)p1(f)x und z1 = g2(f)p2(f)z. Ist x € Kernp(f), so ist 2 € Kernpa(f), denn

p2(f)z2 = p2(ar (flpr(flz = ar(f)pr(flp2(f)z = a1(f)(pip2)(f)z = 0.
Genauso folgt: x1 € Kernp;(f). U
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Wir wollen den zweiten Teil dieses Satzes auf beliebig viele Faktoren ausdehnen. Dazu benéti-
gen wir noch das folgende Lemma:

Lemma 12.5.5. Es seien p1,...,pn € P(K) Polynome mit ggT(p;,p;) =1 firi # j. Dann
folgt
ggT(pl T ‘pn—hpn) =1
Bewetis. Induktion iiber n. Fiir n = 2 ist nichts zu zeigen.
Die Aussage sei fiir 2 < k < n bewiesen.
Seien p1,...,pny1 € P(K) mit ggT(ps, pj) = 1 fir i # j. Es sei

p=2g8T(P1- ... PnsPnt1)-
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt: ggT(p1 - ... Pn—1,Pn+1) = 1 = I q1,q2 € P(K)
L=qp1--.  Pn-1+ @Pnt1
und daher p, = qip1 - ... pn + @Pnt1Pn- Da plppt1 und plpr - ... - pp = plp,. Wegen
28T (pn, pnt1) = 1, folgt p = 1. 0

Satz 12.5.6. Es sei f € End(V) und p =p1-...-p mit ggT(pi,p;) =1 fir i # j. Dann gilt:
Kernp(f) = Kernpi(f) @ ... Kernp(f).

Beweis. Induktion iiber [ € N.

[ = 1: trivial.

Die Aussage sei fiir [ € N bewiesen.

Sei p=pi-... pr-pry1 mit ggT(p;, pj) =1 fiir i # j. Dann folgt aus Lemma 12.5.5:
geT(q,pi41) =1, wobei ¢ =p1-... p.

Mit Satz 12.5.5 (2) erhalten wir:

Kernp(f) = Kerng(f) ® Kernp1(f) = Kernpi(f) @ ... @ Kernp(f) ® Kern pj11(f)

nach Induktionsvoraussetzung. U
Bemerkung. Insbesondere ldsst sich dieser Satz auf das charakteristische bzw. Mini-

malpolynom anwenden. In diesem Fall ist p(f) = 0 und daher Kernp(f) = V. Zerfillt das
charakteristische Polynom in Linearfaktoren, so erhalten wir:

Satz 12.5.7. Sei f € End(V), wobei das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfalle,
d.h.

Xf(T) =M = 7)™ (A — 1),
mit N\; # Aj fiir i # j. Dann existiert eine Zerlegung von V'
V=Vie...eoV:

in f-invariante Unterrdume V; = Kern(f — \;id)™i. Ferner ist (\;—7)™ das charakteristische
Polynom von f‘v- : Vi = Vi und daher folgt:

dimV; = m;.
Da das Minimalpolynom py von der Form
p(7) = (7 = A (= M)
ist, mit l; < my, gilt sogar: V; = Kern(f — \sid)%.
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Beweis. Da p;i(1) = (7 — X\)™,i € {1,...,k} paarweise teilerfremd sind, folgt aus Satz
12.5.6 angewandt auf das charakteristische Polynom die Existenz der Zerlegung V = V; @&
...® Vi in f -invariante Unterrdume V; = Kern(f — A\;id)™:. Wenden wir Satz 12.5.6 auf das
Minimalpolynom an, so erhalten wir eine weitere Zerlegung

V=Vie..eV]
mit V/ = Kern(f — N\id)%. Da l; < my, folgt
Kern(f — \id)" € Kern(f — \id)™

und somit V; C V;. Dann muss aber dim V/ = dim V; gelten und daher ist V/ = V;. U

Wir geben nun ein weiteres Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus an.

Korollar 12.5.8. Sei f € End(V') und V ein n-dimensionaler K - Vektorraum. Der Endomor-
phismus f ist genau dann diagonalisierbar, falls das Minimalpolynom py in Linearfaktoren
der Multiplizitdt eins zerfallt, d.h.

pr(r) = (1 —=X) ... (7= Ag)
mit \; # N\ fir i # j.
Beweis. Ist f diagonalisierbar, so existiert eine Zerlegung
V=E\®&...0FE),,

in Eigenrdume mit \; # A;. Man betrachte das Polynom m(7) = (1 — A1) -...- (7 — Ax). Dann
gilt:
m(f) = (f —Mid)o...o(f — \id) =0,
denn da
(f = Njid) o (f — Nid) = (f — Niid) o (f — Ajid),
folgt fiir alle j € {1,...,k} und x € E):

k
m(f)z = [J(f = Xid) o (f — Njid)z = 0.

i
Aus der Zerlegung von V' in Eigenrdume folgt m(f) = 0. Damit teilt ;; wegen Satz 12.4.3
das Polynom m und da py die Eigenwerte A; auch als Nullstellen besitzt (Satz 12.4.4) und
oy normiert ist, folgt m = py.
Hat umgekehrt das Minimalpolynom p ¢ die obige Form, so folgt nach Satz 12.5.7 die Zerlegung
von V in f-invariante Unterrdume V; = Kern(f — \;id) = E),. Dies ist aber gleichbedeutend
mit der Diagonalisierbarkeit von f. U

0

Definition 12.5.9. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum.
f € End(V) heifit nilpotent, falls f™ = 0 fiir ein m € N. Ist m € N die minimale Zahl mit
dieser Eigenschaft, d.h. ist f™ = 0, f™~! # 0, so heiBt m der Nilpotenzgrad von f.
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Wie wir im Satz 12.5.7 gesehen haben, entspricht dem Zerfall des charakteristischen Polynoms

in Linearfaktoren eine Aufspaltung des Vektorraumes in invariante Unterrdume der Form

Vi = Kern(f — \jid)™. Aus der f-Invarianz von V; folgt: (f — N\;id)(V;) € V; und nach
m;

Definition von V; ist diese Abbildung nilpotent, denn (( f—\id) ’V> = 0. Wir werden uns

deshalb im folgenden genauer mit nilpotenten Endomorphismen beschéftigen.
Lemma 12.5.10. Sei f € End(V) und dim V' = n. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. fist nilpotent.
2. Esist f* =0, d.h. der Nilpotenzgrad von f ist < n.

3. Es existieren Unterrdume Vy,...,V, mit dimV; =1 und
Ww={0tcWvicWVcCc...cV,.1CV, =V,
so dass f(Vi) C Vi_y gilt.

4. Es exisiert eine Basis B = (by,...,by), so dass Mp(f) eine obere Dreiecksmatriz dar-
stellt, deren Diagonalelemente alle gleich null sind.

Beweis.  Wir zeigen die Aussage durch Induktion iiber n € N. Aus 1. folgen die Aussagen
2. und 3. Sei also f nilpotent und n = 1. Dann ist f die Nullabbildung und somit sind die
Aussagen 2. und 3. trivialerweise erfiillt.

Nehmen wir also an, dass fiir n — 1 aus 1. die Aussagen 2. und 3. folgen.

Sei nun f € End(V) nilpotent und dimV = n > 0. Definiere V;, = V. Offensichtlich ist f
nicht bijektiv, denn sonst ist auch f* bijektiv fiir alle k& € N. Somit ist f auch nicht surjektiv
und es existiert ein Unterraum V,,_; mit dimV,,—; = n — 1 und Bild(f) C V;,—;. Dann ist
f Va1 — V1 ein nilpotenter Endomorphismus und nach Induktionsvoraussetzung folgt
" 1(x) = 0 fiir alle z € V;,_1. Nach Induktionsvoraussetzung existieren somit Unterriume

0O=VWcVic...cV,1

mit f(V) C Vi1

Aus 3. folgt 4. Sei by € V4 und b; # 0 so existiert ein Vektor by € V3, so dass (by,b2) eine
Basis von V5 ist. Mit einem weiteren Vektor b3 € V3 konnen wir (b, by) zu einer Basis von
(b1, b2, b3) von V3 ergéinzen. Nach n Schritten erhalten wir somit eine Basis (b1, ...,by) von V
mit der Eigenschaft, dass (b1,...,b;) eine Basis von V; bildet. Da f(V;) C Vj_; ist

j—1
F(b) =" aibi,
=1

und somit hat Mp(f) die in 4. beschriebene Form. Aus 4. folgt 3. mit V; := (by,...,b;). Aus
3. folgt 2. denn f(V) C V;,_;. Aus 2. folgt 1. trivialerweise. 0

Satz 12.5.11. Sei f € End(V), wobei das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zer-
falle, d.h.

X£(T) = (7= A)™ (T — Ap)™E
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Dann existiert eine Basis B C V, so dass

Ay,
MB(f) = )
0 Ay

k

wobei die Matrizen Ay, obere Dreiecksmatrizen der Form

Ai * *
A)\i S M(m],K)
0 O Ai

darstellen.

Beispiel. Sei f € End(R?) mit f(z1, 20, 23) = (521 + 4w + 323, —11 — 323, 1 — 279 + 23).
f entspricht beziiglich der Basis e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1) die Matrix

5 4 3
A= (f(er), fle2), flez)) = -1 0 -3
1 -2 1
Dann gilt:
5—71 4 3 5—171 4 3
xa(T) = det -1 -7 —3 | =det -1 T -3
1 -2 1-—71 0 2—-—7 -2—-71
= b-7)F2+7)+3(-2—-7))+1(—8—47+6+37)
= 241)(GB-1)(t-3)+(-2-17)
= 24 7)(—T?+87—15—-1) = —(2+7)(1 —4)%,
d.h. das charakteristische Polynom zerféllt in Linearfaktoren mit Ay = —2,m; = 1 und

A2 = 44, mg = 2. Daraus folgt zunichst die Existenz einer f-invarianten Zerlegung
Rg = V,\1 D V,\Q,

wobei V), = Kern(A — \jid) = E,, mit dimV), = 1 und V), = Kern(A — \gid)? mit
dim V), = 2. Wegen Satz 12.5.11 existiert somit eine Basis B = (b1, b, b3) von R3 mit by € %%
und be, bs € V), so dass Mp(f) von der Gestalt

-2 0 0
Mp(f) = 0 4 =
0 0 4
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ist. Eine Basis B = (b, be, b3) mit dieser Eigenschaft erhalten wir wie folgt:

T 4 3
Vy, = Kern(A — A\jid) =Kern | -1 2 —3 | =Span{(-1,1,1)}.
1 -2 3

Man setze also by = (—1,1, 1) und betrachte nun

1 4 3 0 —18 —18
A—did=| -1 -4 -3 |, und (A—=Xid)® =] 0 18 18
1 -2 -3 0 18 18

Dann folgt:
W =V, = Kern(A — X\oid)? = {(x1, 2, x3) | 29+ 23 = 0} = Span{(1, —1,1), (0, —1,1)}.
Man betrachte nun den nilpotenten Endomorphismus g := A — \oid : W — W. Es gilt:
Bild(g) = Span{g(1,-1,1),¢9(0,—1,1)} = Span{(—1,1,-1)} = Wj.
Man setze by = (—1,1,—1) und b3 = (0,—1,1). Da g(b2) = 0 und g¢(b3) = (—1,1,—1) = by,

erhalten wir fiir die Matrixdarstellung von g := A — Aoid : W — W beziiglich (bg, b3) =: Bo

01 1
Mp,(g) = , und somit Mp,(f) =
00 0 4

Fiir die Basis B = (b1, b2, b3) von R? ergibt sich somit:

-2 0 0
Mp(A) = 0 4 1
0 0 4



Kapitel 13

Euklidische und unitare
Vektorraume

In diesem Kapitel werden wir fiir Vektorrdume iiber R und C eine zusétzliche Struktur
einfithren, die es z.B. ermoglicht, die Linge sowie den Winkel zwischen Vektoren zu defi-
nieren. Diese Struktur wird durch das skalare Produkt gegeben.

13.1 Das skalare Produkt

Definition 13.1.1. Sei V ein Vektorraum iiber K mit K = R oder K = C. Unter einem
Skalarprodukt auf V verstehen wir eine Abbildung

(,):VxV =K
mit
(i) (-,-) ist linear im ersten Argument, d.h. fiir alle z,2',y € V und «, 8 € K gilt

(az + B2’ y) = alz,y) + B, y).

(ii) (@, y) = (y,z).

(iii) (x,x) > 0 fiir z # 0.
Bemerkungen.

(a) Damit gilt fiir das zweite Argument:

(x,y + y/> = <y + y’,x) = (y,x) + <y/7x> = (x,y> + (x,y'}

und

(z,ay) = (ay,z) = aly, ) = a(z,y).

Im Falle K = R ist @ = «a und somit ist das Skalarprodukt auch linear im zweiten
Argument. Im Falle K = C ist das Skalarprodukt semilinear (konjugiert linear) im

237
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zweiten Argument. Allgemein definiert man: sind V, W komplexe Vektorraume, so heifit
eine Abbildung f : V — W semilinear (konjugiert linear), falls

fla+y)=f@)+ f(y) wd flox) =af(z)
fiir alle z,y € V und a € C gilt.
(b) Aus (x,z) = (z,z) folgt (x,z) € R.
(c¢) Im Falle K = R ist wegen (ii) das Skalarprodukt (-,-) symmetrisch, d.h.

(z,y) = (y, 7).

(d) Die reelle Zahl

|z]| = /()

heif3t die Ldnge von z € V.

Definition 13.1.2. Sei V ein Vektorraum iiber K mit einem Skalarprodukt. Im Falle K =
R heifit dann V auch euklidischer Vektorraum, im Falle K = C heiit V auch unitdirer
Vektorraum.

Beispiele.
(a) V = K". Dann heifit

n
=1

mit © = (z1,...,2,) € K" und y = (y1,...,yn) € K™ das kanonische Skalarprodukt
(Standardskalarprodukt) auf K.

(b) Fiir n = 2 definiert auch
(z,y) = 42191 — 22192 — 22291 + 37272
ein Skalarprodukt auf K2.

(c) Sei
C%(Ja,b], K) := {f : [a,b] = K | f stetig}.
Dann ist

b

b b
(f.g) = / £(s) - gls)ds = / Re(f(s)g(3))ds + i / T (£ (5)9(5))ds

a

ein Skalarprodukt.
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13.2 Eigenschaften des Skalarproduktes

Viele Eigenschaften des Skalarproduktes gelten sowohl fiir euklidische als auch fiir unitére
Vektorrdume.
Im Folgenden betrachten wir daher Vektorrdume V iiber K fiir K = R oder C und (-, -) sei ein
festgewéhltes Skalarprodukt auf V. Die erste wichtige Eigenschaft ist die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung.

Satz 13.2.1. (Cauchy-Schwarz)

Sei V' ein K-Vektorraum und (,) ein Skalarprodukt. Dann gilt:
[, ) * < (z,2)(y,y).

Dabei gilt Gleichheit genau dann, falls © = Ay fir ein A € K.

Beweis. Im Falle y = 0 ist die Ungleichung erfiillt. Daher sei x,y € V und y # 0. Dann
gilt fiir alle A € K:

0 < <.%' - )‘y7$ - Ay> - <x7$> + <£I}, _Ay> + <—)\y,.%'> + <_)‘y7 _)‘y>

= (x,m) - )‘<x7y> - )\<Z/,$> + )‘)‘<yvy>'

Insbesondere folgt damit fiir A\ = gz;
_my) @y (z,y) (z,y)
0= @ <y,y>< Y] <y,y>< ’y>+<y,y> <y7y)<y’y>
= (x,z)— (@, y) T
= (z,z) <y,y>< Y)-

Daraus folgt:

(@, y)(z,y) < (z,2){y,y).
Dabei gilt Gleichheit dann und nur dann, falls x = A - y. U
Ist (V,(:,-)) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt, so definiere ||z|| = \/(z, z).

Korollar 13.2.2. Sei (V,(,)) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt fir alle x,y €
V' die Dreiecksungleichung, d.h.

[z +yll <[]l + [yl].
Ist v € V ein weiterer Vektor, so folgt:
|z =yl < llz =l + |lv —y]l.
Beweis. Sei z,y € V. Dann gilt:
le+yll> = (e+yaty)=(r2)+{y )+ @y + YY)
el + (2, y) + (2, 9) + [lyl]* = [|2||* + 2Re(z, y) + ||yl
el + 20z, y)| + [yll* < ([ + 2[[2]|llyl] + [yl
(el + llylh?.

Sei v ein weiterer Vektor, so gilt:

IA

|z —yll = llz —v+v—yll < [lz — ol + [J[v —yll.
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Die Abbildung || - || : V' — R definiert eine Norm auf V.
Allgemein definiert man:

Definition 13.2.3. Sei V ein Vektorraum tiber K. Eine Norm || - || auf V ist eine Abbildung
V' — R mit folgenden Eigenschaften. Fiir alle ,y € V und A € K gilt:

(i) ||z|| > 0und ||z|]|=0< x = 0.
(if) [[Az]] = [All[]]-

(iid) [l +yll < |2l + [yl

Vektorrdume (V, || - ||) mit einer Norm || - || nennt man auch normierte Vektorrdiume.
Bemerkungen.
(a) Ist (V,(-,-)) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt, so definiert ||z|| = /(x,z) eine

Norm auf V. Die Eigenschaft (ii) gilt, da

Az = \/ ANz, ) = [A|V/ (2, 2).

(b) Nicht jede Norm auf einem K-Vektorraum kommt von einem Skalarprodukt.
(c) Ist V ein normierter Vektorraum, so nennt man
d(z,y) = ||z —yll
den Abstand von x und y. Der Abstand (die Metrik) hat dann folgende Eigenschaften
(i) d(z,y) > 0und d(z,y) =0z =y.

(i) d(z,y) = d(y,z).

(iii) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y). Rdume mit dieser Eigenschaft nennen wir metrische
Réaume. Dieser Begriff benttigt nicht die Vektorraumstruktur. Z.B. ist jede Teil-
menge M eines normierten Vektorraumes ein metrischer Raum, indem man d auf
M x M einschrénkt.

Ein Skalarprodukt ist schon durch die von ihm induzierte Norm bestimmt. Dies ist eine
Konsequenz der folgenden Formeln (Polarisationsformeln).

Lemma 13.2.4. Sei (V. (,)) ein K -Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt im Euklidischen
Falle, d.h. fir K =R:

1
{@,y) = 7 (la+ yll? =l —yl?).
Ist K =C, so gilt:

1 , . . ,
() = J(llz+yll* = lle = ylI* +ille + iyll* — il — iy ).
Beweis. Sei K =R und z,y € V. Dann gilt:

|z +yl> = (@ +y,z+y) = (@,2) + 2(z,y) + (y,9)

und
le —ylI* = (z —y,2 —y) = (z,2) — 2{z,y) + (y,9).
Damit folgt die Behauptung aus der Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung.
Der Fall K = C sei als Ubung iiberlassen. U
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X-y X+y
X X
y y

Abbildung 13.1:

Ist (V,(,)) ein Euklidischer Vektorraum, so lésst sich der Winkel zwischen Vektoren wie folgt
erkléren.

Definition 13.2.5. Sei z,y € V mit z,y # 0, so sei Z(z,y) := a € [0,7] die eindeutig
bestimmte reelle Zahl mit

cosa = oy .
[l[[lyl]
Bemerkung. Dies folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und da cos : [0, 7] —

[—1,41] bijektiv ist.
Damit erhalten wir den Cosinussatz.

Satz 13.2.6. Es sei (V,(,)) ein Euklidischer Vektorraum und z,y € V mit x,y # 0. Dann
gilt:

|z = ylI? = [l2]1* + [lyl1* = 2[[2[[||yl| cos Z(z, y)-
Ist insbesondere Z(x,y) = 5 (< (x,y) = 0), so gilt der Satz des Pythagoras, d.h.

lle = ll* = llz +ylI* = l|=|* + [ly]*

Bewezs.
|z —yl? = (@—yz—y)=(z,2) — 2z, y) + (¥, y)
(z,y)
= |lz|>+lyl* = 2[|z|l||y|
e

= [ll* +1lyll* = 2ll[lllyl] cos £(z, y).
U

Bemerkung. Der Satz des Pythagoras gilt auch fiir komplexe Vektorrdume, d.h. aus
(x,y) = 0 folgt
llz = y|? = [le + yl* = [l2]]* + [lyl]*.

Definition 13.2.7. Sei (V,(, )) ein Euklidischer oder unitérer Vektorraum.
(a) Dann heilen 2,y € V' orthogonal zueinander, falls
(,y) =0
gilt. (Wegen 0 = 0 ist dies dquivalent zu (y,z) = 0). Wir schreiben z 1 y.

(b) Esseien Uy, Uy C V Unterrdume von V. Uy, Uy heiflen orthogonal zueinander (Uy L Us),
falls (z,y) = 0 fiir alle z € U; und alle y € Us.



242 11. Oktober 2024

13.3 Orthonormalsysteme
Definition 13.3.1. Sei (V, (,)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und £ C V. E heifit
(i) Orthogonalsystem (OG-System), falls
(z,y) =
fir x,y € E und x # y.
(ii) Orthonormalsystem (ON-System), falls

0 z#y,

<x,y> :5xy =
1 z=y9

fir alle z,y € E.

Satz 13.3.2. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und E C V ein OG-System mit0 ¢ E.
Dann ist E linear unabhdngig. Insbesondere ist jedes ON-System linear unabhdngig.

n

Beweis.  Sei {z1,...,z,} C E eine endliche Teilmenge von E und ) a;x; = 0 fiir oy € K.
i=1

Dann gilt:

n n n n n
0 = <Z Oéi$i,ZOéjCCj> = ZO&Z' <xi,2ajxj> = Z Oéidj<l‘i,l’j>
i—1 =1 i—1 =1 ij—1
n n
= S wanlel? = 3 ol
=1 =1

da ||z;]| >0 firie {1,...,n}istag = =... =, =0. U

Bemerkung. Ist also dim V' = n, so gibt es kein OG-System (ON-System) mit mehr als n
von null verschiedenen Elementen. Jedes OG-System (ON-System) mit n von null verschide-
nen Elementen ist eine Basis. Bildet eine Basis ein OG-System bzw. ON-System, so sprechen
wir von einer Orthogonalbasis (OG-Basis) bzw. Orthonormalbasis (ON-Basis).

Satz 13.3.3. Sei E = {v1,...,vt} CV ein ON-System und v € V.. Dann folgt:
(i) Fiir alle j € {1,...,k} gilt die Aquivalenz:
k
v— Zaivi 1Ly & a; = (v,v;).
i=1

2 2 k

+ 3 v, v;) — o2

i=1

k

v— > (v,v;)v;

i=1

(ii)

k
v— >
i=1

Bemerkungen.
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(a)

(b)

Abbildung 13.2:

k

Aus (i) folgt: Sei w € Span(E) = U, d.h. w = > a;v;. Dann gilt: v — w L E genau
i=1

dann, falls a; = (v, v;).

Aus (i7) folgt:
k

i=1
Dabei gilt Gleichheit genau dann, falls o; = (v, v;) fiir alle 7 € {1,..., k} gilt. Dies hat

folgende wichtige geometrische Interpretation:

min{[[v —wl| | w € Span(E)} = |jv — v, |,

k
wobei v, = > (v, v;)v;. Dies bedeutet, dass der Vektor v, hat unter allen Vektoren des

i=1
Unterraumes U = Span E den kleinsten Abstand von v. Er ist durch diese Eigenschaft
eindeutig bestimmt.

Beweis.

(4)

Es sei £ = {vy,...,vx} C V ein ON-System und v € V. Dann gilt fiir jedes j €

{1,...,k}:
O—<U—Za,vz,v]> (v,v5) — o & (v,v)) = ;.

k

E vvlv,—i—g vv,z Eazvz

=1

i 2
v — g Q;V;
=1
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k
Da v — > (v,v;)v; L Span(E) (wegen (7)), folgt aus dem Satz des Pythagoras
i=1
k 2 k 2 k 2
U—Zaivi = v—Z(v,Uiﬁ)i Z v, ;)
i=1 i=1 i=1
k 2k
= ||lv— Z(v,vﬁvi Z (v, v;) az|2
i=1 =1

Das letzte Gleichheitszeichen folgt, da F ein ON-System ist.

U

Korollar 13.3.4. Sei E = {vy,...,v} CV ein ON-System und v € V.. Dann gilt:

k
Z [(v,v)> < ||v||* (Besselsche Ungleichung).
i=1
k
Gleichheit gilt dann und nur dann, falls v ="y (v,v;)v;.
i=1
Beweis.  Setzen wir in Satz 13.3.3 (ii) a1 = e = ... = ag = 0. Dann folgt:
k 2 %
ol = [lo =Y (v, odui| + D [{v,v)]*
i=1 i=1
U
k
Bemerkung. E ist genau dann eine Basis, falls Y |(v,v;)|? = ||v||? fiir alle v € V, denn
i=1
dann gilt:
k
v= Z(v, Vi)V
i=1

fiir alle v € V, d.h. v € Span(E).
Beispiele.

(a) Sei V = K™, mit kanonischem Skalarprodukt (,). Ist ¢; = (0,...,1,...,0) € K", so ist

E={e1,...,ex}

ein ON-System in K. Ist k = n, so ist E eine ON-Basis.

(b) Betrachte C°([0,27],C) = V mit (f,g) = 5= 7f(t) - g(t)dt. Dann ist
0

E = {e™ = cos(kt) + isin(kt) | ke Z}
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ein ON-System in C°([0, 27],C), denn

2m
) ) 1 . .
<ezk:t’ €z€t> - eZkte_Mtdt

27
0
2m 3

_ 1/ei(’“€)tdt _ 1 firk=2¢,
2m ) 0 fiirk #¢,

2w 2w 2m
da [ e™tdt = [ cos(mt)dt+i [ sin(mt)dt =0 fiir m # 0 und m € Z.
0 0 0

Betrachte den Unterraum
E,n, = Span{e™™ | |k| < m,;t € [0,27]}

Sei f :[0,27] — C eine stetige Funktion, so ist

flt) = fE,(t) = > cpe™

. 27.‘- .
mit ¢ = (f, e*t) = % Ik f(t)e™*tdt, die orthogonale Projektion von f auf den Unter-
0

raum F,,. Die Funktion f,,(¢) ist nach Satz 13.3.3 beziiglich der Norm die durch obiges
Skalarprodukt definiert wird, unter allen h € Span(E,,) die beste Approximation von
f, d.h.

L fm = fII < B = £l

fir alle h € Span(E,,). Dabei gilt die Gleichheit nur im Falle h = f,,. Die Koeffizienten
¢, nennt man auch Fourierkoeffizienten von f. Man kann zeigen: Ist f : [0,27] — C
stetig und stiickweise differenzierbar und ist f(0) = f(27), so konvergiert die Folge f,
gleichméfig gegen f. Wir werden diesen Satz bald beweisen.

m .
Funktionen der Form Y c¢,e*® heiBen auch trigonometrische Polynome.
k=—m

Sei V. = C°([0,27],R) der reelle Vektorraum der stetigen Funktionen auf [0,27] mit
27

Skalarprodukt (f,g) = = [ f(t) - g(t)dt. Dann bilden die Funktionen
0

o

1
E = {i,cos(k:t),sin(kt) | ke N}

ein ON-System in C°([0, 27, R).

Beweis von (c): Fiir k,¢ € N betrachte

1, . . 1 . )
cos(kt) = i(elkt +e *) und sinft = i(em —e i,
1
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Dann gilt:
] 2m 5 2m
7T/cos(kt) -sin(t)dt = 2Tr/cos(kt)~sin(€t)dt
0 0
11 27
— Z% /(eikt + efikt)(eiét _ efiét)dt
0

1
= 27.(51@,4 — O+ 0k~ —0_py)=0

denn d_j _p = 00 und 0_p ¢ = O, —¢. Ist k # £, so folgt:

2
i/cos(k:t) cos(lt)dt = %(&f’_g + 6o+ 0_k—0+6_pe) =0
0
und
2
(cos(kt), cos(kt)) = i/cosQ(k‘t)dt = %(5k,_k + 0+ 0k +0_pp) =1
0

Genauso sieht man: sin(kt) L sin(¢t) fiir k # £ und k, ¢ € N, sowie (sin(kt), sin(kt)) = 1.

Wir halten nochmals fest. Will man einen Vektor in einem Vektorraum mit Skalarprodukt V'
durch Vektoren eines Unterraumes U approximieren, so lésst sich diese Aufgabe leicht 16sen,
falls man in U eine ON-Basis gegeben ist. Es gibt nun ein einfaches Verfahren aus jeder
Basis eines endlich dimensionalen Vektorraumes (oder abziéhlbar unendlich dimensionalen)
eine ON-Basis zu konstruieren.

Satz 13.3.5. (Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt)
Es sei (V,{,)) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und {w1, ..., w,} eine linear unabhingige
(geordnete) Teilmenge von V. Dann gibt es genau ein geordnetes ON-System {vi,...,v,} mit

k
Vi — Z AWy
j=1
und agr € R, agr > 0. Insbesondere gilt:

Span{vy,...,v;} = Span{wy, ..., w}.

Beweis. Induktion iiber k.

k=1:setze v; = ﬁ Damit erfiillt v; die verlangten Eigenschaften und wird dadurch auch
eindeutig bestimmt.

Fiir k£ — 1 sei das ON-System {v1,...,v;_1} mit den geforderten Eigenschaften gegeben und
dadurch eindeutig bestimmt. Dann ist
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fiir 1 < j <k — 1. Dann erfiillt der normierte Vektor

=3

k
|0k

Vg —
die verlangten Eigenschaften. Der Vektor vy ist aber dadurch auch eindeutig bestimmt, denn

wére by ein weiterer Vektor, so kénnten wir ihn folgendermaflen darstellen:

k—1
b = apwy + Z Biv; und ay, > 0.
i=1

Da (b, v;) =0 fur j € {1,...,k — 1}, folgt
0= ak(wk, Uj> + Bj(Uj,’Uj>
und damit 3; = —ay(wg, vj). Also gilt:

k—1
bk = O | W — Z<wk,vi>vi = Oékf)k.

i=1

Da 1 = (by, by) = ai (O, Uy), folgt aus ay > 0: ) = IIﬁlkH’ d.h. b, = vy. U

Definition 13.3.6. Sei (V,(,)) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und M C V eine be-
liebige nichtleere Menge. Dann heif3t

M+ :={veV| (v,z) =0 fir alle x € M}
der Orthogonalraum zu M.
Lemma 13.3.7.
(a) M+ ist ein Unterraum von V.
(b) MM+ c {0}
(c) {0} =V und V+ = {0}.

Bemerkung. Ist M ebenfalls ein Unterraum, so gilt: M N M+ = {0} denn der Nullvektor
ist in jedem Unterraum enthalten.

Beweis.
(a) Sei vy, vy € M+ und o, 8 € K. Dann gilt:
(avy + Pug, z) = a(vy, x) + Blve,x) =0
fir alle x € M, d.h. avy + vy € M.

(b) Wir kénnen annehmen, dass M N M+ # (). Sei v € M N M+, Dann folgt: (v,z) = 0 fiir
alle x € M. Da v € M, gilt insbesondere: (v,v) = 0 und deshalb ist v = 0.

(c) {0} =V, denn (v,0) = 0 fiir alle v € V. Da wegeb (b) VNV+ = {0}, ist V+ = {0}.
U
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Satz 13.3.8. Sei (V,(,)) Vektorraum mit Skalarprodukt und U C V' Unterraum mit dimU <
o0o. Dann gilt:
V=UeaU"

Beweis. Die Summe ist direkt, denn wegen Lemma 13.3.7 ist U N U+ = {0}. Ist z € V,
so betrachte die Zerlegung
r=ux, + (r—x,),

k

wobei z,, die "beste Approximation” des Vektors z beziiglich U ist (x, = > (x, v;)v;, falls
i=1

v1,...,v, eine ON-Basis von U ist). Wegen Satz 13.3.3 ist x — x, € U+t U

Bemerkung,. Allgemein gilt: Sind Uy, Us C V Unterrdume mit Uy | Us, so ist die Summe
Ui + Uy direkt, d.h. Uy NU, = {0}

Ein Skalarprodukt induziert eine lineare (semilineare, im Fall K = C) Abbildung o : V. — V*,
wobel V* ={¢p:V — K| ¢ linear} den Dualraum von V bezeichnet.

Satz 13.3.9. Sei (V,(, )) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und o : V. — V* die Abbil-
dung mit o(y) = (- ,y), d.h. o(y)(x) = (z,y). Dann ist o eine lineare (im Falle K = R) bzw.
semilineare (im Falle K = C) injektive Abbildung.

Beweis. o(y) € V*, denn ( - ,y) ist linear im ersten Argument. Auflerdem gilt:
O'(CE.T—i-ﬁy) - < : 7ax+5y> - @< ’ ,.’B> +B< ’ 7y> = @O’(I‘) —|—BO’(y)

Im Falle K = R ist somit o linear. Im Falle K = C ist ¢ ist semilinear. In jedem Fall ist o
injektiv, denn o(y;) = o(y2) impliziert

o(y1)(x) = (z,41) = (2,42) = o (y2)(x)
fiir alle x € V. Damit gilt:
(@, 91) — (@,92) = (T, 91 — y2) =0,

fiir alle x € V. Insbesondere gilt: (y1 — y2,y1 — y2) = 0 und damit folgt y; = yo. U
Bemerkung. Sind insbesondere y;,y2 € V und gilt

<{L‘, y1> = (:1?, 92>

fiir alle x € V, so folgt y1 = y2. Man sagt auch: das Skalarprodukt ist nicht ausgeartet.

Ist V endlich dimensional, so ist o bijektiv, d.h. jede Linearform kann durch das Skalarprodukt
dargestellt werden. Genauer gilt:

Korollar 13.3.10 (Rieszscher Darstellungssatz).
Ist dimV < o0, so ist fir K =R die Abbildung o ein (linearer) Isomorphismus. Ist K = C,
so ist o ein semilinearer Isomorphismus, d.h. o ist eine bijektive semilineare Abbildung.

Beweis. Da wegen Satz 8.3.4 dimV = dim V* < oo, ist die injektive lineare Abbildung
ein Isomorphismus (dies gilt auch fiir semilineare Abbildungen, denn Basen werden auf Basen
abgebildet). 0
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Bemerkungen.

(a)

Der Satz besagt also: fiir alle ¢ € V* existiert ein Vektor R(¢) € V mit

p(z) = (z, R(p))-

R : V* — V ist also die Umkehrung von o. R(p) kann man auch explizit angeben. Ist
v1,...,V, eine ON-Basis von V, so ist

Dies folgt, denn fiir alle z € V gilt:

n

(e Rig)) = 3 o (o) = 3 plwi) e, i) = w(Z«c, >) = o).
=1

i=1 =1

Hier haben wir benutzt, dass die Koeffizienten in der Basisdarstllung x = i a;v; durch

a; = (x,v;) gegeben sind. =

Das Korollar ist fiir unendlich dimensionale Vektorrdume falsch. Betrachte den Vektor-

raum V = C°([0, 1], R) mit dem Skalarprodukt (f, g) = flf(t)g(t)dt. Sei 6 : V — R die
0

lineare Abbildung mit 6(f) = f(0) (¢ heifit auch 0-Funktional oder Dirac Funktional).
Dann kann ¢ nicht beziiglich des Skalarproduktes dargestellt werden, denn wiirde ein
g € V existieren mit

(f,9) =46(f) = f(0)

fiir alle f € V, so wire flf(t)g(t)dt = f(0) fiir alle f € V. Setze f(t) = tg(t). Dann
0

1
folgt: [tg®(t)dt = 0. Aber dann ist ¢ = 0 und damit wire f(0) = 0 fiir alle auf [0, 1]
0

stetigen Funktionen. Dies ist offensichtlich ein Widerspruch.

13.4 Die adjungierte Abbildung

Definition 13.4.1. Es seien (V,(, ),,) und (W,(, ), ) Vektorrdume iiber K (K = R oder
C) mit Skalarprodukten und f: V' — W eine lineare Abbildung. Dann heifit eine Abbildung
W =V adjungiert zu f, falls

(f(@),9)w = (=, W)y

fir allex € V und y € W.

Lemma 13.4.2. Existiert eine adjungierte Abbildung, so ist sie eindeutig bestimmt und linear.

Bewets. Es seien f, fy : W — V zwei Abbildungen adjungiert zu f und y € W. Dann

gilt:

(@, ff W)y = (=, f2()y
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fiir alle x € V und aus Satz 13.3.9 folgt fi(y) = f5(y). Existiert die adjungierte Abbildung
ff: W =V soist f* automatisch linear, denn fiir alle z € V' gilt:

(z, f*(ay1 + By2))y = (f(=), ay1+6y2> = a(f(x),y) + B(f(),y2),
= alx, f*(n)y + Bla, F*(v2)y
(z,af*(y1) + Bf*(y2))y

Also folgt wieder aus Satz 13.3.9

[ (ayr + By2) = af*(y1) + B (y2)

fiir alle o, 3 € K und y1,y2 € W. U
Ist V endlich dimensional, so existiert die adjungierte Abbildung. Sie héngt eng mit der

transponierten Abbildung zusammen (s. Definition 8.3.5).

Satz 13.4.3. Es seien (V,(, ), ) und (W,( , ), ) K-Vektorriume mit Skalarprodukten und
f:V = W eine lineare Abbildung. Ist dimV < oo, so existiert die adjungierte Abbildung
W=V,

Beweis. Essei f': W* — V* mit f*(¢) = o f:V — K die transponierte Abbildung
und o, : W — W* sowie o, : V — V* die Abbildungenen mit o, (y) = <'vy>w und
o, () = (-,y), . Wir zeigen:

f*:gZ:U;loftOO'W

Insbesondere ist g die Abbildung von W — V ist, so dass das folgende Diagramm kommutiert.

ft

W —— V"

JWT Tav

Zuniichst bemerken wir: Ist ¢ € V*, so ist o, '(p) = y gleichbedeutend mit ¢ = o, (y) =
(,y),, d.h. fiir alle x € V gilt

90(1') - <x7y>v = <x70;1((p>>V'

Dann folgt

(@,9()y = (@0, (ffo0, 1)y = f ooy, (¥)(@) = 0y, (W(f(2)) = (f(2),9)w
—_——

©
und somit ist g = f*. U
Bemerkung. Man kann den Existenzbeweis auch ohne die transponierte Abbildung fiithren.
Sei v1,...,v, eine ON-Basis von V', so definieren wir

n

Fy) =D {y, fo)yvi

=1
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Dann gilt:
<f*(y)7x>v = Z(ya f(vi)>w<vi7x>v'
i=1
Fir z = é(azwﬁvvi ist f(z) = :Zl@,vi>vf(vi) und damit folgt:
<y7f(x)>w = Z<y7 (@, vi)y (Vi) = Z <$,’U¢>V ’ <y7f(vi)>vv‘
i=1 i=1

Die Abbildung * besitzt die folgenden Eigenschaften:

Satz 13.4.4. Es seien (V,(,),), (W, (,)y ) und (Z,(),) endlich dimensionale K -Vektorriume
mit Skalarprodukten. Dann gilt:

(a) (f)"=f

(b) (af) =af* firac K.

(c) (f+g)=f+g"

(d) Sind f € L(V,W), g € L(W,Z), so gilt: (go f)* = f*og*.

(e) Firid,, € L(V,V) istid], =id, . Aus (d) folgt damit:

(f) Sei f € L(V,W) bijektiv, dann ist auch f* € L(W,V) bijektiv mit (f*)~" = (f~1)*.

Bemerkung.  (b) und (c) besagen: x : L(V, W) — L(W,V) mit f +— f* ist semilinear. Im
Falle K = R ist * eine lineare Abbildung.

Beweis.
(@) ((f) (@), v)w = (. [*W)y = (f(@), y)w-
(b) ((f)* (W), z), = (y, af () = &y, f(@))y, = (@f*(y), 2), .

Der Rest sei als Ubung iiberlassen. 0

Satz 13.4.5. Es seien (V,(,), ) und (W,(,),, ) endlich dimensionale Vektorriume mit Ska-
larprodukten und f :V — W linear. Dann gilt

Kern f = (Bild f*)*.
Insbesondere sind die Summen
V =Kern f @ Bild f* und W = Kern f* ¢ Bild f.
direkt und orthogonal.
Beweis. Es gilt : Kern f = (Bild f*)*, denn
reKemf e f(x) =0« (f(z),y),, =0 fir alle y € W.
& (x, f*(y)), =0 fiiralle y € W < 2 € (Bild f*)*.
Damit folgt aus Satz 13.3.8
V = (Bild f*)* @ Bild f* = Kern f @ Bild f*.

Setzen wir fiir f die adjungierte Abbildung f*, so erhalten wir wegen (f*)* = f auch die
zweite Zerlegung. U
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Bemerkung. Es folgt insbesondere: (f ist injektiv < f* surjektiv) und (f* injektiv < f
surjektiv).

Korollar 13.4.6. Es gilt:
Rang f = Rang f*.

Beweis. Rang f* = dimBild f* = dim V — dim Kern f = dim Bild f = Rang f. U

Wie sehen die Matrixdarstellungen der zu f adjungierten Abbildung aus? Verwendet man
ON-Basen, so gilt:

Satz 13.4.7. Es seien (V. (,), ) und (W, (,),,) Vektorrdume mit Skalarprodukten und B C 'V
und C C W ON-Basen. Ist f : V. — W eine lineare Abbildung und A = Mpc(f) die
Matrizdarstellung von f beziiglich B und C, so gilt:

Mep(f*) = A
mit A* = A, wobei (f_l),-j = a;j die komplex konjugierte Matriz bezeichnet.

Bemerkung. Im reellen Fall kann die komplexe Konjugation natiirlich wegfallen, d.h. A*
ist nichts anderes als die transponierte Matrix. Wir nennen A* die zu A adjungierte Matrix.

Beweis. Esseien B = (by,...,by,) und C = (cy, ..., ¢;,) die geordneten ON-Basen beziiglich
B und C. Es sei A = Mpc(f), d.h. (s. Satz 10.2.2)

F(by) = aijes
=1

fir j € {1,...,m}. Da C eine ON-Basis von W ist, folgt:
ak; = (f(bs), cx)

und somit
ag; = (bj, " (ck)) = (f*(ck), bj)-
Ist D = Mc g(f*) Matrixdarstellung von f* beziiglich C und B, d.h.

f*(er) =D dibi,
=1

so folgt aus
djk = (f*(ck), bj) = ax;
die Behauptung. U

Bemerkung.  Ist insbesondere V.= K™ und W = K™ mit K = R oder C und (z,y)gn =

n

> x;y; das kanonische Skalarprodukt und A : K™ — K™(A € M(m x n, K)) eine lineare
i=1

Abbildung, so gilt:

(A7, y) jom = (2, A™Y)
mit A* = A?, denn die kanonische Basis E, = (e1,...,e,) ist eine ON-Basis von K" (E,, ist
eine ON-Basis von K™). Daher gilt:
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Zum Schluf} dieses Abschnittes wollen wir noch eine wichtige Klasse von Abbildungen zwi-
schen Vektorrdumen mit Skalarprodukten betrachten, ndmlich solche, die das Skalarprodukt
invariant lassen.

Definition 13.4.8. Es seien (V,(,), ) und (W,(,), ) K-Vektorrdume mit Skalarprodukten.
Eine lineare Abbildung f : V — W heifit isometrische Einbettung, falls

(f@), fW)hw = (@, 9),

fur alle z,y € V. Ist f ein Isomorphismus, so heifit f eine Isometrie. Falls eine Isometrie
zwischen V und W existiert, so heiflen V und W isometrisch.

Satz 13.4.9. Ist f : V — W eine isometrische Finbettung, so ist f injektiv. Existiert die
adjungierte Abbildung f* : W — V, so gilt:
o f =idy.
Ist insbesondere dimV = dim W < oo, so ist f eine Isometrie mit f* = f~1.
Beweis.  f ist injektiv, denn aus f(z) = 0 folgt:
0= (f(@), f(@))y = (2,2),

und daher ist z = 0.
Existiert die adjungierte Abbildung f* : W — V', so folgt fiir alle z,y € V:

<1‘, f* ° f(y)>v = (f(m)7f(y)>w = <x7y>V'
Somit ist f*o f =id,,.
Ist dimV = dim W < oo, so folgt aus Satz 13.4.3 die Existenz von f*. Aus der Injektivitét
von f erhalten wir, dass f ein Isomorphismus und somit eine Isometrie ist. Insbesondere folgt
aus f*o f =id, auch f* = f~L U
Bemerkungen.

(a) Die Verkniipfung von Isometrien ist wieder eine Isometrie.

(b) Ist f eine Isometrie, so ist auch f~! eine Isometrie, denn
([ o f@), [T o f(y) = (w.y) = (F(2), F ().

Satz 13.4.10. Sei (V,(,)) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und dimV = n. Dann ist
(V,(, ) isometrisch zu (K™, {(,)gn), wobei {,)xn das Standardskalarprodukt auf K™ bezeich-
net.

Beweis.  Wihle eine ON-Basis B = (v1,...v,) in V. Dann ist die Koordinatenabbildung

n
¢p:V — K" mit ¢p(z) = (x1,...,2,) und x = Y z;v;, eine Isometrie, denn
i=1

(¢B(x), 0B(Y)Kn =Y wili
=1

und
n n n n
(), = <invivzijj> = Z i (vi, vj)y = szﬂz
i=1 j=1 v hg=1 i=1

AuBlerdem ist ¢p ein Isomorphismus und somit eine Isometrie. U
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Korollar 13.4.11. Sind V und W K— Vektorrdume mit Skalarprodukten und ist dimV =
dim W < oo, so sind V und W isometrisch.

Bewets. Ist n = dimV = dim W, so gibt es Isometrien ¢ : V. — K™ und ¢ : K" — W.
Dann ist die Verkniipfung ¢ o ¢ : V. — W die gesuchte Isometrie. U

13.5 Normale Endomorphismen

Im Folgenden betrachten wir endlich dimensionale Vektorrdume mit Skalarprodukt. Eine
wichtige Klasse von Endomorphismen solcher Vektorrdume bilden die normalen Endomor-
phismen. In unitéren Vektorrdumen (d.h. fiir komplexe Vektorrdume mit Skalarprodukt) ent-
spricht, wie wir sehen werden, diese Klasse genau den Endomorphismen, die eine ON-Basis
aus Eigenvektoren besitzen. Insbesondere sind in unitdren Vektorrdumen normale Endomor-
phismen diagonalisierbar.

Definition 13.5.1. Sei (V, (, )) endlich dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt. Ein
Endomorphismus f : V' — V heifit normal, falls

foft=f"of.

Bemerkung. f ist genau dann normal, falls

fiir alle x,y € V, denn aus (f*)* = f folgt:

(f(@), f(y)) = (" (), f(y) & (2, [T o f(y) = (x, [ o [ (y))-

Die letzte Gleichung ist dazu dquivalent, dass f eine normale Abbildung ist.

Wichtige Spezialfille von normalen Endomorphismen sind die folgenden Abbildungen:

Definition 13.5.2. Sei (V, (, )) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Ein Endomorphismus
f:V =V heifit

1. selbstadjungiert, falls f* = f.
Ist K = R, so nennt man f auch symmetrisch.
Ist K = C, so nennt man f auch hermitesch.

2. schiefadjungiert, falls f* = —f.
Ist K =R, so nennt man f auch schiefsymmetrisch.
Ist K = C, so nennt man f auch schiefhermitesch.

3. Isometrie, falls f* = f~1.
Ist K = R, so nennt man f auch orthogonal.
Ist K = C, so nennt man f auch unitdr.

Bemerkungen.

(a) 1, 2, 3 definieren normale Endomorphismen.
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(b) Wie wir in Satz 13.4.9 gesehen haben, ist f* = f~! dquivalent zu

(f(x), f(y)) = (z,9)

fir alle z,y € V, d.h. die Definition 13.4.8 stimmt in dem Spezialfall eines Endomor-
phismus {iberein.

(c) Ist B eine ON-Basis von V, so ist wegen Satz 13.4.7 Mp(f*) = MB(f)t.

(i) Daher ist f:V — V genau dann selbstadjungiert (f* = f), falls

Mp(f) = Mp(f)'

gilt. Matrizen A € M(n,R) bzw. A € M(n,C) mit A = A’ bzw. A = A! nennt
man symmetrisch bzw. hermitesch.

(ii) f:V — V ist genau dann schiefadjungiert (f* = —f), falls

—t

—Mp(f) = Mp(f)

gilt. Matrizen A € M(n,R) bzw. A € M(n,C) mit —A = A! bzw. A = A? nennt
man schiefsymmetrisch bzw. schiefhermitesch.

(iii) f:V — V ist genau dann eine Isometrie (f* = f~1), falls

Mp(f)™" = Mp(f)

gilt. Matrizen A € M(n,R) bzw. A € M(n,C) mit A~! = A’ bzw. A~! = A’ nennt
man orthogonal bzw. unitdr. Insbesondere ist A € M(n,R) bzw. A € M(n,C)
genau dann orthogonal bzw. unitdr, falls ihre Spaltenvektoren beziiglich der Stan-
dardskalarprodukte des R™ bzw. C™ eine ON-Basis bilden.

Lemma 13.5.3. Ist f : V — V normal, so auch f + pid, fir alle p € K.
Beweis.  Es gilt: (f + pid)* = f* + fid. Dann folgt:
(f* + pid)(f + pid) = f*(f + pid) + a(f + pid) =
(f + pid) f* + (f + pid)pid = (f + pid)(f* + pid).

0

Korollar 13.5.4. Es sei f ein normaler Endomorphismus. Dann ist v ein Eigenvektor zum
Eigenwert X\ von f genau dann, wenn v ein Eigenvektor zum Eigenwert X\ von f* ist. Insbe-
sondere haben f und f* die gleichen Figenvektoren.

Beweis. Man betrachte den normalen Endomorphismus f + pid. Dann gilt:
(F + pid)e, (f + pid)a) = (F* + fid)a, (f* + fid)z).

Damit folgt: v € Ex(f) < (f — Mid)v = 0 < (f* — Mid)v = 0 < v € Ex(f*). U
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Bemerkung. Daraus folgt unmittelbar:

(a) Ist f selbstadjungiert (f* = f), so sind alle Eigenwerte reell. Denn ist v Eigenvektor
zum Eigenwert A von f, so gilt:

(b) Ist f schiefadjungiert (f* = —f), so sind alle Eigenwerte rein imaginér, d.h reelle Viel-
fache von i, denn ist v Eigenvektor zum Eigenwert A von f, so gilt:

—X = —f(v) = f*(v) = Ao,
und somit ist A + A = 0.

(c) Ist f eine Isometrie (f* = f~1), so liegen alle Eigenwerte A auf dem Einheitskreis, denn
ist v Eigenvektor zum Eigenwert A von f, so gilt:

f) =X =v=Af"1(v) = Af*(v) = A\,
und somit ist A\ = 1.

Das folgende Lemma beschreibt eine wichtige Eigenschaft des adjungierten Endomorphismus.

Lemma 13.5.5. Sei (V,(,)) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und f : V. — V ein
Endomorphismus. Ist U invariant unter f, so ist UL invariant unter f*. Ist U invariant
unter f*, so ist U invariant unter f.

Beweis.  Sei U invariant unter f. Ist € UL, so gilt fiir alle y € U:

(f*(@),y) = (=, f(y)) = 0,

d.h. f*(x) € UL. Die zweite Aussage folgt aus der ersten, denn (f*)* = f. U

Satz 13.5.6. Sei (V,(,)) ein unitirer Vektorraum (d.h. K = C) und f : V — V ein
Endomorphismus. Dann sind dquivalent:

1. f ist normal.
2. V besitzt eine ON-Basis aus Eigenvektoren von f.

Bemerkung. Insbesondere sind normale Endomorphismen in unitédren Vektorrdumen dia-
gonalisierbar.

Beweis. Der Beweis wird durch Induktion iiber n = dim V' gefiihrt. Sei dim V' = 1. Dann
ist jeder Endomorphismus f normal, denn es gilt: f = Aid fiir A € C. Ist Span{v} = V mit
llv]| = 1, so ist v eine ON-Basis, bestehend aus einem Eigenvektor von f und somit ist 2.
erfiillt.

Es sei nun n > 1 und die Behauptung sei fiir dimV = n — 1 bewiesen. Sei dim V' = n. Da
das charakteristische Polynom iiber C in Linearfaktoren zerfillt, existiert ein Eigenwert \q
und ein Eigenvektor v; mit ||vi|| = 1. Sei W = Span{wv;}, so ist W f- und f*-invarianter
Unterraum (Korollar 13.5.4). Wegen Lemma 13.5.5 ist dann W+ f- und auch f*-invariant.
Damit ist fir U = W+ f‘U : U — U eine normale Abbildung und da dimU = n — 1, gibt es
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nach Induktionsvoraussetzung eine ON-Basis {vg,...,v,} bestehend aus Eigenvektoren von
f. Sei umgekehrt B = {vy,...,v,} eine ON-Basis, bestehend aus Eigenvektoren von f. Dann
ist

A1 0

Mp(f) = € M(n,C)
0 An

eine Diagonalmatrix und da B eine ON-Basis ist, gilt wegen Satz 13.4.7

A1 0
Mp(f*) = Mp(f)" = Mp(f) =
0 An
Dann folgt:
A 0
Mp(fo f*)=Mp(f of)= :
0 AnAn
und damit gilt: fo f* = f*o f, d.h. f ist normal. 0

Nun wollen wir eine Normalform fiir reelle normale Endomorphismen herleiten. Da das cha-
rakteristische Polynom eines reellen Endomorphismus iiber R im Allgemeinen nicht in Li-
nearfaktoren zerfillt, sind die Beweismethoden von Satz 13.5.6 nicht direkt anwendbar. Die
Losung besteht darin, den Endomorphismus zu komplexifizieren.

Sei V ein reeller Vektorraum und Ve = {z +iy | z,y € V} die Komplezifizierung von V. Die
Multiplikation mit komplexen Skalaren a + i3 € C ist durch

(a+if)(x +1iy) == ax — By +i(Bx + ay)

auf Vg erklirt (s. Ubungsblatt Nr. 2, Mathematik fiir Physiker III). Ist f : V — V ein
Endomorphismus, so definiert f¢ : Vo — Vi mit

fe(z +iy) = f(x) +if(y)

einen Endomorphismus, genannt die Komplexifizierung von f. Ist B eine Basis von V, so
ist B C V¢ ebenfalls eine Basis von V¢. Insbesondere gilt: Mp(f) = Mp(fc) und daher
stimmt das charakteristische Polynom von f mit dem von f¢ iiberein. Sind f,g : V — V
Endomorphismen, so folgt:

(fog)c = fcoge, (*)

denn

(fog)c(z +iy) = (fog)(z)+i(fog)(y) = fclg(z) +ig(y)) = (fcogc)(z +iy).

Bezeichnet ~: Vo — Ve mit « + iy = = — iy die komplexe Konjugation, so gilt:

fe(x +1iy) = fe(x +dy).
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Ist insbesondere v = vy + vy ein Eigenvektor von fc zum Eigenwert A€ C,soist v = vy —ivg
Eigenvektor zum Eigenwert A € C, denn fc(v) = fc(v) = Av.

Ist V ein Euklidischer Vektorraum, d.h. ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (, ), so ldsst
es sich zu einem Skalarprodukt auf V¢ fortsetzen.

Satz 13.5.7. Sei (V,(,)) ein Euklidischer Vektorraum und V¢ die Komplezifizierung von V.
Dann gibt es genau ein Skalarprodukt {,)c auf Ve mit

<IE, y> = <.’E, y>(C
fiir alle z,y € V. Auflerdem ist
|z + iyl|g = (z + iy, z + iy)c = (z.2) + (y,7),
fir alle x,y € V.
Beweis.  Zunichst beweisen wir die Eindeutigkeit. Falls (, )¢ existiert und z1 + iy1, zo +
iys € Vg, folgt:
(x1 +iy1, x2 +iya)c = (z1,@2)c + (z1,iy2)c + (iy1, x2)c + (iy1,iy2)C
= (@1,22) — (w1, y2) + (Y1, z2) +i(=7){y1,y2)
= (@1,32) + (y1,92) +i({y1, 22) — (21,92)).

Auf der anderen Seite definiert die letzte Zeile ein Skalarprodukt auf V¢, denn wie man leich
nachrechnet ist (, ) mit

(x1 +y1, w2 +iye)c = (T1,2) + (Y1, ¥2) +i({y1, T2) — (71,%2))

linear im ersten Argument und es gilt:

(z1+iy1, 2 +iy2)c = (22 + iy, 21 + iy1)c.
AuBlerdem ist
(z +iy,z +iy)c = (z,2) + (y,9),
also ist (, )¢ positiv definit. U

Lemma 13.5.8. Ist (V,(,)) ein Euklidischer Vektorraum und f : V — V ein Endomorphis-
mus, so gilt:

(fe)" = (f")c,

d.h. die adjungierte Abbildung des komplexifizierten Endomorphismus ist die Komplexifizie-
rung des adjungierten Endomorphismus.

Beweis.  Es gilt: (f*)c(z +1y) = f*(z) +if*(y). Zu zeigen ist:
(f")c(z1 +iy1), 2 + iy2)c = (x1 + Y1, fe(ze + iy2))c-
In der Tat ist

(z1 +dy1, fo(z2 +1y2))cC (1 +iy1, f(22) +if(y2))c
(1, f(22)) + (Y1, f(y2)) +i({y1, fz2)) — (21, f(¥2)))

= (f*(z1), 22) + (" (1), y2) + i({f*(v1), z2) — (f*(21),92))
(f

*(w1) +if(y1), w2 +iy2)c.
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Korollar 13.5.9. Sei (V,(,)) ein Euklidischer Vektorraum und f : V. — V' ein Endomor-
phismus. Ist f normal (bzw. selbstadjungiert, schiefadjungiert oder eine Isometrie), so gilt
dies auch fir fc.

Beweis. Sei f € End(V) normal, d.h. f*o f = f o f*. Dann gilt wegen der Beziehung ()
auf der Seite 257:

(fc) ofe=(f)cofc=(foflc=(fof)c=fco(f)c=fcol(fc)"
Ist f selbstadjungiert, d.h. f* = f, so auch (fc)* = fc. Die restlichen Behauptungen folgen

genauso. D

Lemma 13.5.10. Sei (V,(, )) ein Euklidischer Vektorraum. Es sei f : V. — V ein normaler
Endomorphismus und fc : Vo — Ve die Komplexifizierung von f. Sei v = v + ivy ein
FEigenvektor von fc zum Eigenwert A. Dann ist U = vi —ive ebenfalls Figenvektor von fc zum
Eigenwert X und es gilt ||v||c = ||0]|c. Sind die zugehérigen Eigenwerte A\, X verschieden, d.h.
A€ R, so folgt (v,T)c = 0. Ist zusdtzlich ||v||c = ||7||c = V/2, so bilden die reellen Vektoren
v1,v2 ein ON-System in V. Ist A = a + ib, so erhalten wir:

f(v1) = avi—bvy sowie f(ve) = buvi+tavy, und f*(vi) = avi+bvy sowie f*(ve) = —bvi+avs.
Insbesondere ist U = Span{vi,ve} ein f-invarianter und f*-invarianter Unterraum von V

und es gilt:

a —b a b

M(U%Ul) (f‘U) = b und M(vmvl) (f*‘U) = b a

Beweis.  Ist v = v; +ivg ein Eigenvektor von fc zum Eigenwert A, so ist, wie wir auf Seite
258 gesehen haben, ¥ = v; — vy ein Eigenvektor von fc zum Eigenwert A. Auflerdem gilt:

(v,v)c = (v, v1) + (v2,v2) = (v1,v1) + (—v2, —v2) = (V,7)c,
und somit folgt ||v]|c = ||||c. Wegen Korollar 13.5.4 folgt f#(v) = Av. Daher gilt:
Mu,D)e = (f&(v),7) = (v, fc(v)) = (v, A7) = Av,D)c.
Ist A # A, so folgt somit (v,?)c = 0. Damit erhalten wir
0= (v,v)c = (v1,v1) — (v2,v2) +i(2(v1, v2)).
Dies impliziert
(v1,v2) =0 sowie (v1,v1) = (v, Va).

Ist ||v]|c = V/2, so ist

(v1,v1) + (v2,v2) =2
und wir erhalten

<U1,U1> == <’U2,’02> =1.
Ist nun A = a + b, so folgt

f(v1) +if(v2) = fe(v) = Av = (a +ib)(v1 + iv2) = avy — bvg + i(bvy + avs)
sowie
o) +if*(v2) = fe(v) = A = (a — ib)(vy + iva) = avy + bvg + i(—bvy + ave),

woraus die restlichen Behauptungen des Lemmas folgen. U
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Satz 13.5.11. Sei (V,(,)) ein Euklidischer Vektorraum und f : V. — V ein Endomorphis-
mus. Dann sind dquivalent:

1. f ist ein normaler Endomorphismus.

2. FEs existiert eine ON-Basis B von V, so dass

A1 0
Ak
Mp(f) =
J(a1,b1)

0 J(ag,by)

a —b
mit J(a,b) = € M(2,R) und \; € R.

b «a

Bemerkung. Dabei sind A1, ..., A, die reellen und pu1, 1y, - . ., ptg, ft, mit p; = a; +1b; die
nicht reellen Nullstellen des charakteristischen Polynoms von f.

Beweis. Der Beweis wird analog zu 13.5.6 durch Induktion iiber n = dim V' gefiihrt. Fiir
dim V' = 1 ist die Aussage trivial. Es sei n > 1 und die Aussage sei fiir dim V' < n—1 bewiesen.
Sei nun dim V' = n. Existiert ein reeller Eigenwert A\; € R mit Eigenvektor vy mit ||v1|] = 1,
so ist U = Span{v;}* ein invarianter Unterraum unter f und f*. Somit ist f ‘U :U — U ein
normaler Endomorphismus mit dimU = n — 1. Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung folgt
damit die Behauptung.

Hat f keine reellen Eigenwerte, so betrachte man die Komplexifizierung fc : Vo — V. Sei
A\ = a + b ein nicht reeller Eigenwert zum Eigenvektor v = v1 4 ivy € V¢ der Linge v/2.
Aus Lemma 13.5.10 folgt, dass U = Span{v;,v2} ein f- und f*-invarianter Unterraum mit

a —b

My ) (f|y) =
b «a

ist. Wegen Lemma 13.5.5 ist UL sowohl f- als auch f* - invariant. Da dimU+ < n und
f: U+ = Ut ein normaler Endomorphismus ist, existiert nach Induktionsvoraussetzung eine
ON-Basis von U+ und somit auch eine ON-Basis von V mit den verlangten Eigenschaften.
Ist umgekehrt eine ON-Basis B mit den verlangten Eigenschaften gegeben, so folgt aus

a —b a b a? 4 b? 0
Mp(f*) = (Mp(f))" und = ,
b a -b a 0 a’® + b?

dass
Mp(f*)Mp(f) = Mp(f)Mp(f"),
und somit auch
[fof=fof"
erfiillt ist. U
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Bemerkung. Die 2x2-Matrix J(a, b) beschreibt eine Drehung gefolgt von einer Streckung,

denn
a —b s gb )
0 +# = a2+ b2 \/ab+b Va2 +b
b a VaZ+b2  Va2+b?

Da der erste Spaltenvektor die Lénge 1 hat, gibt es genau ein ¢ € [0, 27) mit

(cos p, sin )—< a b >
A VaZ + b2 a? + b2

und daher ist

cosp —sing
J(a,0) = [|(a,0)[| |
sin Cos

: : cosp  —sin : : o
Dabei beschreibt D(p) = eine Drehung um ¢ im Uhrzeigersinn.
sing  cosp

Korollar 13.5.12. Es sei f ein normaler Endomorphismus eines Fuklidischen Vektorraumes
V. Dann ist V direkte Summe von ein- und zweidimensionalen invarianten Unterrdumen. Auf
den zweidimensionalen Unterrdumen bewirkt f eine ”"Drehstreckung”.

Bevor wir die Spezialfiille normaler Endomorphismen genauer untersuchen, wollen wir noch
eine Matrixversion der Satze 13.5.6 und 13.5.11 angeben.

Sei (K™, (, )gn) der Euklidische oder unitére Standardvektorraum und sei A € End(K™)

identifiziert mit A € M (n, K). Dann ist wegen der Bemerkung nach Definition 13.5.2 A* = '

und damit iibersetzt sich die Begriffsbildung in 13.5.2 auf Matrizen wie folgt:
Sei A € M(n, K), so ist

1. A normal < AA" = ZtA,
2. A selbstadjungiert:
(a) A symmetrisch < K =R und A’ = A,
(b) A hermitesch & K = C und A= A,
3. A schiefadjungiert:

(a) A schiefsymmetrisch & K = R und A = — A,
(b) A schiefhermitesch < K = C und A =4,

4. A Isometrie:
(a) A orthogonal <& K =R und A? = A~
(b) A unitir & K = C und A =41

Eine wichtige Klasse normaler Abbildungen bilden die orthogonalen und unitidren Endomor-
phismen, d.h. die Klasse der Isometrien. Diese beschreiben eine Gruppe beziiglich der Ver-
kniipfung von Abbildung.
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Definition 13.5.13. Sei V ein Euklidischer Vektorraum bzw. unitidrer Vektorraum. Dann
bezeichnen wir mit
OWV)={f:V —= V| forthogonal}
die orthogonalen bzw. mit
UV)={f:V =V | f unitar}

die unitiren Endomorphismen auf V. Diese bilden als Isometrien Untergruppen von GL(V)
und heilen orthogonale bzw. unitire Gruppe des Euklidischen bzw. unitiren Vektorraumes
V. Die Untergruppeneigenschaft folgt daraus, dass die Verkniipfung zweier Isometrien und
die Inverse einer Isometrie Isometrien sind. Mit

O(n) ={A € M(n,R) | A orthogonal}

bzw.

U(n)={Ae€ M(n,C)| Aunitir}
bezeichnen wir die Menge der orthogonalen bzw. unitdren Matrizen. Diese bilden beziiglich
der Matrizenmultiplikation eine Untergruppe von GL(n,R), bzw. GL(n,C), O(n) heiit die
orthogonale, U(n) heifit die unitire Gruppe.

Nun wollen wir noch eine Matrixversion der Sitze 13.5.6 und 13.5.11 formulieren.

Dazu erinnern wir nochmals an Matrixdarstellungen von Endomorphismen. Ist V ein K-
Vektorraum, f € End(V) und B = (by,...,b,) C V eine Basis, so ist Mp(f) = ¢po fo oy
die Matrixdarstellung von f beziiglich B, wobei ¢p =V — K™ die Koordinatenabbildung ist,
d.h. die lineare Abbildung mit ¢p(b;) = e;. Ist V= K", so entspricht ¢pp = K" — K" eine
Matrix C' € M(n, K). Wegen ¢5'(e;) = b; hat die inverse Matrix C~! die Spaltenvektoren
(b1,...,by). Ist K = R bzw. K = C und B = (by,...,b,) eine ON-Basis beziiglich der
Standardskalarprodukte auf R™ bzw. C", so ist C' orthogonal bzw. unitér.

Korollar 13.5.14. Sei (K", (, )gn) der Euklidische bzw. unitire Standardvektorraum. Ist
Ae M(n,K), so gilt:

a) Ist K = C, so ist A genau dann normal, falls eine unitire Matrix C' € U(n) existiert
mit
A1 0
— CAC™ = CAC"
0 An
und \; € C.

b) Ist K = R, so ist A ist genau dann normal, falls eine orthogonale Matriz C € O(n)
existiert mat

A1

A
F — CAC™! = CAC!,
J(a1, bl)

J(a€7 bﬁ)
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a —b
wobei J(a,b) = € M(2,R) und \j € R.
b a
Bemerkung. Die komplexen normalen Matrizen sind also genau diejenigen, die sich mit

Matrizen aus U(n) zu einer Diagonalmatrix konjugieren lassen.

Beweis. Sei K = C. Dann ist wegen Satz 13.5.6 die Matrix A € M(n,C) genau dann
normal, falls eine ON-Basis B = (by,...,b,) von C" aus Eigenvektoren von A existiert. Dies
ist dquivalent zu

A1 0
Mp(A) = —¢poAogy =CACT = CAC
0 An
mit C' € U(n). Den Fall K = R behandelt man analog. U

13.6 Charakterisierung der selbstadjungierten, schiefadjungierten sowie der
unitiren und orthogonalen Endomorphismen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die o.g. speziellen normalen Endomorphismen.
Satz 13.6.1. Es sei (V,(,)) ein unitirer Vektorraum und f € End(V'). Dann gilt:

i) f ist hermitesch < es gibt eine ON-Basis aus Eigenvektoren und die Eigenwerte sind
reell.

ii) f ist schiefhermitesch < es gibt eine ON-Basis aus Eigenvektoren und die Eigenwerte
sind rein imagindar.

iit) f ist unitir < es gibt eine ON-Basis aus Eigenvektoren und die Eigenwerte haben
Betrag 1.

Beweis. Ist f normal, so ist wegen Korollar 13.5.4 jeder Eigenvektor von f zum Eigenwert
A auch Eigenvektor von f* zum Eigenwert A. Damit gilt:

i) Ist f = f*, so existiert wegen Satz 13.5.6 eine ON-Basis B aus Eigenvektoren vy, ..., vy
und f(v;) = A\jv; = f*(vj) = Ajuj, d.h. Aj = Aj. Ist umgekehrt B eine ON-Basis
aus Eigenvektoren von f mit reellen Eigenwerten, so folgt mit Satz 13.4.7 Mp(f*) =

Mp(f) = Mp(f).

ii) Ist f* = —f, so existiert eine ON-Basis aus Eigenvektoren mit A; = —\;, d.h. \; ist rein
imaginér. Ist B umgekehrt eine ON-Basis aus Eigenvektoren von f zu rein imaginéren
Eigenwerten, so gilt:

—t

Mp(f*) = Mp(f) = —Mg(f).

iii) Ist f* = f~!, so existiert eine ON-Basis v1, ..., v, aus Eigenvektoren von f mit Eigen-
werten A1, ..., A\,. Da Nju; = f*(v;) = f 1 (v;) = )\ijvj, ist Aj- A =1, dh [N =1
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Ist umgekehrt B eine ON-Basis aus Eigenvektoren von f mit Eigenwerten Ay, ..., Ay,
so dass A\ - A\j = 1, so folgt:

A1 0

Mp(f*) = Mp(f) =

0 An
Dann gilt: Mp(f)Mp(f) = E,, d.h. fo f* =id. 0

Dieser Satz hat die folgende Matrixversion.

Korollar 13.6.2. Sei (C",(, )cn) der unitire Vektorraum mit dem Standardskalarprodukt
und A € M(n,C). Dann gilt:

i) A ist hermitesch (At = A) & es existiert eine unitire Matrix C € U(n), so dass
CAC—' = CAC" cine reelle Diagonalmatriz ist.

ii) A ist schiefhermitesch (Zt = —A) & es existiert eine unitire Matriz C' € U(n), so dass
CAC~! = CAC" eine Diagonalmatriz ist, wobei die Diagonalelemente rein imagindr
sind.

iit) A ist unitdr (ZtA =1id) < es existiert eine unitire Matriz C € U(n), so dass CAC™! =
CAC' eine Diagonalmatriz ist, wobei die Diagonalelemente vom Betrag 1 sind.

Beweis. Die Existenz einer ON-Basis B aus Eigenvektoren von A € M (n, C) ist dquivalent
dazu, dass es ein C € U(n) gibt, so dass CAC~! eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten
von A in der Diagonalen ist. Damit folgt das Korollar aus obigem Satz. U

Nun wollen wir noch den zu Satz 13.6.1 analogen Satz fiir Euklidische Vektorrdume angeben.
Satz 13.6.3. Es sei (V,(,)) ein Euklidischer Vektorraum und f € End(V'). Dann gilt:
i) f ist symmetrisch < es gibt eine ON-Basis B aus Eigenvektoren, d.h.
A1 0
Mgp(f) = € M(n,R).
0 An

ii) f ist schiefsymmetrisch < es gibt eine ON-Basis B mit

0 0

0 —b

0 —be
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wobei bj #0, j=1,...,0.

ii1) f ist orthogonal < es gibt eine ON-Basis B mit

1 0

cosp; —singp;

wobei D(p;) = und ¢; € (0,2m)\ {7}, j=1,...,L

sin ¢; COS P

Beweis. Der Beweis ist eine Konsequenz aus der Klassifikation der reellen normalen En-
domorphismen, denn aus Satz 13.5.11 folgt:
f ist normal < es gibt eine ON-Basis B C V, so dass

AL 0
M () M
B p—
J(al,bl)
0 J(ag,bg)
mit J(a;, b)) = [ 7 7 |, b #£0und \; € R.
by aj

Ist f zusitzlich symmetrisch, so folgt: Mp(f) = Mp(f)!. Dies ist genau dann erfiillt, falls fiir
alle j € {1,...,¢} gilt:

aj —bj 7] bj
bj Qj —bj a;
Da b; # 0 zeigt dies, dass die Matrizen J(a;, b;) nicht auftreten. Somit ist Mp(f) eine Dia-

gonalmatrix . Ist umgekehrt Mp(f) eine Diagonalmatrix beziiglich einer ON-Basis B, so ist
Mp(f) = Mp(f)! und somit ist f wegen Satz 13.4.7 symmetrisch.
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Ist f zusiitzlich schiefsymmetrisch, so folgt: Mp(f) = —Mp(f). Dies ist genau dann erfiillt,
falls fiir alle s € {1,...,k} und 5 € {1,..., ¢} gilt:

Qj i
)\z‘ = _)\i und =

Also ist A; = 0 und a; = 0. Hat Mp(f) die in (ii) beschriebene Form, so folgt Mp(f) =
—Mp(f)! und somit ist f schiefsymmetrisch.

Ist f zusitzlich orthogonal, so folgt: Mp(f) - Mp(f)! = E,. Dies ist genau dann erfiillt, falls
fiir alle : € {1,...,k} und j € {1,...,¢} gilt:

a; —b; a; b; a2 + b2 0 10
A2 =1 und ! ! T = 7o = 5
b aj ~bj aj 0 af+0 01

d.h. \; = £1 und a?—}—bg =1.Dab; # 0, existiert ¢; € (0,27)\ {7} mit a; = cos p;,b; = sin ;.
Hat Mp(f) die in (iii) beschriebene Form, so folgt: Mp(f) - Mp(f!) = id und somit ist f
orthogonal. 0

Diesem Satz entspricht wieder die folgende Matrixversion.

Korollar 13.6.4. Sei (R", (, )gn) der Euklidische Vektorraum R™ mit Standardskalarprodukt
und A € M(n,R). Dann gilt:

i) A ist symmetrisch < es gibt eine orthogonale Matriz C' € O(n) mit

A\ 0
=CAC~ ' =CAC".
0 A

ii) A ist schiefsymmetrisch < es gibt eine orthogonale Matriz C' € O(n) mit

= CAC™' = CAC!.
—b; 0
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ii1) A ist orthogonal < es gibt eine orthogonale Matriz C' € O(n) mit

1 0

= CAC~! = CAC.

0 D(¢r)

Wie wir schon bemerkt haben, bilden die orthogonalen Endomorphismen O(V) und die
unitédren Endomorphismen U (V') beziiglich der Hintereinanderschaltung von Abbildungen ei-
ne Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe GL(V).

Definition 13.6.5. Ist V ein unitdrer Vektorraum, so heif3t
SUWV):={feUV)| det f =1}

die spezielle unitire Gruppe. Ist V ein Euklidischer Vektorraum, so heif3t
SO(V):={feO(V)| det f =1}

die spezielle orthogonale Gruppe.

Bemerkung. SU(V') bzw. SO(V) sind Unterguppen von U(V) bzw. O(V), denn mit
f1, f2 € SU(V) bzw. SO(V) sind auch fiofy € SU(V)und f~! € SU(V) bzw. fiofs € SO(V)
und f~1 € SO(V).

Damit lasst sich die Klassifikation der orthogonalen Endomorphismen folgendermafien préizi-
sieren.

Korollar 13.6.6. Sei V' ein Euklidischer Vektorraum. Ist f € SO(V) und dimV = 2n, so
gibt es eine ON-Basis B C V' mit

D(¢1) 0
Mgp(f) = und ¢; € [0,27).
0 D(‘Pn)
Ist f € SO(V) und dimV = 2n + 1, so gibt es eine ON-Basis B C V mit
1 0

D
Mg(f) = (er) . und @j € [0,2m).
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Ist f € O(V)\ SO(V) und dimV = 2n, so gibt es eine ON-Basis B C V mit

Mp(f) = D(e1) und @; € [0,2m).

0 D(pn-1)

Ist f€e O(V)\ SO(V) und dimV = 2n+ 1, so gibt es eine ON-Basis B C V mit

Mp(f) = N und @; € [0,2m).

0 D(‘Pn)

Bemerkung. Ist f € SO(V), und ist dimV = 2n + 1, so hat f den Eigenwert 1.
Beweis. Ist f € O(V), so gibt es wegen Satz 13.6.3iii) eine ON-Basis, so dass

1 0

0 D(pr)

Ist det Mp(f) = 1, so ist die Anzahl, mit der —1 in der Diagonalen vorkommt, gerade.
Ist dimV = 2n, so ist die Anzahl, mit der +1 vorkommt, ebenfalls gerade. Da D(w) =

-1 10
und D(0) = , folgt die erste Behauptung. Ist dimV = 2n + 1, so ist

0 -1 01
die Anzahl mit +1 in der Diagonalen ungerade und die zweite Behauptung folgt. Den Rest
beweist man mit analogen Argumenten. U

Bemerkung. Ist insbesondere dimV = 3 und f € SO(V), so existiert eine ON-Basis
B = (bl,bQ,bg) C V mit

1 0 0
Mp(f)=1| 0 cosep —singp
0 siny cose
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Der Eigenvektor b; zum Eigenwert 1 erzeugt einen eindimensionalen Unterraum, der punkt-
weise festgehalten wird. Ist f # id, so ist dieser Unterraum eindeutig bestimmt und heifit
Drehachse. Die zu by orthogonale, invariante Ebene, die durch (by,bs) aufgespannt wird,
heifit Drehebene. Fiir den Drehwinkel ¢ gilt:

cos p = %(Spurf -1)

Wir erinnern nochmals daran (siehe Abschnitt 12.3 und Ubungsblatt 11, Mathematik fiir Phy-
siker II), dass die Spur eines Endomorphismus f durch Spur f = Spur M¢(f) beziiglich einer
beliebigen Basis C' definiert. Dabei ist Spur M¢(f), also die Summe der Diagonalelemente der
Matrix M¢(f) unabhingig von der Wahl der Basis.

Abbildung 13.3:

13.7 Symmetrische und Hermitesche Formen

Mit diesem Abschnitt werden wir das Studium der linearen Algebra abschliessen. Er ist der
Untersuchung symmetrischer und hermitesche Formen gewidmet. Diese stellen eine Verallge-
meinerung der Skalarprodukte dar. Wie in allen Abschnitten dieses Kapitels betrachten wir
wieder auschliellich Vektorrdume iiber K = R oder C.

Definition 13.7.1. Sei V ein Vektorraum iiber K. Unter einer hermiteschen Form auf V
verstehen wir eine Abbildung s : V x V' — K mit folgenden Eigenschaften:

(i) s ist linear im ersten Argument, d.h. fiir alle z,2',y € V und «, 8 € K

s(azx + Ba',y) = as(z,y) + Bs(z',y)

(i) s(z,y) = sy, z).
Im Fall K = R sprechen wir auch von symmetrischen Formen.
Die Form s heifit positiv definit (positiv semidefinit), falls s(x,z) > 0 (s(x,x) > 0) fiir alle
xeV,x#0.
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Bemerkungen.

(a) Aus der Definition einer hermitschen Form s folgt, dass s semilinear (konjugiert linear)
im zweiten Argument ist, d.h. es gilt

s(z, oy + By') = as(z,y) + Bs(x,y’)

fir alle z,y,’ € V und o, € K. Ist K = R, so ist s natiirlich auch im zweiten
Argument linear. Dann nennt man s auch symmetrische Bilinearform.

(b) Eigenschaft (ii) impliziert, dass s(x, z) eine reelle Zahl ist. Ist s positiv definit, so ist s
ein Skalarprodukt (siehe Definition 13.1.1).

(c) Verzichtet man in obiger Definition auf die Symmetriebedingung (ii) und ersetzt sie
durch die Forderung der Semilinearitdt im zweiten Argument, so spricht man auch von
Sesquilinearformen.

In endlichdimensionalen Vektorrdumen mit Skalarprodukt entsprechen den hermiteschen For-
men die selbstadjungierten Endomorphismen. Es gilt:

Satz 13.7.2. Sei (V,(,)) ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann
ist s : 'V xV — K genau dann hermitesch, wenn ein selbstadjungierter Endomorphismus
f:V =V existiert mit

s(z,y) = (z, f(y))-

Beweis. Sei f:V — V ein selbstadjungierter Endomorphismus, so ist s(x,y) := (z, f(y))
eine hermitesche Form, denn

s(z,y) = (z, f(y)) = (f(2),y) = (y, f(2)) = s(y,2).

Die Umkehrung folgt aus dem Rieszschen Darstellungssatz 13.3.10, der besagt: Ist V ein
endlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt, so ist o : V' — V* mit o(y) = (-, y) eine
invertierbare semilineare Abbildung. Ist nun s eine hermitesche Form, so ist §: V' — V* mit

Yy — S('7y)

ebenfalls eine semilineare Abbildung. Man definiere f : V' — V durch

Dies ist dquivalent zu

go f(y) =s(y) = fy) = (2, f(y) = s(z,y)

fiir alle z,y € V. Dann ist f eine lineare Abbildung (denn die Verkniipfung zweier semilinearer
Abbildungen ist linear) und es gilt:

(@, f(y)) = s(z,y) = s(y, x) = (y, f(2)) = {f(2), ),

d.h. f ist selbstadjungiert. U




11. Oktober 2024 271

Sei s eine hermitesche Form und B = (by,...,b,) C V eine Basis. Dann kénnen wir s wie
folgt eine Matrix zuordnen.

Definition 13.7.3. Die Matrix Gg(s) = (gi;) mit g;; = s(b;, b;) heiBt Fundamentalmatriz
von s beziiglich B.

Lemma 13.7.4. Sei s eine hermitesche Form auf V und Gg(s) = (gi;) die Fundamental-
matriz von s beziiglich einer Basis B. Dann gilt:

1.
s(z,y) = (68(),Gp(s) 0 oY) kn = Y gijoil;

ij=1
wobei ¢p : V. — K™ die Koordinatenabbildung beziiglich B mit ¢p(x) = (x1,...,Ty)
und (, ) gn das Standardskalarprodukt auf K™ bezeichnet.

2. Die Fundamentalmatriz Gp(s) ist hermitesch.
3. Ist B’ eine weitere Basis von V', so gilt:
Gpi(s) =T Gp(s)T,
wobei T = ¢pg o q%,l : K™ — K™ die Koordinatentransformationsmatriz bezeichnet.
Beweis.

1. Ist s eine hermitsche Form, so folgt:

s(x,y) = s inbi,Zyjbj :inyjs(b,-,bj)
i j i

= > (Z Qijfvz) U= x| > 95U | = (68(x),Gp(s) o ¢n(y))Kn-
J ( i J

2. Da s hermitesch ist, folgt: g;; = s(bj, b;) = s(b;, bj) = Gji.
3. Ist B’ eine weitere Basis, so gilt:

s(x,y) = (8(z),GB(s) 0 dp(Y))kn = (dB o dp o dp(x),Gp(s) o dpody o dp(y)) K
= (To¢p(z),Gp(s)oT o dp(y)n = (bp(x), T 0Gp(s) o T o op(y))xn
= (¢p/(x),Gp(s) 0 dp(y))Kn.

0

Sei (V,(,)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und s eine symmetrische bzw. hermitesche
Form. Von wichtiger geometrischer Bedeutung sind die Hauptachsen von s beziiglich (, ).

Definition 13.7.5. Ist (V,(,)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und s eine hermitesche
Form. Eine ON-Basis B = (b1,...b,) von V heifit Hauptachsensystem von s beziiglich (,),
falls die Fundamentalmatrix Gg(s) reelle Diagonalgestalt besitzt, d.h. g;; = X\;d;; = s(b;, b;)
mit )\j eR.
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Satz 13.7.6. Sei V ein Vektorraum endlicher Dimension und s eine hermitesche Form. Sei
(,) ein Skalarprodukt auf V', so besitzt s ein Hauptachsensystem beziiglich (, ).

Bemerkung. Fin Hauptachsensystem ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Ist
z.B. s = (, ), so ist jede ON-Basis Hauptachsensystem von s beziiglich (, ).

Die Konstruktion eines Hauptachsensystems bezeichnet man auch als Hauptachsentransfor-
mation.

Beweis. Sei s eine hermitesche Form und (, ) ein Skalarprodukt. Dann gibt es wegen
Satz 13.7.2 eine selbstadjungierte Abbildung f : V — V mit s(z,y) = (z, f(y)) = (f(z),y).
Wegen 13.6.1 i) besitzt V' eine ON-Basis B = (b, .. ., b,) aus Eigenvektoren von f mit reellen
Eigenwerten. Insbesondere gilt:

s(bi, bj) = (bi, f(bs)) = (bi, Ajbj) = Xj(bi, bj) = A;dij,
d.h. B ist ein Hauptachsensystem von s beziiglich (, ). U
Diese Hauptachsen lassen sich wie folgt geometrisch kennzeichnen.

Satz 13.7.7. Sei (V (,)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt und s eine hermitesche Form.
Sei B = (by,...by) ein Hauptachsensystem von s beziiglich (, ) mit

)\1 = S(bl,bl) Z e Z )\n = S(bn,bn).
Dann gilt:
| (@, 2) =1} = s(by, br).
Ao = max{s(z,x) | (z,x) =1,z L b1} = s(ba,ba).
’ <a;,ac> = 1,x 1L bl,bQ} = S(bg, bg).

A1 = max{s(z,z)

A3 = max{s(z,x)

An = max{s(z,z)| (z,x) =1,z Lb1,...,bp—1} = s(bn,bp).

n
Beweis. Essei B = (by,...,b,) Hauptachsensystem von s beziiglich (,) und z = " x;b;.
j=1

Dann gilt:

S($,.%‘) =S inbia Zazjbj = Z a:igis(bi, bj) = Z.ﬁjfjs(bj, bj) = Zl‘jfj)\j.
i=1 j=1 ij=1 j=1 j=1
Ist (z,z) = > x;T; = 1, so folgt:
=1
S(l’,{L‘) =\ + Z()\] — )\1)1’jfj <A = S(bl,bl).
j=1
Ist x L by, d.h. o = ) x;bj, so ist
j=2
sz, m) = Ao+ > (A — Ao)a;T; < Ap = s5(ba, o)
=2

Der Beweis ergibt sich aus der Fortsetzung des Prozesses. U
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Beispiele.  Man betrachte V = R? mit Standardskalarprodukt (, )go.
a) Ist s(z,x) = 422 + 22, so gilt: A\; = 4, \y = 1 und die Hauptachsen sind (1,0) und (0, 1).

x2

2
s4

1

v
Wik

Abbildung 13.4:

Auf S = {(z1,79) | 22 + 23 = 1} nimmt also die Form s ihr Maximum an der Stelle
(1,0) und ihr Minimum an der Stelle (0,1) an.

b) Man betrachte s(z,r) = 42? — 22, so ist A = 4, A2 = —1 und die Hauptachsen sind
wieder (1,0) und (0, 1)
X2

sl

s4

Abbildung 13.5:

Auf S! nimmt s ebenfalls ihr Maximum an der Stelle (1,0) und ihr Minimum an der
Stelle (0,1) an.

c¢) Allgemein hat jede symmetrische Form auf (R?, (,))g: die Gestalt:

T a b
s(x,y) = <<$1>7 <y1>> = ax1y1 + bxayr + br1y2 + crayo.
2 b ¢ Y2
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Insbesondere ist s(x,z) = az? + 2bx172 + cz3. Um die Hauptachse zu berechnen, muss

a
man also diagonalisieren. Die Vorzeichen der Eigenwerte bestimmen die geo-

b ¢

metrische Bedeutung von s. (Sind sie ungleich Null, so gilt: Haben sie gleiches Vorzei-
chen, so sind die Niveaulinien von s Ellipsen, sonst Hyperbeln).
Aufgabe: Welche Moglichkeiten ergeben sich in R3?

Definition 13.7.8. Sei s: V x V — K eine hermitesche Form.
VO0={zecV| s(z,y) =0firalley € V}
heiBt der Nullraum von s. Eine Form heifit nicht ausgeartet, falls V0 = {0}.
Bemerkungen.
a) Jedes Skalarprodukt s ist nicht ausgeartet, denn s(z,z) > 0, falls x # 0.
b) s ist genau dann nicht ausgeartet, falls §: V' — V* mit z — s(-, x) injektiv ist, denn

s(,2) =0<0=s(y,z) = s(z,y) firalle yeV o zeVP

c) Ist (, ) ein Skalarprodukt, so existiert wegen Satz 13.7.2 eine selbstadjungierte Abbil-
dung f:V — V mit s(z,y) = (z, f(y)) = (f(z),y). Dann gilt: V? = Kern(f).

Satz 13.7.9. Sei s eine hermitesche bzw. symmetrische Form auf V und sei V' ein lineares
Komplement von V°. Dann ist s| ,, nicht ausgeartet.

V/
Beweis. Sei x € V' und s(z,y’) = 0 fiir alle y/ € V’. Dann gilt fiir alle y = yo + ¢’ €
ViV =V

s(z,y) = s(z,y0 +9') = s(x,50) + s(z,9) =0,
d.h. z € V0NV’ ={0}. Dies zeigt: s

v+ ist nicht ausgeartet. U
Definition 13.7.10. Sei s eine hermitesche Form auf V. Wir nennen einen Unterraum
W C V positiv definit (negativ definit) beziiglich s, falls gilt: s(x,z) > 0 (s(x,z) < 0) fiir
alle x € W mit = # 0.

Die Zahlen (ny,n_,ng) mit

ny = max{dimW | W C V positiv definit}.
n_ = max{dimW | W C V negativ definit}.
ng = dimV°.

heiflen die Signatur von s. Ist s nicht ausgeartet, d.h. ng = 0, so schreiben wir auch (n4,n_).

Satz 13.7.11. (Trégheitssatz von Sylvester)
Sei s eine hermitesche Form auf V. Dann besitzt V' eine direkte Summenzerlegung

V=VteV eV’
wobei VT positiv definit und V™~ negativ definit ist. Fiir jede Zerlequng dieser Art gilt:

dimV*t=n,, dimV =n_.
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Beweis.  Wir zeigen zunéchst die Existenz der Zerlegung.
Dazu wihlt man auf V ein Skalarprodukt (, ). Dann existiert wegen Satz 13.7.6 ein Haupt-
achsenssystem, d.h. eine ON-Basis B = (b1,...,b,) mit s(b;,bj) = A\;d;; . Dann gilt:

V? = Span{b; € B | s(bi, bi) = A; = 0},

n
denn z = Y a;jb; € VO genau dann, falls fiir jedes i € {1,...,n}
j=1

0= s(a;, bz) = Zajs(bj, bz) = ais(bi, bl) = ai>\i
7=1

gilt. Dies ist genau dann der Fall, falls gilt: a; = 0 fiir alle 4 mit A\; # 0, d.h. z € Span{b; €
B | s(bi,b;) = A\; = 0}. Man definiere nun

Vvt .= Span{bi eB | S(bi7bi) =\ > 0}7
V™ = Span{bi €eB ’ S(bi,bi) =\ < O}

Dann ist V't positiv definit und V~ negativ definit und da B eine Basis ist, gilt:
V=vtev eV’

Seinun V. = W+ @& W~ @ VO eine beliebige direkte Summenzerlegung, so dass W positiv
definit und W™~ negativ definit ist.
Seiptt : V=WreW-aV% - Wt mitx =2, +2_ + 29 — 2, die Projektion auf W+,
Sei W C V ein beliebiger positiv definiter Unterraum. Wir zeigen:
Kern(prﬂw) = 0. Dann folgt: dim W < dim W™, d.h. hat man eine Zerlegung der obigen
Form, so hat kein positiv definiter Unterraum eine grossere Dimension als W ™. Insbesondere
ist ny =dimWT. Sei z € W und prt(z) = 0. Dann ist z = x_ + 29 € W~ @ V? und damit
folgt:

s(xz,x) = s(x— + g, 2— +x9) = s(x—,z_) <0.

Da W positiv definit ist, zeigt dies: x = 0.
Mit analogen Argumenten zeigt man: n_ = dim W ™. 0
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Kapitel 14

Metrische Riaume

Viele Begriffe aus der Analysis auf R lassen sich fast wortlich auf normierte Vektorrdume oder
sogar metrische Rdume ausdehnen.

14.1 Normierte und metrische Riume

Wir erinnern hier nochmals an den Begriff der Norm, den wir in Zusammenhang mit dem
Begriff des Skalarproduktes in Kapitel 13 einfiithrt haben (siehe Definition 13.2.3).

Definition 14.1.1. Sei V ein Vektorraum iiber K mit K = R oder C. Eine Abbildung
[|-]]: V — Ry U{0} heift Norm auf V, falls fur alle x € V und A € K Folgendes erfiillt ist:

(1) [lzll =0z =0,

(2) [[Azl] = [A[ =[],

(3) |z 4+ yll < l|lz|| + |ly|| (Dreiecksungleichung).
Bemerkung. Vektorrdume mit Normen heiflen normierte Vektorrdume.
Beispiele.

(a) V=R". Ist x = (z1,...,2,) € R", so definieren

(1) lJz]le = Vot + -+ 22,

(2) ||z|loo = max{|z;| | i € {1,...,n}},

(3) lzllp = {'/\x1]1’+----|— |z, |P fiir p > 1

Normen auf R™. || - ||2 heiBit euklidische Norm, || - || heift Mazimumsnorm. Es gilt:
l|z|looc = lim [|z||, (Siehe Ubungsblatt 4 Mathematik fiir Physiker III, Aufgabe 4(b)).
pP—00

(b) Die euklidische Norm ist Spezialfall einer durch ein Skalarprodukt induzierten Norm.
Sei (V,(,)) ein Vektorraum iiber K mit Skalarprodukt, so definiert ||z|| = \/(x,z)
eine Norm. Die Norm || - ||, wird fiir p # 2 nicht von einem Skalarprodukt induziert
(Ubungsblatt 4 Mathematik fiir Physiker IIT, Aufgabe 4(c)).

277
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(c) Sei M eine Menge und B(M,R) ={f: M — R | f ist beschrankt}. Dann definiert

11} := sup{[f(2)| | = € M}

eine Norm auf B(M,R). Sie heifit Supremumsnorm.

Die Eigenschaften (1), (2) und (3) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften fiir den
Betrag.

Die Norm eines Vektorraumes V induziert durch
d(z,y) :== ||z — yl|

fir x,y € V eine Metrik auf V. Man interpretiert d(x,y) als Abstand zwischen z und y. Im
Gegensatz zur Norm benétigt die Definition einer Metrik keine Vektorraumstruktur.

Definition 14.1.2. Sei M eine Menge und d : M x M — R* U {0} eine Abbildung. Dann
heiBt d Metrik, falls fiir alle x,y € M gilt:

(1) d(z,y) =0z =y,

(2) d(z,y) =d(y,xz) (Symmetrie),

(3) d(z,2) < d(xz,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung).
Die Menge M zusammen mit einer Metrik d heifit metrischer Raum. Man schreibt (M, d).
Bemerkungen.

(a) Ist (V,]| - ||) ein normierter Vektorraum, so definiert

d(z,y) = ||z — yl|
eine Metrik auf V', denn
d(e,y) = e~ oll = || - 1~ Dl = | - 1] [}y - o] = d(y.)

und

d(z,z) =|lz =zl =lle —y +y — 2l <l —yll + [ly — 2|
fir alle z,y, z € V. Eigenschaft (1) ist trivialerweise erfiillt.

(b) Ist A C V eine beliebige Teilmenge eines normierten Vektorraumes (V, ||-||), so induziert
die Norm eine Metrik d4 : A x A — R auf A (induzierte Metrik) mit

da(z,y) = ||z —yll.

Die Menge A ist natiirlich im Allgemeinen kein Vektorraum. Man betrachte zum Beispiel
A= {(:L‘l,iﬂg) ‘ CE% +IL‘% = 1} C RQ.
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14.2 Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Rdumen

Begriffe, wie Konvergenz und Stetigkeit, die wir in den Kapiteln 2 und 3 kennengelernt haben,
lassen sich ohne Schwierigkeit auf metrische Rdume iibertragen.

Definition 14.2.1. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (ap)nen in M ist eine Abbil-
dung der natiirlichen Zahlen in die Menge M mit n — a,. Sie heifit konvergent mit Grenzwert
a € M, falls die reelle Zahlenfolge d(a, a,) eine Nullfolge ist. Ist die Folge (a,,) konvergent mit
Grenzwert a € M, so schreiben wir

lim a, = a.

n—oo
Bemerkungen.
(a) Ist (V.|| - ||) ein normierter Vektorraum, so heiit eine Folge (ay) in V' konvergent, falls
sie in dem metrischen Raum (V, d) mit d(z,y) = ||z — y|| konvergent ist.

(b) Wie bei den reellen Zahlenfolgen gilt, dass der Grenzwert eindeutig bestimmt ist, falls

er existiert. Denn ist lim a, = a und lim a, = b, so gilt:
n—oo n—oo

0 <d(a,b) <d(a,a,) + d(ap,b) = 0, n — oo,
d.h. d(a,b) = 0 und somit ist a = b.
(¢) Ist a € M und € > 0, so nennen wir die Menge
B(a,e) :={x € M| d(z,a) < €}

den durch d induzierten Ball von Radius € um den Punkt a (kurz: e-Ball oder e-

Umgebung um a). Dann ist lim a, = a dquivalent dazu, dass in jedem e-Ball um
n—oo

a fast alle Folgenglieder (alle bis auf endlich viele) enthalten sind.

(d) Sei (an)nen eine Folge in M. Dann heiit a € M Hdiufungspunkt (HP) der Folge, falls
fir alle € > 0 die Menge {n € N | a,, € B(a,¢)} unendlich ist.

(e) Sei (an)nen eine Folge in M und k, € N eine streng monoton steigende Folge, d.h.
k1 < ko < ...<ky,.... Dann heiit die Folge b,, = ay,, Teilfolge von (ay). Aulerdem gilt
(siehe Satz 2.3.9): a € M ist HP der Folge (a,)nen genau dann, falls eine konvergente
Teilfolge ay,, existiert mit nl;rglo ay, = a.

Beispiel.  Sei M eine Menge und (B(M,R), || -||) der Vektorraum der beschrénkten Funk-
tionen mit der Supremumsnorm. Dann gilt: f, — f genau dann, falls f,, gleichméfig gegen f
konvergiert, d.h. fiir alle € > 0 existiert ein ng € N mit

[fn(z) = f(2)] <e

fir alle n > ng und = € M.

Auf R¥ ist die Konvergenz einer Folge beziiglich der euklidischen Norm #quivalent zur Kon-
vergenz ihrer Komponentenfolgen.
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Lemma 14.2.2. Man betrachte (R*,||||2) mit der euklidischen Norm ||z||s = \/23 + -+ + 22.

Ist ap = (an1, ..., ank) eine Folge von Vektoren im R, so gilt:
lim an:b:(bl,...,bk)<:>lim anj:bj

fir alle j € {1,...,k}.
Beweis. Fiir alle j € {1,---  k} gilt:

2 =yl < lle—yll = V(@1 —y1)? + -+ (o — yp)?
< o=yl e =yl
Damit folgt: ||b — ay|| ist Nullfolge < [b; — ay;| ist Nullfolge fiir alle j € {1,---, k}. U

Bemerkung. In einem unendlich dimensionalen Vektorraum héngt die Konvergenz einer
Folge im Allgemeinen von der Wahl der Norm ab. Wir werden bald sehen, dass im R* die
Konvergenz nicht von der Wahl der Norm abhéngt. Insbesondere ist die Konvergenz einer
Folge beziiglich einer beliebigen Norm #quivalent zur Konvergenz ihrer Komponentenfolgen.

Genauso leicht wie der Begriff der Konvergenz, ldsst sich der Begriff der Cauchyfolge auf
metrische Rdume iibertragen.

Definition 14.2.3. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (a,)nen heift Cauchyfolge
genau dann, falls gilt:

Ve>0 dnpeN Vnm>ng: dlan,am) <e.
Bemerkungen.
(a) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

(b) Jede Cauchyfolge (a,) ist beschrinkt, d.h. es existiert ein pg € M und r > 0 mit
an € B(po,r). Man wahle hierzu ein ng € N mit d(an, an,) < 1 fiir alle n > ng. Ist r > 1
so gewdahlt, dass d(an, an,) < r fiir alle n < ng, so folgt a, € B(po,r) mit pg := an,.

Definition 14.2.4. (a) Ein metrischer Raum (M, d) heiit vollstindig, falls jede Cauchy-
folge einen Grenzwert besitzt.

(b) Ein normierter Vektorraum (V, ||-||) heit Banachraum, falls V mit der durch die Norm
| - || induzierten Metrik vollstiandig ist.

(c¢) Ein Vektorraum V mit Skalarprodukt (-,-) heifit Hilbertraum, wenn (V|| -||) mit der
Norm ||z|| = \/{(x, z) ein Banachraum ist.

Bemerkungen.

(a) Die reellen und komplexen Zahlen sind vollstdndig (siehe Satz 2.3.7 und Satz 2.4.8).
Dies gilt nicht fiir beliebige metrische Rdume. Als Beispiel betrachte man

M =R\ {0}, mit d(z,y)=|z—yl

1

Dann ist x, = - eine Cauchyfolge, die keinen Grenzwert in M besitzt.
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(b) Hilbertrdume spielen in der Quantenmechanik eine zentrale Rolle.
Satz 14.2.5. Der Vektorraum R ist beziiglich der Euklidischen Norm || - ||2 vollstindig.

Beweis.  Sei (a,) eine Cauchyfolge in (R*, || - ||2). Dann gilt:
|anj = amj| < [lan = am|ls

fur alle j € {1,...,k}. Somit ist (an;)nen eine Cauchyfolge in R. Dann gilt lim a,; = b; und
n—oo

aus Lemma 14.2.2 folgt die Konvergenz von a,, mit

lim an:b:(bl,...,bk).

n—o0

0

Bemerkung. Wie wir bald sehen werden, ist der Vektorraum R* beziiglich einer beliebigen
Norm vollstéindig. Allgemeiner ist sogar jeder endlich dimensionale Vektorraum vollstindig.

Satz 14.2.6. Sei M eine Menge und B(M,R) der Vektorraum der auf M beschrinkten
Funktionen. Dann ist B(M,R) beziiglich der Supremumsnorm || - || vollstandig.

Beweis. Der Beweis folgt im Wesentlichen aus der Vollstindigkeit von R. Sei (fy,)nen eine
Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm. Wegen

[fn() = fm(@)| < |[fn = fnll
fiir alle x € M, ist auch (f,(x))nen fir jedes x € M eine Cauchyfolge und
nh_}rrolo fulx) = f(x),

d.h. f,, konvergiert punktweise gegen f (Siehe Definition 6.1.1).
Es bleibt zu zeigen: ||f, — f|| = 0 und f € B(M,R). Sei € > 0, so wihle ng € N, so dass

[ fn = fmll <€
fir alle n, m > ng. Ist insbesondere n > ng, so gilt fiir alle m > ng und x € M:
|f(z) = fu(@)] < |f(2) = fm (@) + | fn(2) — ful2)| <|f(z) — flz)| + €.

Wegen liﬁm fm(x) = f(x) gilt dann auch: |f(x) — fn(x)| < € und somit ist ||f, — f]| eine

Nullfolge (dies ist dquivalent zu gleichméfigen Konvergenz der Folge f,,).
Wahlt man n € N, so dass ||f — fa|| < 1, so folgt:

A< F = fall 11 fall < T+ {1 £all-

Also ist f beschrinkt. U
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Abbildung 14.1: Stetigkeit einer Abbildung f : M; — Ms im Punkt a.

Bemerkung. Wesentlich fiir den Beweis war nur die Vollstédndigkeit von R.

Falls (X,||-||) ein Banachraum und B(M, X) der Raum der beschrénkten Funktionen auf M
ist, so ist B(M, X) auch beziiglich der Supremumsnorm ||f|| = sup{||f(z)|| | * € M} ein
Banachraum.

Nun wollen wir den Begriff der Stetigkeit auf metrische Rdume iibertragen.

Definition 14.2.7. Es seien (M, d;) und (My, ds) zwei metrische Réume und f : My — My
eine Abbildung.

(a) f heifit stetig in a € M, falls fiir jedes € > 0 ein > 0 existiert mit
f(B(a,0)) C B(f(a),e)
(sieche Abbildung 14.1).
(b) f heifit stetig, wenn f in jedem Punkt a € M stetig ist.

(¢) f heifit Lipschitz-stetig, falls eine Konstante ¢ > 0 existiert mit

do(f(2), f(y)) < c-di(z,y)
fir alle z,y € M;.
Bemerkungen.
(a) Ist f Lipschitz-stetig, so ist f auch stetig.

(b) Ist D C My, so ist D beziiglich der auf D eingeschrinkten Metrik wieder ein metrischer
Raum. Dann heifit eine Abbildung f : D — M> stetig in a € D, falls f beziiglich der
auf D und My gegebenen Metriken stetig ist.

(¢) Auch der Begriff des Grenzwertes einer Abbildung ldsst sich auf metrische Rdume iibert-
ragen (sieche Definition 3.4.3 und nachfolgende Bemerkungen). Seien (Mi,d;) und
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(Ms,ds) zwei metrische Radume und a € M; sei Berithrpunkt einer Menge D C M,
d.h. B(a,e) N D # {) fiir alle € > 0 (siehe auch Definition 14.3.2). Sei f: D — My eine
Abbildung, so heifit b € My Grenzwert von f in a, falls die Abbildung g: DU{a} — M>
mit

f(z), fir zeD,
b, fir = =a.

stetig in a ist. Insbesondere lédsst sich f stetig in a fortsetzen. Ist b € My Grenzwert
von f in a, so schreiben wir
lim f(z) = b,

Tr—a
zeD

oder auch ligl f(x), wenn klar ist, auf welchen Definitionsbereich sich der Grenzwert
X a
der Funktion f bezieht.

Satz 14.2.8. Seien (M1,d1) und (Ms,ds) zwei metrische Riume und f : My — My eine
Abbildung. Dann ist f : My — My stetig in a € My genau dann, falls fiir jede Folge (ay) in
M; mit lim a, = a folgt:

n—oo

lim f(a,) = f(a).

n—o0

Beweis.  Fast wortliche Ubertragung des entsprechenden Satzes 3.1.3. U
AuBlerdem gilt:

Satz 14.2.9. Sei (M,d) ein metrischer Raum und seien f,g: M — C Funktionen, die stetig
m a € M sind. Dann sind

f+9: M —C sowie f-g:M—C

stetig in a. Seien (My,dy), (Ma,ds) und (Ms,ds) drei metrische Riume und f : My — Ms |
g : My — Ms zwei Abbildungen. Ist f stetig in a € My und g stetig in f(a) € Ma, so ist

gof: My — Ms
stetig in a.

Beweis. Die Beweise sind analog zu den Beweisen der Séitze 3.1.4 und 3.1.5. U

Satz 14.2.10. Sei (M, d) ein metrischer Raum und f,, : M — R eine gleichmdj$ig konvergente
Folge von stetigen Funktionen mit Grenzwert f. Dann ist f stetig.
Bewets. Seia € M. Fiir jedes z € M gilt:
d(f(z), f(a)) < d(f(x), fa(@)) + d(fn(2), f(a))
< d(f(2), fu(2)) + d(fn(2), fula)) + d(fn(a), f(a)).

Sei € > 0. Dann existiert wegen der gleichméfigen Konvergenz der Folge f,, ein n € N, so dass

d(f(y), fn(y)) < €/3
fiir alle y € M. Wahle 6 > 0, so dass

d(fn(2), fula)) < €/3
fiir alle © € B(a,d) (siehe Abbildung 14.2). Dann folgt:

d(f(x), f(a)) <e/3+€/3+€/3=¢

fiir alle z € B(a,0), d.h. f ist stetig in a. 0
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fnx

Abbildung 14.2:

Mit C°(M,R) bezeichnen wir die stetigen Funktionen auf (M,d) und mit CP(M,R) die be-
schrénkten stetigen Funktionen.

Korollar 14.2.11. Der Vektorraum CY(M,R) der auf M beschrinkten stetigen Funktio-
nen ist ein Untervektorraum von B(M,R). Beziiglich der Supremumsnorm ist CP(M,R)
vollstindig.

Beweis.  Ist (fy,) eine Cauchyfolge in CP (M, R), so auch in B(M,R). Da B(M, R) vollstindig
ist, existiert f € B(M,R) mit ||f, — f|| = 0, n — co. Wegen Satz 14.2.10 ist f stetig, d.h.
f € C)(M,R) und somit ist Cp (M, R) vollstindig. U

Bemerkung. Sei (M,d) ein metrischer Raum und f : M — R™ eine Abbildung. Sei

f(z) = (fi(x),..., fm(z)), wobei f; : M — R die Komponentenfunktionen von f beschreiben.

Dann gilt: f ist genau dann stetig, falls alle ihre Komponentenfunktionen stetig sind. Denn ist

an € M eine konvergente Folge mit kli_>m an = a, so folgt aus Lemma 14.2.2 und nachfolgender
o

Bemerkung:
Jim f(ar) = f(a) = (fi(a),..., fm(a)) & lim fj(ar) = f;(a)

fir alle j € {1,...,m}.

Beispiel. Polynome mehrerer Verédnderlichen sind Abbildungen p : R — R mit

k1 kn
i i
p(x1,... ) = g g Qiy iy TY Ty

11=0 in=0

mit Koeflizienten a;,. ;, € R. p ist stetig, denn jedes Monom av’f .-~ als Produkt stetiger
Funktionen auf R™ stetig ist. Mit

Grad p:=max{i1 + -+ in | @i i, # 0}

bezeichnen wir den Grad von p. Insbesondere ist jede lineare Abbildung L : R™ — R stetig,
denn L(x1,...,2y) = @121 + -+ + apTp.

Wegen obiger Bemerkung ist auch jede lineare Abbildung L : R™ — R"™ stetig, denn die
Komponentenfunktionen sind linear und damit stetig.

Zwischen unendlich dimensionalen Vektorrdumen miissen lineare Abbildungen nicht stetig
sein (siche Beispiel unten). Es gilt aber der Satz:
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Satz 14.2.12. Es seien (V,||-||,,) und (W, ||-||,, ) zwei normierte Vektorrdume und L : V- — W
eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) L ist stetig auf ganz V.

(2) L ist im Nullpunkt stetig.

(3) Es existiert ein ¢ > 0 mit ||Lz||,, < c||z||, fir allex e V.

Beweis. (1) = (2) ist trivial.
(2) = (3). Ist L im Nullpunkt stetig, so existiert zu e = 1 ein 6 > 0 mit L(B(0,4)) C B(0,1) C
W. Daraus folgt fiir alle z # 0:
| (-2l <
el 2/11,

T 1) _é
2
2

L) < 5ll2lly-

denn 5
=—-<9¢
2 <9

X

(B4

2y 2

\4 |4

und da L linear ist, folgt:

(3) = (1), denn
1L(z) = Ll = 1Lz = y)llw < cllz =yl
d.h. L ist Lipschitz-stetig und somit ist L stetig. 0

Beispiel.  Seien C°[0, 7] bzw. C1[0, ] die Vektorriume der auf dem Intervall [0, 7] stetigen
bzw. 1-mal stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen. Dann ist

D :CYo,7] = C°0,7] mit Df=f

eine lineare Abbildung. Wiihlen wir auf C'[0, 7] und C°[0, 7] die Supremumsnorm, so ist D
nicht stetig. Man betrachte hierzu die Folge f,, € C1[0, 7] mit f,(z) = L sin(nz). Dann gilt

=a
1
Ifall = — =0 und [[Dfa]] = [|cos(na)|| = 1,

und somit ist D nicht im Nullpunkt stetig (siehe Abbildung 14.3).

Definition 14.2.13. Sind (X, || - ||) und (Y,]|| - ||) normierte Vektorrdume, so bezeichnen
wir mit £(X,Y) die Menge der stetigen linearen Abbildungen A : X — Y. AuBlerdem ist
(L(X,Y),]|| - ||) wieder ein normierter Vektorraum mit

[A]l = sup{[|Az| | = € X, [lz]| =1}
fiir alle A € £L(X,Y). Diese Norm heifit auch Operatornorm.

Bemerkungen.

(a) Die Uberpriifung der Normaxiome ist als Ubung iiberlassen (Ubungsblatt 5, Mathematik
fiir Physiker III, Aufgabe 3).
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Abbildung 14.3:

Obwohl in der obigen Definition die Normen der Vektorriume X,Y im Allgemeinen
verschieden sind, werden wir sie in Zukunft héufig mit dem gleichen Symbol || - || be-
zeichnen.

Aus der Definition der Operatornorm folgt: [|A(z)|| < ||A]|||z]| fir alle z € X.

Ist Y vollsténdig, so auch £(X,Y") beziiglich der Operatornorm. Denn ist A,, € £(X,Y)
eine Cauchyfolge, so ist fiir jedes € X auch die Folge A, (x) wegen

[An(2) = Am ()| < [[An = Am|l ||l

eine Cauchyfolge. Dann zeigt man analog zu Satz 14.2.6 und Satz 14.2.10, dass der
Grenzwert

A(z) := lim A,(x)
eine stetige lineare Abbildung definiert mit

lim ||A, — Al = 0.

n—oo

14.3 Topologie in metrischen Radumen

Definition 14.3.1. Sei (M, d) ein metrischer Raum und U C M. Dann heiit a € U innerer
Punkt, falls ein € > 0 existiert mit B(a,e) C U. Die Menge U heifit offen, falls jeder Punkt
in U innerer Punkt ist.

Bemerkungen.

(a)

(b)
(¢)

Fiir a € M und r > 0 ist die Menge B(a,r) = {z € M | d(z,a) < r} offen. Denn ist
x € B(a,r), so ist wegen der Dreiecksungleichung B(x,€) C B(a,r) fiir e = r — d(z, a).

M und die leere Menge sind offen.

Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen. Der Durchschnitt endlich vieler
offener Mengen ist offen. Der Durchschnitt unendlich viele offener Mengen ist hingegen
nicht immer offen. Man betrachte z.B. die in R offenen Intervalle I,, = (—%, %),n eN.
Der Durchschnitt all dieser offenen Mengen besteht nur aus der Null und ist somit nicht
offen.
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Definition 14.3.2. Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M. Dann heifit x € M Beriihr-
punkt von A, falls B(x,e) N A # () fiir alle € > 0.

Definition 14.3.3. Sei A C M, so heif3t
A={z € M| x Beriihrpunkt von A}

die abgeschlossene Hiille von A. Die Menge A heifit abgeschlossen, falls A = A.
Genau wie in R gelten die folgenden Charakterisierungen von abgeschlossenen Mengen.

Satz 14.3.4. Sei (M,d) ein metrischer Raum und A C M. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) A abgeschlossen.
(b) M\ A offen.
(c) Jede konvergente Folge (xy)nen in M mit x, € A hat ihren Grenzwert in A.

Beweis.  Wir zeigen nur die Aquivalenz von (a) und (c).
Sei A abgeschlossen und z,, € A eine Folge mit lim x,, = z. Da d(x, z,) eine Nullfolge ist,
n—oo

ist  somit Berithrpunkt von A.

Angenommen, jede konvergente Folge in A habe ihren Grenzwert in A. Sei x € M Berithrpunkt

von A. Dann existiert zu jedem n € N ein z, € B(z,1/n) N A. Da lim z, = x, ist nach
n—oo

Annahme z € A. 0
Bemerkungen. Fiir metrische Rdume M gilt:
(a) @ und M sind abgeschlossen (und offen).

(b) Fiir jedes p € M und r > 0 ist K(p,r) :={x € M | d(p,x) < r} abgeschlossen. K(p,r)
heifit abgeschlossener Ball.

Warnung:
In allgemeinen metrischen Rédumen gilt nicht: B(p,r) = K(p,r). Als Beispiel betrachte man
auf einer Menge M (z.B. M = R) die ,,diskrete” Metrik d, d.h.

L x#y,
0, z=y.

d(l‘,y) =

Dann ist B(p,1) = {p} und B(p, 1) = {p}, aber K(p,1) = M. Fiir normierte Vektorrdume ist
aber B(p,1) = K(p, 1) (Sieche Ubungsblatt 6, Mathematik fiir Physiker 111, Aufgabe 1).

Stetige Abbildungen kénnen mittels offener Mengen wie folgt charakterisiert werden.

Satz 14.3.5. Seien (My,dy), (Mas,ds) metrische Riume und f : My — My eine Abbildung.
Dann sind dquivalent:

(1) f ist stetig.
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(2) Fiir alle offenen Mengen U C My ist f~1(U) C My offen.

Beweis.  Sei (1) erfiillt und U C My offen. Ist z € f~1(U), so existiert zu f(z) € U ein
e > 0 mit B(f(x),e) C U. Man wahle § > 0, so dass f(B(z,9)) C B(f(x),¢). Dann ist
B(z,0) € f~Y(U), d.h. x ist innerer Punkt von f~1(U).

Sei (2) erfiillt und x € M;. Fiir jedes € > 0ist B(f(x), €) offen und somit ist auch f~1(B(f(x),¢))
offen. Insbesondere ist x innerer Punkt von f~!(B(f(z),¢)), d.h. es existiert ein § > 0 mit
B(z,0) C f~YB(f(z),€)). Also gilt f(B(z,9)) C B(f(x),€) und somit ist f stetigin z. [

Bemerkungen.

(a) f ist also genau dann stetig, falls das Urbild offener Mengen offen ist. f ist aber auch
genau dann stetig, falls das Urbild abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist. Denn ist
A C My abgeschlossen, so ist My \ A offen. Ist f stetig, so ist auch f=1(My \ A) =
My \ f~Y(A) offen. Dann ist aber f~1(A) abgeschlossen. Die Umkehrung beweist man
genauso.

(b) Bilder offener Mengen miissen unter stetigen Abbildungen nicht offen sein. Man be-
trachte f : R — R mit f(z) = 2%, Dann ist f((—1,+1)) = [0, 1).

Nun wollen wir den Begriff der kompakten Menge verallgemeinern. In R sind es die abge-
schlossenen und beschrinkten Mengen. In allgemeinen metrischen Rdumen ist die Definition
komplizierter. Die folgende Definition gilt sogar fiir alle ,,topologischen Raume”. Diese werden
wir aber im Rahmen dieser Vorlesung nicht behandeln.

Definition 14.3.6. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Menge K C M heifit kompakt genau
dann, wenn fiir jede Uberdeckung von K durch offene Mengen eine endliche Teiliiberdeckung
existiert. Dies bedeutet:
Ist (Uy)aer eine Familie von offenen Mengen mit K C |J U,, so existieren oy, ,ap € T
, acl
mit K C | Uy,-
i=1

In metrischen Rdumen ldsst sich Kompaktheit auch mittels Folgen charakterisieren.

Definition 14.3.7. Sei K C M Teilmenge eines metrischen Raumes M. Dann heifit K
folgenkompakt, wenn zu jeder Folge (x,) mit x, € K eine konvergente Teilfolge xj, mit
Grenzwert in K existiert.

Satz 14.3.8. Sei K C M folgenkompakt. Dann ist K abgeschlossen und beschrdnkt.

Bemerkung. Eine Menge A C (M, d) heiit beschrinkt, falls ein r > 0 und p € M existie-
ren mit A C B(p,r).

Beweis. Sei K folgenkompakt und x,, € K eine konvergente Folge mit Grenzwert z. Dann
ist x € K, denn jede Teilfolge hat ebenfalls x als Grenzwert. Damit ist K abgeschlossen.
Sei K nicht beschrinkt und p € K. Dann existiert zu jedem n € N ein z,, € K mit d(x,,p) > n.

Somit hat z, keine konvergente Teilfolge, denn wére lim xzp, = z fiir eine Teilfolge x, , so
n—oo

wiirde ein ng € N existieren mit d(xy, ,z) <1 fiir alle n > ng. Dann wiirde
d(zk,,p) < d(zk,, ) + d(z,p) <1+ d(z,p)

fiir n > ng folgen. Da d(xy,,p) > ky > n ist dies ein Widerspruch. U
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Bemerkung. Ist eine Menge abgeschlossen und beschrénkt, so muss sie nicht folgenkom-
pakt sein. Man betrachte dazu den normierten Vektorraum

B(N,R)={f:N—=R| f ist beschriankt}

mit der Supremumsnorm || - || (B(N,R) ist nichts Anderes, als der Raum der beschrénkten
Folgen). Dann ist
K(0,1) ={f € BN,R) [ |[f]| <1}

nicht folgenkompakt. Man betrachte hierzu die Folge f,, € B(N,R) mit
0, n#m,
fn(m) =

1, n=m.
Dann ist ||f|| =1 und || fn, — fx|| = 1, falls n # k. Dies gilt wegen

1, falls m =n,
(fn — fr)(m) =< —1, fallsm =k,

0, sonst.

Daher besitzt f,, keine HP und somit keine konvergente Teilfolge.

In metrischen Raumen sind Folgenkompaktheit und Kompaktheit dquivalent.

Satz 14.3.9. Sei (M,d) ein metrischer Raum. K C M ist genau dann kompakt, wenn K
folgenkompakt ist.

Bewets.  Wir zeigen zunéchst: K kompakt = K folgenkompakt. Wir benutzen das Kon-
trapositionsgesetz und zeigen die dquivalente Aussage:

K ist nicht folgenkompakt = K nicht kompakt.

Ist K nicht folgenkompakt, so existiert eine Folge (), z, € K, so dass z;, keine konvergente
Teilfolge mit Grenzwert in K besitzt. Daraus folgt: Kein z € K ist Haufungspunkt der Folge
T, d.h. fiir alle x € K existiert ein € = e(x) > 0, sodass die Menge

{77, eN | Tn € B($,€($))}

endlich ist (siehe Bemerkung (c) nach Definition 14.2.1). Man betrachte die offene Uberde-
ckung

U B(z,e(x)) D K

zeK

von K. Diese hat keine endliche Teiliiberdeckung, denn sonst hitte die Folge (x,,) nur endlich
viele Folgenglieder.

Um die Umkehrung zeigen zu kénnen, benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 14.3.10. Sei K C M folgenkompakt. Dann folgt:

k
(a) Zu jedem r > O exitieren endlich viele x1, ...,z € K mit |J B(x;,r) D K.
i=1
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(b) Zu jeder Familie von offenen Mengen (Ua)acr, die K dberdeckt, existiert einr >0 , so
dass fiir alle v € K ein a € I existiert mit B(x,r) C U,. Die Zahl v > 0 heifit auch
Lebesque-Zahl der Uberdeckung.

Beweis.

(a) Wir benutzen wieder das Kontrapositionsgesetz und zeigen: existiert ein r > 0, so dass
fiir jede endliche Menge T' C K gilt:

U B,

yeT

ist keine Uberdeckung von K, d.h.

K\ | Bly,r) #0,

yeT

so ist K nicht folgenkompakt. Wir konstruieren eine Folge in K, die keine konvergente
Teilfolge besitzt. Man wihle y = y; € K beliebig. Dann ist

K\ B(yy,r) # 0.

n
Seien y1,...,y, € K schon konstruiert, so ist K \ |J B(y;,r) # (. Man wiihle
=1

1=

n
Yn+1 € K\ U B(%’ﬂa)'
=1

Insbesondere gilt fiir die so konstruierte Folge: y, & B(ym,r) fir n > m. Also ist
d(Yn,ym) > r fiir n # m. Damit hat die Folge (y,) keine Haufungspunkte und besitzt
somit auch keine konvergente Teilfolge.

(b) Sei also (Uy)aer eine Familie von offenen Mengen, die K iiberdeckt. Wiirde zu dieser
Uberdeckung keine positive Lebesque-Zahl existieren, so gibe es zu jedem n € N ein
xn € K, mit B(xy,, %) ¢ U, fiir alle a € I. Da K folgenkompakt ist, existiert dann eine
konvergente Teilfolge x, mit nh_g)lo Zy, =2 € K und ein o € I mit x € U,. Da U, offen

ist, ist = innerer Punkt und es existiert ein ¢ > 0 mit B(z,€) C U,. Man wihle n € N
so groB, dass z, € B(x,€¢/2) fiir n > ng. Dann ist

B(zk,,,€/2) C B(z,€) C U,,
und wir erhalten fiir é < €/2 und n > ng einen Widerspruch.

0

Nun kénnen wir den Beweis von Satz 14.3.9 vervollstdndigen, indem wir zeigen: Ist K C M
folgenkompakt = K ist kompakt.

Sei (Uy)aer eine Familie von Mengen, die K iiberdeckt und r > 0 eine Lebesque-Zahl dieser
Uberdeckung. Dann folgt aus Teil (a) von Lemma 14.3.10 die Existenz von endlich vielen
Punkten z1,...,x; € K mit
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Da r eine Lebesque-Zahl der Uberdeckung von K mit den offenen Mengen (Uqa)acr ist, existiert
zu jedem x; ein oy € Uy, mit B(x;,r) C U,,. Somit erhalten wir:

k k

K C UB(wi,'r) C U Uy, -

=1 =1

0

Satz 14.3.11. Seien (My,d1) und (Ma,ds) metrische Riume und f : My — Moy stetig. Ist
K C My kompakt, so ist auch f(K) C My kompakt.

Beweis.  Sei (Uy)acr eine offene Uberdeckung von f(K), d.h. f(K) € |J U,. Da wegen
acl
Satz 1.1.12

FHAUB) = FHA) U fY(B) und fTH(f(A) D 4,

folgt: K C f~1(f(K)) C f~1 (U Ua> = U fY(Uy,). Da f~1(U,) offen ist, existiert wegen
acl acl

der Kompaktheit von K eine endliche Teiliiberdeckung f~1(Us,,),. .., f *(Ua,) von K, d.h.
U f'(Us,) D K. Dann folgt: U,,, ..., U,, iiberdecken f(K) (denn f(AUB) = f(A)Uf(B),
i=1

Satz 1.1.12). 0

Bemerkung. Man kann den Beweis unter Benutzung der Folgenkompaktheit von K durch-
fithren.

Korollar 14.3.12. Sei M ein metrischer Raum und K C M eine kompakte Teilmenge. Ist
f: M — R stetig, so nimmt f auf K Mazimum und Minimum an.

Beweis. Wegen Satz 14.3.11 ist f(K) C R kompakt. In R sind kompakte Mengen abge-
schlossen und beschrénkt. Aus den Definition en von Supremum und Infinum folgt: sup f(K) €
f(K) und inf f(K) € f(K). Somit existieren zps,x,, € K mit f(zp) = sup f(K) und
f(zm) = inf f(K). 0

Korollar 14.3.13. Sei K C M eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes. Dann
ist jede abgeschlossene Menge A C K kompakt.
Auferdem sind kompakte metrische Riume immer vollstindig.

Beweis. Zum Beweis nutzen wir die Folgenkompaktheit von K. Sei x,, € A C K eine Folge,
so besitzt z,, eine konvergente Teilfolge z, . Da A abgeschlossen ist, gilt: lim z, € A. Der
n—oo

zweite Teil der Aussage sei als Ubung iiberlassen (Ubungsblatt 6, Mathematik fiir Physiker
ITI, Aufgabe 2(b)). Zum Beweis muss man sich nur davon iiberzeugen, dass Cauchyfolgen
konvergieren, wenn sie eine konvergente Teilfolge besitzen. U

Im R* sind die kompakten genau die abgeschlossenen und beschrinkten Mengen.
Wir zeigen dies zunéchst beziiglich der Maximumsnorm ||z||ec = max{|z;|| ¢ € {1, -+ ,k}}.

Satz 14.3.14. (Heine-Borel)
Sei A C (R¥ || - ||oo). Dann ist A kompakt genau dann, falls A abgeschlossen und beschrinkt
15t.
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Beweis. Zu zeigen bleibt: ist A abgeschlossen und beschriankt, so ist A auch kompakt. Es
geniigt zu zeigen: die Menge
IFo=Tx- o xI

ist fiir jedes Intervall I = [—a, a] mit a > 0 kompakt. Denn ist A eine beliebige abgeschlossene
und beschrinkte Teilmenge von R¥, so existiert ein a@ > 0 mit

AC K(0,a) ={z e RF | ||z]|oo < a} =TF

mit I = [—a,a]. Ist I* kompakt, so ist wegen Korollar 14.3.13 auch die Menge A als abge-
schlossene Teilmenge kompakt.

Wir zeigen durch Induktion iiber k, dass I* folgenkompakt ist. Fiir k& = 1 folgt dies aus
Analysis T (siehe Satz 3.3.3 und Beispiel (1) nach Definition 3.3.1). Sei I* folgenkompakt
und man betrachte I**' = I* x I. Ist z, = (2,,yn,) € I¥ x I eine Folge, so besitzt z,

eine konvergente Teilfolge z, := xf, mit lim z, = z € I k. Man betrachte die Teilfolge
n—o0

Zn = (Zn,Yn) der Folge (z,) mit Z, = zx,. Da I kompakt ist, besitzt g, eine konvergente
Teilfolge g;, mit lim g, =y € [—a, +a]. Dann gilt:
n—oo

lim %, = lim (Z,,5,) = (z,y) € I¥ x I,
n—oo n—oo

d.h. Z, und somit auch z, besitzen eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in I* x I = I*+1,

U
Definition 14.3.15. Es sei V ein Vektorraum. Eine Norm || - ||; heifit dquivalent zu einer
Norm || - ||2, falls Konstanten 0 < a < b existieren mit
aljzfly < |lz[l2 < blf[]y (%)
fiir alle x € V.
Bemerkungen.
(a) Ist || - ||1 &quivalent zu || - ||2, so ist || - ||2 auch dquivalent zu || - ||1, denn aus (x) folgt
1 1
Tl < llally < <lfa]l>
Ist || - ||1 Aquivalent zu || - ||2 und || - ||2 &quivalent zu || - ||3, so ist || - ||1 dquivalent zu

| - ||3- Damit definiert der Begriff der Aquivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation
auf der Menge aller Normen eines Vektorraumes V.

(b) Zwei dquivalente Normen haben die gleichen konvergenten Folgen und Cauchyfolgen.
Auflerdem stimmen die beschrinkten, abgeschlossen, offen oder kompakten Mengen
beziiglich &quivalenter Normen iiberein.

Wir zeigen nun, dass auf R¥ zwei beliebige Normen #quivalent sind. Wegen Teil (a) der obigen
Bemerkung geniigt es zu zeigen, dass jede Norm dquivalent zur Maximumsnorm ist. Dies wird
eine Konsequenz aus folgendem Satz sein.

Satz 14.3.16. Sei || - || eine Norm auf R*. Dann ist f : (R¥|| - ||oo) — R mit f(x) = ||z|
stetig.
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Beweis.

[f () = f) =zl =Nyl | < [l = yll,

denn es gilt
=l =yl < ]| = [lyll < [lz = yll
wegen
2l = llz =y +yll < [l =yl +[lyl| wnd |yl < [ly — 2| + [J]].

k
Ist = Y z;e; mit e; = (0,---,1,---,0), so gilt:
i=1

k k
el < 3 ol e < (g sl 3 bl

< 1] - —

< s llel] &+ el = el
mit ¢ := max;<;<x ||ei]] - k.
Insbesondere gilt: |f(z) — f(y)] < ||z — y|| < ¢||r — yY||oo. Damit ist f Lipschitz-stetig, also
auch stetig. 0

Korollar 14.3.17. Sei ||-|| eine beliebige Norm auf R¥. Dann existieren Konstanten 0 < a < b
mat
af|z]loe < []] < b|2||oo-

Beweis. Die Menge
5(0,1) = {z € R* | ||z[loo = 1}

ist abgeschlossen und beschrinkt in R¥ und damit kompakt beziiglich ||-||s. Da die Abbildung
f stetig ist, nimmt f Minimum und Maximum auf S(0,1) an, d.h. es existieren zps, x,, €
S(0,1) mit

f(ear) = llzmll = sup{[[z][ | [[z[[c =1} =:b
und

f@m) = [[em|| = nf{||2]| | [|z[|o =1} =: a.

Dann gilt fiir jedes x # 0: a < HWH < b, denn HWH =1, d.h. F— € S(0,1). Somit
o0 o0 o0

l[zfloo

erhalten wir
allzlloo < ||2]] < bf|2[|co-

0

Bemerkung. Es folgt sogar aus obigem Korollar und Bemerkung (a) nach Definition
14.3.15, dass auf jedem endlichdimensionalen Vektorraum je zwei Normen &quivalent sind.
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Kapitel 15

Differentialrechnung auf
Vektorriumen

15.1 Differenzierbarkeit

Wir werden die Differenzierbarkeit in allgemeinen normierten Vektorrdumen einfithren. Haupt-
séchlich sind wir aber an der Differenzierbarkeit im R” interessiert. Differenzierbare Funktio-
nen werden solche sein, die sich gut durch stetige lineare Abbildungen approximieren lassen.
Wie wir gesehen haben, ist die Stetigkeit von linearen Abbildungen zwischen endlich dimen-
sionalen Vektorrdumen automatisch erfiillt.

Definition 15.1.1. Es seien X,Y normierte Vektorrdume und U C X eine offene Menge.
Eine Abbildung f : U — Y heifit in a € U differenzierbar, falls eine stetige lineare Abbildung
A€ L(X,Y) und eine in a stetige Abbildung r : U — Y mit r(a) = 0 existiert, mit

f(@) = fla) + Az — a) + r(z)|]x — df] (15.1)
fiir alle z € U.
Bemerkungen.

(a) Um die Differenzierbarkeit einer Abbildung f : U — Y in a € U nachzuweisen, muss
man also eine stetige lineare Abbildung A finden, so dass die fiir z # a erkléirte Abbil-

dung
v fx) = fla) = A(x —a)
Hle) = o —al

die Bedingung lim 7(x) = 0 erfiillt. Dies ist dquivalent dazu, dass die Funktion 7 in a
T—a
stetig fortsetzbar ist (siehe Seite 283), d.h.

<$)7 z 7é a,

72'
r(z) =
0, r=a
ist stetig.

(b) Die Definition hiingt von der Wahl der Normen ab. Sind X und Y endlich dimensional,
so sind alle Normen dquivalent und die Differenzierbarkeit ist in diesem Falle unabhéngig
von der Wahl der Normen.

295
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(c) Setzen wir x = a + h, so entspricht (15.1) der Gleichung
fla+h) = f(a) + A(h) + e(h)||A]l; (15.2)

wobei p(h) = r(a+ h) eine in 0 € X stetige Abbildung ist, mit ¢(0) = 0.

T(h) :== f(a) + A(h) kann man als lineare (affin lineare) Approximation von f in der
Umgebung von a interpretieren.

(d) Ist f in a differenzierbar, so existiert nur eine lineare Abbildung, die (15.1) bzw. (15.2)
erfiillt.

Zum Beweis betrachten wir zwei lineare Abbildungen A;, Ay € £(X,Y) und zwei in 0
stetige Abbildungen ¢1, p2 mit ¢1(0) = ¢2(0) = 0, so dass gilt:

fla+h) = f(a) = Ar(h) + @1(h)||h] = Az(h) + @2(h)||A]
fir alleh € X mit a+h € U.Ist v € X und t > 0, so dass a+tv € U, so gilt insbesondere

Ax(tv) — Ag(tv) = (p2(tv) — w1 (tv))[|tv]]

und damit
t(A1(v) — Aa(v)) = tpa(tv) — pa(tv)) vl
Daraus folgt:
A1(0) ~ Ax(v) = [Jo] lim(a(t0) — 1 (10)) = 0.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit haben wir verwendet, dass U eine offene Menge ist.

(e) Ist f in a differenzierbar, so folgt auch die Stetigkeit von f in a, denn wegen (15.2) gilt
li h) = lim A(h) + li h)||h| =
lim f(a+h) = f(a) + lim A(B) + lim o(W)|h] = f(a),
denn A ist stetig und lim p(h) = 0.
h—0

(f) Die eindeutig bestimmte lineare Abbildung A heifit Ableitung oder Differential von f
an der Stelle a. Wir schreiben A =: Df(a) = f'(a) € L(X,Y). Ist f: U = Y in jedem
a € U differenzierbar, so heiit Df : U — L(X,Y) mit @ - Df(a) € L(X,Y) die
Ableitung oder das Differential von f.

Beispiele.

(a) Konstante Abbildungen f : X — Y sind differenzierbar. Denn ist ¢ € Y mit f(z) = ¢
fir alle x € X und 0 € £(X,Y) die Nullabbildung, so gilt: f(z) = f(a) + 0(z — a).
Damit gilt: D f(a) = 0.

(b) Ist A€ L(X,Y) fiir alle a € X, so ist A differenzierbar mit Ableitung A, denn A(z) =
A(a) + A(z — a). Es gilt also DA(a) = A fiir alle a € X.

Ist X = R und I C R ein offenes Intervall, so lisst sich die Differenzierbarkeit auch mittels
eines Differenzenquotienten charakterisieren.
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Satz 15.1.2. Seien I C R, Y ein normierter Vektorraum und f : I — Y eine Abbildung. Die
Abbildung f ist in a € I genau dann differenzierbar, falls der Grenzwert

i L@ 1)~ 1)
h—0 h

=b

existiert. AufSerdem gilt dann D f(a)(1) = b fir das Differential Df(a) : R — Y.

Beweis. Ist f in a differenzierbar, so folgt:
fla+h)— f(a) = Df(a)h+ @(h)|hl,

wobei Df(a) € L(R,Y) und ¢ stetig in 0 € R ist, mit ¢(0) = 0. Daraus folgt:

fla+h)—f(a) _h Al _ |hl
- =3 Df(a)(1) + ¢(h) 7= = Df(a)(1) + o(h)~
Da }111;1% w(h) =0, folgt
. fla+h)—f(h) _
lim - = Df(a)(1).
Existiert der Grenzwert
i L@t = fla) _
h—0 h ’

so definiere man D f(a) € L(R,Y) durch Df(a)h = h-b. Dann gilt:

0 — 1 | fleth) -~ fla) _bH i [ £t B) = fa) —Df(a)h”
h—0 h h—0 h
h) — - D h
— Jin | AR DI = DIOR iy g,
und somit ist f in a € I differenzierbar. 0

Bemerkungen.

(a) Ist I C R ein Intervall, so heifit eine Abbildung f : I — Y auch Kurve (siehe auch Defini-
tion 4.2.1). Ist f in a differenzierbar, so heifit f(a) := Df(a)(1) auch die Geschwindigkeit
von f zum Zeitpunkt a. Ist f(a) # 0, so nennen wir f(a) Tangentialvektor von f in a.

Abbildung 15.1:
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(b) Ist Y = R"™, so kénnen wir f(t) = (fi(t),-- -, fu(t)) komponentenweise schreiben. Dann

gilt:

fla+h)—fla) _ (f1(a+h)—f1(a) fn(a+h)—fn(a)>
h h o h '

Daher ist f genau dann in a differenzierbar, falls die Komponentenfunktionen diese
Eigenschaft besitzen. Insbesondere gilt, falls f in a differenzierbar ist:

. fla+h) - f(a) _ fila+h) = fi(a) _fula+h)— fn(a)
lim N <hm ! ! lim Y >

h—0

)

h—0 h "h0

= (fila),--- . fn(a)) = f(a) = Df(a)(1)

Beispiel. Sei f:R — R? mit f(t) = (cost,sint). Dann ist f differenzierbar und es gilt:

f(t) = (—sint, cost).

/

ft

Abbildung 15.2:

Sei nun U C X offen und f : U — Y eine beliebige Abbildung. Ist a € U, v € X und € > 0
so gewihlt, dass a + tv € U fiir alle t € (—e¢, €), so beschreibt die Kurve

gt) = fla+tv)

das Verhalten von f lings der Geraden t +— a + tv. Es gilt nun folgender Satz:

Satz 15.1.3. Sei f in a differenzierbar, so ist auch g(t) = f(a+ tv) in 0 € R differenzierbar

und es gilt
9(0) = Df(a)v.
Beweis.
9(t) —9(0) _ flattv) = fla) _ Df(a)tv+p(tv)||t- vl
t t t
2]

= Df(a)v+ QD(tU)?HWL
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wobei ¢ in 0 stetig ist mit ¢(0) = 0. Daraus folgt

- g(t) —g(0) _
%E}I(l) t - Df(a)’l),
denn "
. t .
ting 00 | = s el =
0
Bemerkungen.

(a) Ist v € X und v # 0, so heifit g(0) = D f(a)v Richtungsableitung von f im Punkte a in
Richtung v.

(b) Ist B C X eine Basis von X, so ist Df(a) durch die Richtungsableitungen D f(a)v
mit v € B bestimmt, denn lineare Abbildungen sind durch ihre Werte auf einer Basis
eindeutig bestimmt.

(c) Aus der Existenz der Richtungsableitungen folgt nicht, dass f differenzierbar ist. Als
Beispiel betrachte man die Abbildung f : R? — R mit

2
S il (2,y) #0,

0, sonst.

flz,y) =

Dann besitzt f in Nullpunkt in jeder Richtung v = (v, v2) eine Ableitung, denn

tv 207 - tv v} v
f( ) = 2 21 222 = 21 22 = f(vlaUZ)'
t t(t?vf +t2v3)  v] +v3
Waire f differenzierbar, so wiirde aus
t
Df(0)v = lim f(tv) = f(v1,v2)
t—0 ¢

auch die Linearitdt von f folgen. Jedoch ist f nicht linear. Selbst wenn die Richtungs-
ableitungen eine lineare Abbildung definieren, folgt die Differenzierbarkeit im Allgemei-
nen nicht (siehe z.B S. 102, Barner-Flohr II). Auch die Stetigkeit von f in einem Punkt
folgt nicht aus der Existenz der Richtungsableitungen in diesem Punkt (siehe Aufgabe
3(a), Ubungsblatt 7, Mathematik fiir Physiker I1I).

Aus Bemerkung (b) folgt, dass sich das Differenzial aus den Richtungsableitungen berechnen
lasst. Insbesondere erhalten wir im Falle eines endlich dimensionalen Definitionsbereiches den
folgenden Satz.

Satz 15.1.4. Seien U C X offen, X ein Vektorraum endlicher Dimension undY ein Vektor-
raum beliebiger Dimension. Sei f : U — Y eine Abbildung, die differenzierbar in a € U ist.
Dann gilt: Ist B = (v1,--- ,v,) C X eine Basis von X, so folgt firv=xy-vi + ...+ Tpv,:

Df(a)v = Z z;iDf(a)v; = ijgj(o),
j=1 j=1
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wobei
30) = iy 110 1) = 10

die Richtungsableitungen von f im Punkte a in die Basisrichtungen v; bezeichnen.

Beweis.  Dies folgt unmittelbar aus Satz 15.1.3 und der Linearitit von D f(a). U

Bemerkungen.

(a) Sind X = R", Y = R™ und (ey,...,e,) die kanonische Basis auf R"™, so heifit die

Richtungsableitung
t ) —
of (a) = lim flatte;) = fla) e R™
8a:j t—0 t

die j-te partielle Ableitung. Sind fi(x),- - - fm(x) die Komponentenfunktionen von f, so

gilt:
8f( ) = <lim filatte) = fila) fm(a+t€j)—fm(a)>
8% t—0 t ) ’t—>0 ‘
df1 O fm
<8xj(a)’ ’833]-(@))

(b) Ist Fj, : R — R die Funktion mit ¢ — fi(a1,...,aj-1,t,aj41,...,an) = Fji(t), so gilt:
0
Fii(a;) = 5% (a).

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir folgendes Korollar zu Satz 15.1.4:

Korollar 15.1.5. Sei U C R” offen und f : U — R™ eine Abbildung, die in a € U differen-
zierbar ist. Dann gilt fir x = (z1,--- ,zp):

2] ]

gex(a) e (a) 21
Df(a)xr =

Ofm 9fm

8];1 (a) ... B{C—n(a) Tn

n
Beweis.  Aus Satz 15.1.4 folgt fiir die kanonische Basis (e1,...,e,) CR"undz = ) xje; =
j=1

(T1,...,2p):
n Wj(a)

Df ﬂC—ZI]Df a)ej = Zl‘] (a) = : xj.
Jj=1 j

Jj=

—
-
3
—
~
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Definition 15.1.6. Seien U C R™ und f : U — R™ in a € U partiell differenzierbar, d.h.

ihre partiellen Ableitungen 5 f . ( ) existieren. Dann heiBt die Matrix
0 o)
L@ ... §a)
8$] : :
Ofm Ofm
Un(a) ... Gm(a)
die Jacobimatriz von f an der Stelle a € U.
Bemerkung. Wie wir gesehen haben, folgt aus der Existenz der partiellen Ableitungen

nicht, dass f differenzierbar ist. Ist f differenzierbar in a € U, so ist die Jacobimatrix die
Ableitung von f in a.

Existieren die partiellen Ableitungen in einer Umgebung von @ und sind die partiellen Ablei-
tungen stetig, so folgt auch die Umkehrung.

Satz 15.1.7. Seien U C R™ und f : U — R™, so dass die partiellen Ableitungen af’( ) fiir

allex € U und i € {1,...,m}, j € {1,...,n} existieren. Sind die partiellen Ableztungen mn
a € U stetig, so ist f in a differenzierbar.

Beweis.  Es geniigt, dies im Falle m = 1 zu zeigen. (Denn sind die Komponentenfunktionen
von f differenzierbar, so auch f.) Wir zeigen:

fla+h) = f(a) = Df(a)h

li =0
= [l |
wobei Df(a) : R™ — R eine lineare Abildung ist, die durch
of of
Df(a)h = h ——(a)hn,
f@h= g @m+ -+

mit h = z hie; = (h1,--- ,hy) definiert ist. Aufgrund der Aquivalenz der Normen auf R”

diirfen er bel der Berechnung des Grenzwertes eine beliebige Norm verwenden. Besonders
zwecksmiflig ist die Verwendung der Maximumsnorm. Sei ag := a, so definiere man

a; = h1€1 + ap

az = hoes + a1 = hoea + hie1 +ag

n
an:hnen—l—an_l:Zhiei—kao:h—i—ao:h—i—a.
i=1

Man betrachte die Teleskopsumme
fla+n)— fla) = flan) = flan-1) + flan-1) = flan—2) + -+ f(a1) — f(ao).
Sei I; das abgeschlossene Intervall, dass 0 und h; als Randpunkte besitzt, d.h.

[0, hj], falls hj > 0,

I =
[hj, 0], falls hj < 0.
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Man betrachte die Funktion g; : I; — R mit g;(t) = f(a;j—1+te;). Dann gilt: g;(0) = f(aj-1),
0,

gi(hy) = f(aj) und gj(t) = gL (aj1 + te)).

Indem wir den Mittelwertsatz 4.4.5 auf die Funktionen g; anwenden, erhalten wir

"0
fla+h) = fla) = 3= (e,
j=1
wobei c; =aj1+tje; mit t; € Ij. Dann folgt:
/0 0 "0 0
a1 = £l = Dr@i = 3 (5e) - gH@ ) ) < e |5 - 72 @)

Jj=1 Jj=1

Aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt somit:

L@t h) — [(@) = Df(a)h
h—0 17| oo

=0,

denn ¢; — a, falls h; — 0. U

Sei X ein reeller endlichdimensionaler Vektorraum und U C X offen, so ist die Ableitung
einer in a € U differenzierbaren Funktion f : U — R eine lineare Abbildung Df(a) : X — R.
Also ist Df(a) ein Element des Dualraumes X*. Ist auf X ein Skalarprodukt gegeben, so
lasst sich D f(a) mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes ein Vektor in X zuordnen, der
der Gradient von f in a genannt wird.

Definition 15.1.8. Sei U C X eine offene Teilmenge eines endlich dimensionalen Vektorrau-
mes mit Skalarprodukt (,). Sei f : U — R eine in a € U differenzierbare Abbildung. Dann
heifit der Vektor grad f(a) mit

(grad f(a),v) = Df(a)(v) (15.3)

fir alle v € X der Gradient von f in a € U. Ist f auf U differenzierbar, so nennt man die
Abbildung grad f : U — X auch das Gradientenvektorfeld von f.

Bemerkungen.

(a) Es folgt aus dem Rieszschen Darstellungssatz 13.3.10, dass der Vektor grad f(a) durch
die Beziehung (15.3) eindeutig ist.

(b) Sind U C R™, (-,-) das Standardskalarprodukt und (eq,...,e,) die kanonische Basis, so

gilt:
grad f(a) = Z(grad f(a),ej)e; = ((ii(a), cee gxf(a)> .
=1 "
(c) Ist ||v|| = /(v,v) =1, so misst

(grad f(a),v) = D f(a)(v)
die Anderung von f in Richtung v. Ist grad f(a) # 0, so folgt
(grad f(a),v) = || grad f(a)||||v|| cos a = || grad f(a)|| cos c,
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fa

N

Abbildung 15.3:

wobei a den Winkel zwischen grad f(a) und v bezeichnet (siehe 13.2.5 fiir die Definition
des Winkels). Ist & = 0 und somit v = ”gLf(a)H, so ist (grad f(a),v) maximal, d.h

grad f(a)
die Funktion steigt in Richtung des Gradienten am stérksten. Ist &« = 7 und somit
v = —%, so ist (grad f(a),v) minimal, d.h. in Richtung — grad f(a) fillt die

Funktion am stérksten. Senkrecht zu grad f(a) &ndert sich die Funktion nicht. Diese
Richtung ist tangential zu der Niveaumenge von f

Niy={z € X | f(z) = f(a)}

im Punkte a. Wir werden auf diesen Sachverhalt im Rahmen der Theorie der impliziten
Funktionen zuriickkommen.

Definition 15.1.9. Ein Vektorfeld auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum X ist eine
Abbildung v : U — X, wobei U C X. Ist U C X offen, und existiert eine Funktion f : U — R
mit

grad f(z) = v(z),

so heifit f auch Stammfunktion oder Potential von v.

Bemerkung. Wie wir bald sehen werden, besitzt nicht jedes Vektorfeld ein Potential.
Eine wichtige Grofle ist die Divergenz eines Vektorfeldes.

Definition 15.1.10. Seien X ein endlich dimensionaler Vektorraum, v : U — X ein differen-
zierbares Vektorfeld auf der offenen Teilmenge U von X. Dann heifit

divw(a) = Spur Dv(a)

die Divergenz von v im Punkte a € U. Ist X = R" und v(z) = (vi(x),...,vn(x)), so gilt:
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15.2 Rechenregeln fiir differenzierbare Abbildungen

Satz 15.2.1. Es seien X,Y normierte Vektorrdume und U C X offen. Es seien f,g: U =Y
in a € U differenzierbare Abbildungen und ¢ € R. Dann sind f+¢g:U =Y undc-f:U =Y
in a differenzierbar und es gilt:

D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a) und D(cf)(a) = cDf(a).
Beweis. Da f,gin a € U differenzierbar sind, folgt fiir alle h € X mit a + h € U:

fla+h) = f(a)+ Df(a)(h) +e1(h)[[h]] und g(a + h) = g(a) + Dg(a)(h) + p2(h)|A],
mit Df(a), Dg(a) € L(X,Y). AuBerdem sind ¢1, @2 in 0 € X stetige Abbildungen mit ¢;(0) =
©2(0) = 0. Dann erhalten wir durch Addition der beiden Gleichungen:
(f+9)a+h) = fla+h)+gla+h)
= fla) +g(a) + Df(a)(h) + Dg(a)(h) + (¢1(h) + @2(h))]|h]|
= (f+9)(a)+ (Df(a) + Dg(a))(h) + ¢(h)||h].
Dabei ist ¢ := @1 + 2 in 0 stetig mit ¢(0) = 0. Damit ist f + ¢ in a differenzierbar mit

D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a).
Genauso folgt: D(cf)(a) = c¢Df(a). U
Nun wollen wir die Produktregel fiir reellwertige Funktionen beweisen.

Satz 15.2.2 (Produktregel).
Seien X ein normierter Vektorraum, U C X offen und f,g: U — R in a € U differenzierbar.
Dann ist f - g in a differenzierbar und es gilt:

D(f - g)(a) = f(a) - Dg(a) + g(a) - Df(a).
Beweis. 7Zu zeigen ist

S g)a+h) — (f - g)(a) — f(a) - Dg(a)h — gla) - Df(@)(h)

=0.
h—0 Rl

fla+h)= f(a) + Df(a)h+@i(h)|[h]l und g(a+h) = g(a) + Dg(a)h + 2(h)[|A]
mit }llirr%) p1(h) = %in%) w2(h) = 0, erhalten wir durch Multiplikation der beiden Gleichungen:
— —

fla+h)-gla+h) = f(a)- g(a)+ f(a)  Dg(a)h + g(a)Df(a)h +
(Df(a)(h))(Dg(a)(h)) + ¢1(h)|[h(g(a) + Dg(a)h)
+oa(h)||R]I(f(a) + Df(a)h) + @1(h)pa(h)||A]*.

Damit gilt:
[(f-9)a+h)—(f-g)(a) = f(a) - Dg(a)h — g(a)D f(a)h| =
|Df(a)h - Dg(a)h + p1(h)||hll(g(a) + Dg(a)h) + @2(h)l|hl|(f(a) + Df(a)h) + @1(h)e2(h)|| 2%
< |Df(a)h|[Dg(a)h| + |e1(R)] [Rl[(lg(a)] + [Dg(a)h])+
lo2(M)| 12l (1f(a)] + [Df(a)h]) + @1 (R) 2 (R)] | ]|
< crea||h)|* + [ ()] (1Rl (Jg(a)| + e2l| k) + [p2(B)] 2] (f(a) + cillhll) + ler(R)p2(R)[I|A],
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denn wegen Satz 14.2.12 gilt: |Df(a)h| < ci]|h]| und |Dg(a)(h)| < eaf|h| fiir Konstanten
c1,c2 > 0. Daraus folgt die Behauptung. U

Nun wollen wir Ableitungen von verketteten Funktionen berechnen.

Satz 15.2.3 (Kettenregel).

Es seien X,Y,Z normierte Vektorrdume und U C X,V C Y offen. Es sei a € U, und
f:U =V bzw g:V — Z seien in a bzw. in f(a) differenzierbare Abbildungen. Dann ist
auch go f : U — Z in a € U differenzierbar und es gilt:

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).
Bemerkung.  Sind die linearen Abbildungen
Df(a) € £L(X,Y) und Dg(f(a)) € L(Y, Z)
stetig, so auch die Hintereinanderschaltung
Dg(f(a)) o Df(a) € L(X, Z).
Beweis.  Sei k(h) = f(a+ h) — f(a). Da g in f(a) differenzierbar, gilt:
go fla+h)=g(f(a) +k(h)) = go f(a) + Dg(f(a))k(h) + p2(k(h))|lk(R)],

wobei lim @2 (h) = 0 gilt.
h—0

Desweiteren folgt aus der Differenzierbarkeit von f in a:
k(h) = fla+h) = f(a) = Df(a)h +1(h)||h].
Setzen wir dies in die obige Beziehung ein, so erhalten wir:

go fla+h)=go fla)+ Dg(f(a)) o Df(a)(h) + [|h][Dg(f(a))p1(h)
+@a(Df(a)h+ (B[R] Df (a)h + 1 (R)[[A]]]|-
Da Dg(f(a)) und Df(a) stetig sind, existieren nach Satz 14.2.12 Konstanten c;, co > 0 mit

1Dg(f(@))(M] < callb]| und [[Df(a)h]| < e[l

Damit ergibt sich folgende Abschéitzung:

lgo fla+h)—=go f(a) = Dg(f(a)) o Df(a)h]
< Al - [1Dg(f (@) er(R)]]
+H[e2(Df(@)h+ oML - (IDf (@) (W)l + ller (W] [IA1)
< 2| hllllor ()]l + [[02(Df (@) + er(R)IRID]] - (1 + e (R)DIIA].

Daraus folgt:
i l90 Sa+ 1) = g f(@) — Dy(s@)DF@)h]

h—0 Rl
lim (eallor (W)l + (ex + ller (WD [|2(Df (@) + r ()[R ])]]) =
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Beispiele.

(a) Sei A € L(X,Y), eine stetige lineare Abbildung, b € Y und g : X — Y die affin lineare
Abbildung mit g(x) = A(z)+b. Man betrachte F(x) = f(g(x)) = f(Az +b). Dann gilt:

DF(z) = Df(Az +b) o A.

(b) Seic: (a,b) = Y eine differenzierbare Kurve, soist foc: (a,b) — Z eine differenzierbare
Kurve und es gilt:

foc(t) = D(foc)(t)(1) = Df(c(t)) o De(t)(1) = Df(c(t))(é(2))-

15.3 Mittelwertsatz

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung 4.4.5 lésst sich mit Hilfe der Kettenregel unmit-
telbar auf reellwertige Funktionen iibertragen.

Satz 15.3.1 (Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen).

Seien X ein normierter Vektorraum und U C X offen. Sei f : U — R eine differenzierbare
Funktion und x,y € U, so dass die Verbindungsgerade c(t) = x +t(y — z) ganz in U verlduft.
Dann gilt:

fy) = f(@)=Df(z+6dy—=)(y— )
fir ein 6 € (0,1).

Beweis. Man betrachte die Funktion foc: [0,1] — R. Wegen des Mittelwertsatzes 4.4.5
existiert ein ¢ € (0,1) mit

—

Fy)=F(x) = f(e(1) = £(e(0)) = (f 0 ¢)(0)-(1-0) = Df(c(9))(¢(8)) = Df(x+6(y—=))(y—),

denn ¢(t) =y — « fiir alle t € (0,1):

e c(tHh)—c(t) _
e) = Jim =————— = Jim n =—2)

Wir wollen nun einen Mittelwertsatz fiir vektorwertige Abbildungen beweisen. Dazu werden
wir das in Kapitel 5 eingefiihrte Integral auf Kurven in Banachrdumen ausdehnen. Wir werden
uns hierbei relativ kurz fassen, da die dort verwendeten Definitionen und Sétze sich ohne grofie
Probleme auf den allgemeinen Fall {ibertragen lassen.

Definition 15.3.2. Sei (X, ||Cd ||) ein Banachraum und I = [a,b] C R ein abgeschlossenes
Intervall. Eine Abbildung ¢ : [a,b] — X heifit Treppenfunktion, falls eine Unterteilung

a=xp< 1< ...<xp,=0b

existiert, so dass ¢ auf jedem offenen Teilintervall (zj_1,z) konstant ist. Mit T'([a, b], X)
bezeichnen wir die Menge der Treppenfunktionen auf X.
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Bemerkung.  7T'([a,b], X) ist ein Untervektorraum der beschriankten Funktionen B([a, b], X)
von I nach X. (Beweis wie im Falle X = R, siche Satz 5.1.2). Wegen Satz 14.2.6 und der
anschlieenden Bemerkung ist B(I, X) beziiglich der Supremumsnorm

[fllfapy = {sup [F @) | ¢ € [a, 0]}

ein vollstdndiger Vektorraum.

Genau wie fiir X = R lésst sich das Integral definieren.

Definition 15.3.3. Sei ¢ € T'([a,b], X) und a = xo < 21 < --- < x,, = b eine zu ¢ gehorige
Unterteilung von I = [a, b]. Dann heifit

n
/go = ch(xk —xp_q) €X
k=1

mit ¢ = p(z) fir z € (zr_1,2) das Integral von .
Bemerkungen.

(a) Diese Definition ist unabhéngig von der Unterteilung.

b
(b) Ist ¢ € T([a,b], X), so schreiben wir auch [ ¢(t)dt statt [ ¢.

a

(c) Ist X =R™ und ¢(t) = (p1(t), ..., pn(t)), so ist

Foe(fo [o)

Satz 15.3.4. Sei (T'([a,b], X), || |lja) der beziiglich der Supremumsnorm auf T([a,b], X)
normierte Vektorraum der Treppenfunktionen. Dann gilt fir alle ¢ € T([a,b], X):

b

b
/Qwﬁ s/mmMﬁsmmmw—@.

a

Auferdem ist
b

/:T([a,b],X) - X

b
mit ¢ — [ p(t)dt eine stetige lineare Abbildunyg.
a

Beweis.  Sei nun ¢ € T([a,b], X) eine Treppenfunktion mit p(z) = ¢ fir x € (zk_1,zk)
und a = z¢ < -+ < &, = b. Dann gilt:
b

[ ety -

a
Die Linearitit zeigt man wie im Falle X = R (siehe Satz 5.1.4). Die Stetigkeit folgt aus der
Abschitzung

n

> crlzk — wr1)

k=1

k=1

n b
<D el (@ —ar-1) = / le@lldt <lellja.n(b = a).

b
/¢aMtsuwmﬂw—a)
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Nun wollen wir analog zur Definition 5.1.7 die Regelfunktionen einfiihren.

Definition 15.3.5. Eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — X heifit Regelfunktion, wenn fiir
jedes € > 0 eine Treppenfunktion ¢ € T'([a, b], X) existiert mit
Hf - @H[a,b] S e

Die Menge der Regelfunktionen auf [a, b] bezeichen wir mit R([a, b], X).

Bemerkung. Nach Definition des Abschlusses, gilt also
R([CL, b]aX) = T([a7 b],X),

denn in jedem e-Ball um eine Regelfunktion liegt eine Treppenfunktion.

Analog zur Definition 5.1.9 lidsst sich nun das Integral auf R([a,b], X) = T'([a, b], X') ausdeh-
nen.

Hier brauchen wir, dass X vollsténdig ist.

Definition 15.3.6. Sei (X, || - ||) ein Banachraum und f € R([a,b], X). Sei ¢, € T'([a,b], X)
eine Folge von Treppenfunktionen mit ||, — f|ljo,5) — 0. Dann definiere man:

/f:— lim | ¢, € X.

n—oo
Bemerkungen.
(a) Der Limes existiert, denn wegen Satz 15.3.4 gilt

b b b

/ on(t)dt — / om(t)dt] = / (on — o) (O] < 00— omllasy (b — ).

a a a

Da ¢, € T([a,b], X) eine Cauchyfolge ist, ist auch [ ¢, € X eine Cauchyfolge und der
Grenzwert existiert wegen der Vollstandigkeit von X.

(b) Der Grenzwert hingt nicht von der Wahl der Folge ,, ab, denn ist 1, eine weitere Folge
mit ¢, — f, so gilt:

b

b
/ on(t)dt — / ()| < Jon — baliasy (b — a) — 0.

a

(c) Die stetigen Funktionen C°([a,b], X) sind Regelfunktionen. Der Beweis ist analog zum
Beweis des Satzes 5.1.8.

(d) Die Abschétzung in Lemma 15.3.4 iibertréigt sich auf Regelfunktionen, d.h. es gilt

b

b
/ f(tyde]| < / 1£(t) |t

a

fir alle f € R([a,b], X).
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b a
(e) Ist b < a, so setze man [ f(t)dt = — [ f(t)dt (siche Abschnitt 5.2).
a b

Satz 15.3.7 (verallgemeinerter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei X ein
Banachraum und f € C°([a,b], X) eine auf [a,b] stetige Funktion. Gegeben sei

Pla) = / F(t)dt

fir x € |a,b]. Dann ist F : [a,b] — X differenzierbar auf (a,b) und es gilt:
F(l‘) = f(x)v T € (a7 b)

Beweis.  Zu zeigen ist:

lim h = f(a). (15.4)
Ist A > 0, so gilt:
a+h B a+h a+h
Flo+h) — F(a) [ 1@t — [ fodi— [ fla)dt| ) [ f() ~ f(x)ds
H h —f@)| = h - A
;Z;sup{\fu) —F@I | tE [z + B}

= [lf®) = f@)llz+n = 0,

fir h — 0 und h > 0. Im Fall » < 0 ersetzt man das Intervall [z, x 4+ h] durch [z + h, z] und
erhélt eine analoge Abschitzung. U

Bemerkung. Der Grenzwert (15.4) existiert auch fiir die Randpunkte, allerdings haben
wir die Differenzierbarkeit auf htherdimensionalen Vektorrdumen nur fiir die offenen Mengen
definiert.

Genau wie fiir Funktionen von R nach R fithren wir den Begriff der Stammfunktion ein.

Definition 15.3.8. Sei D C R offen, X ein Banachraum und f : D — X. Dann heifit
F : D — X Stammfunktion von f, falls F(t) = f(t) fiir alle t € D.

Nach dem Hauptsatz existieren Stammfunktionen von stetigen Funktionen auf Intervallen.
Um zu zeigen, dass Stammfunktionen eindeutig bis auf eine Konstante bestimmt sind, benoti-
gen wir das folgende Lemma.

Lemma 15.3.9 (Hahn-Banach).
Sei X ein normierter Vektorraum und x € X, © # 0. Dann existiert eine stetige lineare
Abbildung X € L(X,R) mit A(z) # 0.

Bemerkung. Wir werden dieses Lemma nicht beweisen. Es ist trivial fiir endlich dimen-
sionale Vektorrdume: Ist (b1,...,b,) eine Basis von X und z = x1b1 + ... + z,b, # 0, so ist
x; # 0 fiir ein ¢ € {1,...,n}. Dann ist A(y) = y; fiir y = y1b1 + ... + ypb, € X eine stetige
lineare Abbildung mit A(z) # 0.



310 11. Oktober 2024

Korollar 15.3.10. Ist f : I — X differenzierbar und f(t) = 0 fiir allet € I, so ist f konstant.

Beweis.  Seitg € I fest gewihlt. Ist f nicht konstant, so existiert ein ¢t € I mit f(t) # f(to)-
Wegen des obigen Lemmas existiert ein A € £(X,R) mit

07 A(f(t) = f(to)) = A(f(#) = A(f(t0))-

Da jede stetige lineare Abbildung differenzierbar ist, ist Ao f : I — R differenzierbar und aus
der Kettenregel folgt:

(Ao f)(t) = D(Xo f)(t)(1) = DAo Df(t)(1) = A(f(t)) = 0.

Dann folgt aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung 4.4.5: Ao f : I — R ist konstant.
Insbesondere ist Ao f(t) = Ao f(t9) im Widerspruch zur Wahl von \. 0

Korollar 15.3.11. Seien I ein offenes Intervall und F,G : I — X Stammfunktionen von
f:I— X. Dann ist F(t) — G(t) = ¢, wobei ¢ eine Konstante in X ist.

Beweis. DaF-G=F-G= 0, folgt dies aus Korollar 15.3.10. U

Korollar 15.3.12 (Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir Kurven).
Sei X ein Banachraum und f € R([a,b], X). Dann gilt fir jede Stammfunktion F von f:

b
F(b) - Fla) = / F)dt.

€T
Beweis. Da F(x) nach Annahme und [ f(t)dt nach Satz 15.3.7 Stammfunktionen von f
a

x
sind, existiert wegen des Korollars 15.3.11 eine Konstante ¢ € X mit F(z) — [ f(t)dt = c.
a

Setzen wir fiir = a, so erhalten wir
b
¢=F(a) und somit F(b) = F(a)+ /f(t)dt.

U

Nun konnen wir den Mittelwertsatz wie folgt fiir stetig differenzierbare Abbildungen formu-
lieren.

Definition 15.3.13. Seien X,Y normierte Vektorrdume und U C X offen. Eine differenzier-
bare Abbildung f : U — Y heiflit stetig differenzierbar, falls f differenzierbar ist und das
Differential Df : U — L(X,Y) stetig ist, wobei wir wie iiblich auf dem Vektorraum £(X,Y")
die Operatornorm wéhlen.

Satz 15.3.14 (Mittelwertsatz der Integralrechnung).

Es seien X,Y Banachrdume und U C X offen. Sei f : U — Y eine stetig differenzierbare
Abbildung und x,y € U, so dass die Verbindungsgerade c(t) = x +t(y —x) ganz in U verlduft.
Dann gilt:
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Bemerkung. Sei A : [a,b] — L(X,Y) stetig mit ¢ — A(t). Dann ist fiir jedes h € X die
1

Abbildung [a,b] — Y mit ¢ — A(t)h stetig. Die Abbildung (f A(t)dt) mit
0

1 1
A(t)dt) (h) := | A(t)hdt
/ /

ist linear und stetig und somit eine Element in £(X,Y). Die Stetigkeit folgt aus Satz 15.3.4,
denn

1 1 1 1
l / A(ydt | || < / |A(t)hdt < / JA)] - [Rlldt < 1A / 1A dt.
0 0 0 0

Mit Satz 15.3.14 folgt:
1
() — fla) = / Df(x+tly — x))dt | (y - ).
0

Beweis. Die Abbildung foc:[0,1] =Y mit ¢ — (f oc)(t) ist stetig differenzierbar, denn
c ist differenzierbar mit ¢(t) = y — x (siehe Beweis von Satz 15.3.1). Aus der Kettenregel folgt:

—

foc(t)=Df(ct)(ét) = Df(z+t(y — 2))(y — x).

Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir Kurven folgt dann:

1 1
) — f(2) = / Foc(tydt = / Df(x + ty — 2))(y — x))dt.
0

0

0

Korollar 15.3.15. Sei f : U — X stetig differenzierbar und || Df(a)|| < ¢ fir alle a € U.
Dann gilt:

1f(y) = f@)ll < e lly ==,

falls die Gerade zwischen x und y in ganz U verlduft .

Beweis.  Aus dem Mittelwertsatz 15.3.14 und aus der Bemerkung (d) nach der Definition
15.3.6 folgt

1

1 ()= f (@)l = /Df(Ht(y—w))(y—w))dt S/!!Df(x+t(y—w))(y—$)\\dtS clly—z|.
0

0

0
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Definition 15.3.16. Sei X ein Vektorraum und A C X. Dann heifit A konvez, falls fiir alle
x,y € A die Gerade die x mit y verbindet, ganz in A verlauft.

Bemerkungen.
(a) Die offenen Bélle in einem normierten Vektorraum sind Beispiele fiir konvexe Mengen

(b) Aus Korollar 15.3.15 folgt: Ist U C X konvex und offen und ||Df(x)| < ¢, so ist f
Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante c. Ist D f(x) = 0, so ist f konstant. Dies gilt auch
fiir eine viel grofere Klasse von Mengen, ndmlich die zusammenhéngenden Mengen.

Definition 15.3.17. Sei (M, d) ein metrischer Raum. M heifit zusammenhingend, falls sich
M nicht als nichttriviale disjunkte Vereinigung zweier offener Mengen schreiben lésst, d.h.
sind U,V CMoffen in M mit UNV =Qund UUV = M, soist U = () oder U = M.

Zusammenhingende metrische Rdume lassen sich auch wie folgt charakterisieren:
Satz 15.3.18. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

(a) M ist zusammenhdingend.

(b) Ist U C M offen und abgeschlossen, so folgt U = M oder U = (.

Beweis. Sei M zusammenhingend und U offen und abgeschlossen. Da U abgeschlossen
ist, ist M \ U =V offen. Da U offen ist, ist dann M = U UV die disjunkte Vereinigung der
offenen Mengen U und V. Da M zusammenhingend ist, folgt U = M oder U = (). Gilt nun
(b) und sind U,V C M offen mit UUV = M und UNV = (), so ist U = M \ V abgeschlossen.
Also folgt U = M oder U = (. U

Beispiel. Sei M = I C R ein Intervall, so ist I beziiglich d(z,y) := |z — y| ein metrischer
Raum. Dann ist I zusammenhéngend, denn ist U C I offen und abgeschlossen in I, so ist wie
wir sehen werden, U = I oder U = (). Denn ist 29 € U und = € I mit = > x, so betrachte
man

sup{t |t € [xo,z]NU} =: b € [xg,2] C I.

Nach Definition des Supremum ist b Beriihrpunkt von U, denn in jedem e-Ball um b liegt ein
Element aus U. Da U abgeschlossen ist, ist somit b € U. Dann ist aber b = x, denn ist b < x,
so existiert, da U offen ist, ein € > 0 mit B(b,e) C U im Widerspruch zur Definition von b.
Insbesondere ist b = x € U. Ist x < xg, so betrachte man

inf{t| t € [z,x0]NU} =:ta € [x,x9] C I

und wir erhalten wie oben: x = a € U. Aufler den Intervallen existieren keine weiteren
zusammenhéngenden Mengen in R.

Man kann auch einen Zusammenhangsbegriff mit Hilfe stetiger Wege definieren.

Definition 15.3.19. Sei (M, d) ein metrischer Raum. M heifit wegzusammenhdngend, falls
fiir x,y € M eine stetige Abbildung c: [0,1] — M (stetige Kurve oder stetiger Weg) existiert
mit ¢(0) = z,¢(1) = y.

Satz 15.3.20. Ist M wegzusammenhdngend, so ist M auch zusammenhdngend.
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Abbildung 15.4:

Beweis. Sei M wegzusammenhéngend. Wiirden offene Mengen U,V C M existieren, mit
UNV =0und UUV = M, sowie U # 0 und V # 0, so géibe es zu x € U und y € V einen
stetigen Weg mit ¢ : [0,1] — M mit ¢(0) = z,¢(1) = y. Wegen der Stetigkeit von ¢, sind dann
die Mengen ¢~ 1(U) und ¢~ (V) offen in [0,1]. Da U NV = { gilt auch ¢~ H(U) N (V) = 0.
DaUUV = M ist [0,1] = ¢ Y(M) = ¢ H({U)Uc1(V) . Dies steht aber im Widerspruch dazu,
dass [0, 1] zusammenhéngend ist. 0

Satz 15.3.21. FEs sei U C X eine offene und zusammenhdngende Teilmenge des Banachrau-
mes X. Ist Y ein Banachraum und f : U — Y stetig differenzierbar mit D f(x) = 0 fiir alle
x €U, soist f auf U konstant.

Beweis. Die Menge U C X mit d(z,y) = ||z — y| fir 2,y € U ist ein metrischer Raum.
Zu xg € U betrachte man die Menge V = {z € U | f(x) = f(zo)}. V ist abgeschlossen, denn
ist (x,) eine konvergente Folge mit z, € V, so ist auch der Grenzwert x € V, denn aus der
Stetigkeit von f und der Definition von V folgt:

f(zo) = lim f(x,) = f(z).

n—oo

V ist offen, denn ist x € V, so existiert (da U offen in X ist) ein € > 0 mit B(x,e¢) C U. Da
B(z,€) konvex ist, gilt wegen Bemerkung (b) nach Definition 15.3.16 f(y) = f(z) = f(xo)
fiir alle y € B(z,€), d.h. B(xz,e) C V. Damit ist 2 innerer Punkt und somit ist V' offen.

Die einzigen gleichzeitig offenen und abgeschlossenen Mengen sin aber U und (). Da V nicht
leer ist, gilt: V = U. U

Bemerkung. Der Satz folgt auch, wenn f nur als differenzierbar vorausgesetzt wird.

15.4 Multilineare Abbildungen

Die Definition von Ableitungen hoherer Ordnung macht es erforderlich, multilineare Abbil-
dungen zu betrachten.

Definition 15.4.1. Es seien X1, -+, X,,Y Vektorrdume iiber einem Koérper K . Eine Ab-
bildung o : X1 X -+ x X;; = Y heif3t multilinear, falls « in jeder Variablen linear ist, d.h. fiir
jedesi € {1,...,n} und (z1,...,%i—1,Tit1,...2y) ist die Abbildung

T = T,y Tim1, Ty T 1y v -y Tny)
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eine lineare Abbildung von X; nach Y. Wir bezeichnen mit L(X1,...,X,;Y) die Menge der
multilinearen Abbildungen von X7 x --- x X, nach Y. Ist X; = ... = X,, = X, so schreiben
wir auch L™"(X,Y) statt L(X,..., X;Y).

Beispiele.
(a) det : R" x ... x R" - R.

(b) Ist X ein Vektorraum iiber R, so ist jedes Skalarprodukt v : X x X — R eine bilineare
Abbildung.

(¢) Sind X,Y Vektorrdume iiber K = R oder K = C, so ist
a: L(X,)Y)x X =Y mit (4,z)— A(z)
bilinear. Denn sind Ay, A2, A € L(X,Y),x € X und A € K, so gilt
a(A] + Ag,x) = (A1 + Ag)(z) = A1(z) + Ag(x) = a(Aq, x) + a(Az, x)

und
a(AA ) = Aa(A, x).

Auflerdem folgt fiir z,y € X
a(Ad,z+y) = Az +y) = Az) + Aly) = a(4,2) + (A, y)

und

a(A, Ax) = da(A, z).

Sind X1,---, X, normierte Vektorrdume, so betrachte man die Maximumsnorm auf dem
Produktraum X; x ... x X, definiert durch

]l = {max [z | 1 <7 <n}

fir alle x = (z1,...,2,) € X1 X...x X,. D urchVerallgemeinerung der Charakterisierung der
stetigen Abbildungen in Satz 14.2.12, erhalten wir die folgende Charakterisierung der stetigen
multilinearen Abbildungen.

Satz 15.4.2. Es seien Xq,...,X,, Y normierte Vektorrdume und o : X1 x---x X,, = Y eine
multilineare Abbildung. Dann ist a genau dann stetig, falls eine Konstante ¢ > 0 existiert, so
dass

oy, - ) || < ellaall - [lzall .- 2]l (15.5)

Bemerkung. Sind die Vektorrdume Xi,...,X,,Y endlich dimensional, so ist diese Be-
dingung (15.5) immer erfiillt. Zum Beweis wéhle man Basen in Xi,..., X, und nutzt die
Multilinearitét von c.

Beweis. Seia:Xj x---x X, =Y stetig, so ist « insbesondere stetig in 0 = (0,...,0) €
X1 x -+ x Xp,. Daher existiert zu e = 1 ein 0 > 0, so dass ||a(z1,...,2,)|| < 1, falls

Ity sl = max{[lai]| | i€ {1,...,n}} <.
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Sei = (x1,...,%,), wobei x; # 0 fiir alle ¢ € {1,...,n}. Dann gilt:

a(g St )’
(21| [l

und aus der Multilinearitéit von « folgt
laze, s zn)ll < splleall - llzall = ellzall - flza]

1>

mit ¢ = 5. Ist & = (21, ,2,) mit 2; = 0 fiirein i € {1,...,n}, soist a(z1,...,2,) = 0 und
die Abschétzung ist trivialweise erfiillt. Wir nehmen nun umgekeht an, dass eine Konstante
¢ mit obiger Eigenschaft existiert. Sei a = (ay,...,a,) € X1 X -+ x X,,. Um die Stetigkeit in
a zu zeigen, betrachten wir die Teleskopsumme

a(z1,...,xp) —alar,...,ap) = a(xy,...,xn) —alar, x2,...,Tp)
+alar, xe, ..., xn) —alal, a2, T2, ..., Ty) + -+ alay,ag,...,x,) —alay,...,ay)
=a(zr; —ay,z2,...,21) + alar, 9 — ag, 3, ..., Tp) + ... +a(ar,...,an_1,Ty — ap).
Damit folgt:
@y, ..o an) —alar, ... an)|| < clloy —ar| (@2l ... - [[@nl|
+cllar| lwo — azll [zl - - .- - [lanll + ... + cllar] - .- lan—1l] |zn — anl|-

Es sei = (x1,...,2y) € B(a,1), d.h. |[(z1,...,2,) — (a1,...,ay)|| = ||z — a]| < 1. Dann gilt
max{llzl| | i€ {L,....n}} = [lz] <z —all + flal| < T+ lall = b

und es folgt:

n
la(z1,...an) —alar, ... an)| <" te <Z |2 — ai||> < nb"tel|z — al|.

i=1
Daher ist « Lipschitz-stetig und somit auch stetig in a = (a1, ..., ay). U
Definition 15.4.3. Sind X1,..., X,,Y normierte Vektorrdume, so bezeichnen wir mit

[’(Xla s ,Xn,Y)

die Menge aller stetigen multilinearen Abbildungen o : X7 x ... x X,, > Y. Ist X1 = ... =
X, = X, so schreiben wir auch £"(X,Y) statt £(X,...,X;Y).

Bemerkung. Genau wie die linearen Abbildungen, bilden auch die multilinearen Abbil-
dungen einen Vektorraum. Die stetigen multilinearen Abbildungen bilden einen Untervektor-
raum.

Satz 15.4.4. Sei o : X1 X ... x X, = Y eine stetige multilineare Abbildung. Dann ist o in
jedem Punkt (ay,--- ,a,) € X1 X --- x X, differenzierbar. Ihre Ableitung

Daf(ay, -+ ya,) € L(X1 X ... x X,,Y)
ist durch
Da(ay, ... an)(h1, - hy) = a(hi, a2, ,an)+alar, ha,as, ..., an)+. . . +a(ar, ... an_1, hy).
gegeben.
Bemerkung. Fiirn > 1ist natiirlich £(X; x...xX,,Y") verschieden von £"(X7,..., Xp;Y).
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Bewets. Wir beweisen dies fiir n = 2.

a(ar + hi,a2 + he) = alar,az + ho) + a(hy, a2 + he)
= a(al, ag) + oz(al, hg) + Oé(hl, ag) + Oé(hl, hg)
= a(a1,a2) + Da(ai,a2)(hi, he) + a(hy, ho).

Da a stetig ist, folgt ||a(h1, he)|| < c||h1]| ||h2| < c||h||? fiir ein ¢ > 0 und auch die Stetigkeit
von Da(ay,az). Denn es gilt:

[Daar, ag)(has ho)|| = [le(ar, he) + a(hy, as)|| < ljear, ho)l| + [la(hy, a)||
< cllaa] - [Ihall + cl[Pall - [lazll < e([larll + llazl)][A]l-

0

Mit Satz 15.4.4 lisst sich die folgende Verallgemeinerung der Produktregel mit Hilfe der
Kettenregel beweisen.

Sind X, Y; normierte Vektorrdume, i € {1,...,n} und f; : U — Y; in a € U differenzierbare
Abbildungen, so ist auch

f=0U1,sfn):U—=>Y1 x...xY,

in a differenzierbar (wobei wir in Y7 x ... x Y, die Maximumsnorm wihlen) und es gilt:
Df(a)h = (Dfi(a)h,...,Df,(a)h). Damit erhalten wir:

Satz 15.4.5. Sei v : Y] X --- X Y, — Z eine multilineare stetige Abbildung und
f=0f1, fn):U=Yix.. . xY,

sei in a differenzierbar. Dann ist auch oo f : U — Z in a € U differenzierbar und es gilt:

Dlao f)(a)h = a(Dfi(a)h, fa(a), ..., fala)) + a(fi(a), Df2(a)h, f3(a), ..., fala)) + ...
+a(fi(a),..., fn—1(a), Dfn(a)h).

Beweis.  Aus der Kettenregel und Satz 15.4.4 folgt:

D(ao f)(a)(h) = Da(f(a))Df(a)(h) = Da(f(a))(Dfi(a)h,...,D fu(a)h)
= «a(Dfi(a)h, fa(a),..., fu(a)) + a(fi(a), Dfa(a)h, fs(a),... fula)) + ...
+a(f1(a), e 7fn71(a)7 Dfn(a)h)

Beispiele.

(a) Sei Y ein Hilbertraum iiber R, d.h. ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), so dass
Y beziiglich der Norm ||y|| = +/(y,y) vollstindig ist. Dann ist @ : ¥ x ¥ — R mit
a(z,y) = (x,y) wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 13.2.1

[z, )| < llzllly|l fiir alle 2,y € Y
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stetig. Seien (X, ||-||) ein Banachraum, U C X offen und fi, fo : U — Y differenzierbare
Abbildungen. Dann sind auch f: U — Y x Y mit f(z) = (fi(x), fo(z)) und

<f1,f2> ::ozof:U—>R

differenzierbar und aus Satz 15.4.5 folgt:

D(f1, f2)(a)(h) = D(ao f)(h) = a(Dfi(a)h, fa(a)) + a(fi(a), D fa(a)h)
= (Dfi(a)(h), fa(a)) + (fi(a), D fa(a)(h))

Sind insbesondere Y = R und v : R x R — R mit (u,v) — u - v, so erhalten wir wieder
die Produktregel 15.2.2.

(b) Sei a« = det : R™ x --- x R” — R die Determinate und f; : (a,b) — R™ differenzierbare
Kurven, mit ¢ € {1,...,n}. Dann betrachte man f : R — R” x --- x R” mit f(¢) =
(f1(#), -+ fu(t)). Dann ist

Df)(1) = f(t) = (f1(t), ..., fult) ER" x --- x R"
und wir erhalten mit Satz 15.4.4:

det(fi(t), .., fu(t))" = D(det of)(t)(1)
= Ddet(f(1))(Df(t)(1)) = Ddet(f(t)(f1(t),- .., fu(t))
= dEt(fl(t)7f2(t)v s ’fn(t)) + det(fl(t)v fZ(t)v te 7fn(t)) +...t dEt(fl(t)v s '7fn71(t)7fn(t))'

(c) Sei av: L(R™ R™) x R™ — R™ die Bilinearform, gegeben durch (4, z) — Az. Seien
B:(a,b) - L(R",R™) und c: (a,b) - R".

differenzierbare Kurven. Dann sind f : (a,b) — L(R™,R™) x R™ mit f(t) = (B(t), c(t))
und a(B(t),c(t)) = B(t)(c(t)) differenzierbar mit

B)(c(t)) = D(q@f)(t)(l)=Da(f(t))(f(t))
“(t
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15.5 Ableitungen héherer Ordnung

Es seien X, Y normierte Vektorrdume, U C X offen, und f : U — Y eine Abbildung. Eine
solche Abbildung heiit stetig differenzierbar (siche Def 15.3.13), falls f differenzierbar ist
und das Differential Df : U — L(X,Y) stetig ist. Auf £(X,Y) ist dabei die Operatornorm
gewahlt. Wir bezeichnen mit

CHU,Y)={f:U—=Y| f stetig differenzierbar}
die auf U stetig differenzierbaren Abbildungen mit Werten in Y.

Satz 15.5.1. Sei f : U — Y stetig differenzierbar. Dann ist fiir jedes h € X die Abbildung
gn U =Y mit x — gp(x) := Df(x)h stetig.
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Beweis.  Man betrachte die lineare Abbildung ¢, : £(X,Y) — Y mit A — A(h). Dann ist
p, stetig, denn

len(A)| = 1AM < [JA]l - [[B]] = cl[Al
mit ¢ = ||h||. Da g, = ¢ o Df folgt die Behauptung. 0

Die Umkehrung gilt, falls X,Y endliche Dimensionen haben. Dazu benétigen zunéchst fol-
gendes Lemma.

Lemma 15.5.2. Es seien X,Y endlich dimensionale normierte Vektorrdume und by, ..., by,
eine Basis von X. Dann ist ¢ : L(X,Y) =Y X -+ XY =YY" mit A (Aby,..., Aby,) eine
bijektive lineare Abbildung. Auflerdem sind ¢ und ¢~ stetig.

Bemerkung. Fiir den Beweis der Bijektivitéit benotigt man natiirlich nur, dass X endlich
dimensional ist.

Beweis. Da

P(A) = (Aby, ..., Aby) = (5, (A), ..., 01, (A)),
folgt die Linearitét von ¢ aus der Linearitét der ¢p,. AuBlerdem ist ¢ bijektiv, denn zu jedem
n-Tupel (v1,...,v,) € Y™ existiert genau eine lineare Abbildung A € £(X,Y) mit Ab; = v;
fir i € {1,...,n}. Da X,Y endlichdimensional sind, sind £(X,Y") und Y endlich dimensio-
nal und daher ist ¢ und ¢! stetig fiir jede Norm (als lineare Abbildung zwischen endlich
dimensionalen Vektorrdumen). U

Korollar 15.5.3. Seien X,Y endlich dimensionale Vektorrdume, U C X offen und f : U —
Y differenzierbar. Sei {b1,--- ,by} eine Basis von X. Dann ist Df : U — L(X,Y) genau
dann stetig, falls x — D f(x)b; stetig ist fiir jedes i € {1,...,n}.

Beweis.  Aus der Stetigkeit von Df : U — L(X,Y) folgt aus Satz 15.5.1 die Stetigkeit von
x+— Df(x)h fir jedes h € X.
Sind die Abbildungen gy, : U — Y mit D f(z)b; = g, () stetig, so auch F': U — Y mit

F(x) = (g6, () -+ gb, (2))-

Ist ¢ : L(X,Y) — Y™ der oben definierter Isomorphismus, so folgt: Df = ¢ 1o F : U —
L(X,Y). Damit erhalten wir die Stetigkeit von D f aus der Stetigkeit von ' und ¢! 0

Korollar 15.5.4. Seien U C R"™ offen und f : U — R™ mit f(z) = (f1(x),..., fm(x)). Dann

ist f genau dann stetig differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen % : U — R existieren
und stetig sind.

Beweis.  Aus Satz 15.1.7 folgt: existieren alle partiellen Ableitungen % : U — R und sind
sie stetig, so ist f : U — R™ differenzierbar. Ist ey, - ,e, € R™ die Standardbasis, so sind
daher die Abbildungen

v Df(x)e; = <gf @),.... %J;“Z (@)

stetig. Wegen Korollar 15.5.3 ist dann auch Df : U — L(R"™,R™) stetig.
Sei umgekehrt f : U — R™ stetig differenzierbar. Dann sind wegen Korollar 15.5.3 die Funk-
tionen

of

xHDf(x)ei:(8%(3:),...,%27:(30)), i=1,...,n,

stetig. Daher sind auch alle partiellen Ableitungen % : U — R stetig. U
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Nun wollen wir Ableitungen héherer Ordnung einfithren. Sind X, Y normierte Vektorrdume,
so ist wie wir gesehen haben,

LX,Y)={A: X =Y | Astetig und linear}

mit der Operatornorm ||A|| = sup{||A(x)|| | ||z|| =1} ein normierter Vektorraum. Sind X,Y
vollstéindig, so ist auch £(X,Y) vollstindig (sieche Mathematik fiir Physiker III, Ubungsblatt
7, Aufgabe 2).

Seien nun U C X offen und f : U — Y differenzierbar, so heifit f zweimal differenzierbar in
acU,falls Df : U — L(X,Y) =: Z in a differenzierbar ist. Dann ist

D(Df)(a) € L(X,Z) = L(X,L(X,Y)).

Statt D(Df)(a) schreiben wir auch D?f(a). Wir kénnen L£(X,£(X,Y)) mit den stetigen
bilinearen Abbildungen

L2(X;Y)={a: X xX =Y | «ist stetig und bilinear}
identifizieren. Denn ist B € L(X, £(X,Y)), so definiere man o € £3(X;Y) durch
a(hi, he) := B(h1)(h2)
fur alle h1, ho € X. Es gilt:

Lemma 15.5.5. Ist B € L(X,L(X,Y)), so ist a«: X x X = Y mit a(hy,hs) = B(h1)(h2)
eine stetige bilineare Abbildung.

Beweis. Da B:X — L(X,Y) linear ist, folgt fiir A\, \’ € K und hy,h} € X:
B(Ahy + Nh)) = AB(h1) + N B(h}).

Da beide Seiten wiederum lineare Abbildungen darstellen, konnen wir sie auf einen weiteren
Vektor hy € X anwenden und wir erhalten:

oAby + Nhi hy) = B(Ahy 4+ NB))(he) = AB(h1)(ha) + N B(h})(h2)
= )\Oé(hl, hz) + )\,Oé( /1, h2)

Die Linearitét von « in der zweiten Variablen folgt, da B(h;) : X — Y fir jeden Vektor
h1 € X linear ist. Wegen

lac(has ko)l = [[B(ha)(ho) || < [IB(h)I| - [hell < 1B} - [[a]] - [ e

ist «v stetig (Satz 15.4.2, mit || B|| wird die Operatornorm bezeichnet) . U

Definition 15.5.6. Seien X,Y normierte Vektorrdume, UcXud f:U—>Y eine Abbil-
dung. Dann heiflt f k-mal differenzierbar in a € U, falls eine offene Menge U C U existiert,
so dass die Ableitungen Df, D2f,..., D*f mit

Dif =D f): U — L(X,L(X,...,L(X,Y))...)

auf U existieren und D¥~1f in a differenzierbar ist. Ist D*~Lf fiir alle a € U differenzierbar,
so heifit die Abbildung f : U — Y k-mal differenzierbar
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Bemerkungen.

(a)

Wir konnen D¥f : U — L(X,...,X;Y) = LF(X;Y) als Abbildung von U in die stetigen
multilinearen Abbildungen interpretieren. Denn ist

Be (X, L(X,....,LX,Y)...)),
so definiert a(hy, ho,...,hg) = B(h1)(he) ... (hx) mit h; € X eine stetige multilineare
Abbildung. Mit

CHMU,Y):={f:U =Y | f k—mal differenzierbar und D" f stetig}

bezeichnen wir die k-mal auf U stetig differenzierbaren Abbildungen.
Analog zu Korollar 15.5.3 erhélt man fiir endlich dimensionale Vektorrdume X und Y
und eine auf X gegebenen Basis (by,...,b,):
Eine k-mal differenzierbare Abbildung f : U — Y ist genau dann k-mal stetig differen-
zierbar, falls alle Abbildungen Goi, by, U — Y mit

Gbiy sesbiy, () = Dkf<1')(b“, -5 biy)

mit i; € {1,...,n} stetig sind. Zum Beweis betrachte man zur Indexmenge

den Vektorraum
Yin .= {f| f: Iy, — Y Abbildung}

(siehe Beispiel 2 nach Definition 7.1.6). Nun ist die Abbildung ¢ : £L¥(X;Y) — Ykn
mit

cp(a)il,m,ik = a(bl-l, e 7bik)
ein Vektorraumisomorphismus, denn zu jedem f € Y/ existiert genau ein o € £F(X;Y)
mit Oé(bil, ey blk) = fil:-uﬂ'k' Da

(P(Dkf(x))ihm,ik = (Dkf(x))(blu SRR bik)

und ¢ : LF(X;Y) — Ylkn bijektiv und stetig ist, folgt die Behauptung. Im Falle
k = 1 stimmt der Isomorphismus mit dem in Lemma 15.5.2 betrachteten Isomorphismus
iiberein, wenn wir Y/t» iiber f — (f1,..., fn) € Y™ mit Y™ identifizieren.

Satz 15.5.7. Seien X,Y normierte Vektorrdume und U C X offen. Sei f : U —Y inacU
2-mal differenzierbar. Dann ist fir jedes h € X die Abbildung g, : U — 'Y mit gn(x) = Df(z)h
in a differenzierbar und es gilt:

Dgp(a)(k) = D* f(a)(k, h).

Beweis. Sei pp : L(X,Y) — Y mit ¢, : A — A(h). Diese Abbildung ist linear und
stetig und somit auch differenzierbar. Da Df : U — £(X,Y) in a differenzierbar ist, ist auch
gn = @p o D f nach der Kettenregel in a differenzierbar mit

Dgn(a) = Do (D f(a)) o D*f(a) = @n 0 D*f(a).

Daraus ergibt sich:

Dgn(a)(k) = ¢n(D?f(a)(k)) = D*f(a)(k)(h) = D* f(a)(k, h).
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Fiir endlich dimensionale Vektorraume gilt folgende Umkehrung von Satz 15.5.7.

Satz 15.5.8. Es scien X,Y endlich dimensionale Vektorriume, U C X offen, f: U — Y

differenzierbar und by, ..., b, € X eine Basis von X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) f ist zweimal differenzierbar in a € U, d.h. Df : U — L(X,Y) ist in a € U differen-
zierbar.

(b) Die Abbildungen gy, : U =Y mit gy, (z) = Df(x)b; sind a € U differenzierbar.

Beweis. Ist Df : U — L(X,Y) in a € U differenzierbar, so sind die Abbildungen gy,
wegen Satz 15.5.7 differenzierbar.

Sei nun umgekehrt die Abbildungen gy, : U — Y mit gy, (z) = Df(x)b; in a € U dif-
ferenzierbar. Man betrachte den linearen Isomorphismus ¢ : £(X,Y) — Y" mit ¢p(A) =
(ppy (A), ..., ¢p,(A)). Dann gilt:

Df(x) = ¢ {(Df(@)br, ..., Df(@)ba) = ¢ (g0, (%), - -, g, ()
Da F:U — Y™ mit F(z) = (gp, (), -+ ,9,(z)) in a € U differenzierbar ist, folgt aus der
Kettenregel auch die Differenzierbarkeit von Df = ¢! o F in a. 0
Nun wollen wir den Spezialfall U C R™ offen und Y = R™ behandeln.

Korollar 15.5.9. Es sei f : U — R™ eine differenzierbare Abbildung. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) f ist zweimal diﬁerenzz'erbar inaeclU

(b) Die partiellen Ableztungen 8 :U = R™ mit z — af (x) sind in a € U differenzierbar.
Auferdem gilt: ist ey, ..., ey dze kanonische Basis des R™, so folgt:

0 [of o 0% f
DX f@(esne) = 5o (52 ) @) = o)

Beweis. Ist eq,...,e, die kanonische Basis des R", so gilt:

(@) = Df(2)es = (o)

Daher ist D f wegen Satz 15.5.8 genau dann in a differenzierbar, falls die partiellen Ableitun-
gen g or o- () in a differenzierbar sind. Aus Satz 15.5.7 folgt:

Dge,(a)(ej) = D* f(a)(e;, e:)

. 2
und somit D?f(a)(ej, e;) = Dge,(a)e; = %gei(a) = % (da{) (a) = 85;8’;1_ (a). U

n n
Bemerkung. Aus der Bilinearitéit von D?f(a) folgt fiir h = Y hje; und k= > kie;
j=1 i=1

2
DS = 3 bkt
1,j=1
Das folgende Korollar liefert eine sehr niitzliche Charakterisierung fiir die zweimalige Diffe-
renzierbarkeit einer Abbildung f : U — R™, U C R"” offen. Diese Charakterisierung benutzt
nur die Existenz und Stetigkeit der ersten und zweiten partiellen Ableitungen und nicht ihre
Differenzierbarkeit.
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Korollar 15.5.10. Es sei f : U — R™ eine Abbildung. Dann sind dquivalent
(a) f:U — R™ ist zweimal stetig differenzierbar.

(b) Die partiellen Ableitungen

existieren auf U und sind stetig.

Beweis. Aus (a) folgt (b) wegen Korollar 15.5.9. Da

0% f

€ )
85%’8&%

D?f(w)(ej, e1) =

folgt die Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen aus der Stetigkeit von D%f : U —
L£2(R™;R™) und Bemerkung (b) nach Definition 15.5.6.

Ist (b) erfiillt, so folgt mit Korollar 15.5.3 die Differenzierbarkeit von f und die Differenzier-
barkeit der partiellen Ableitungen (’%' Also folgt aus Korollar 15.5.9, die zweimalige Diffe-
renzierbarkeit von f. Da die Abbildungen

0% f

2 o) —
D f(x)(ej’el) 8$J8$1 €z

stetig sind, folgt wieder aus der oben genannten Bemerkung, dass f zweimal stetig differen-
zierbar ist. 0

Definition 15.5.11. Sei f : U — R zweimal in a € U C R" differenzierbar. Dann heifit die
n x n-Matrix ,
O°f
H =
(Hy(a))ii = 5, 5 (@)

auch Hessematriz von f in a.

Bemerkung.  Man kann die zweite Ableitung dann auch wie folgt schreiben. Ist (-, -) das
Standardskalarprodukt auf R", so gilt

D2f(a)(h’ k) = <Hf(a’)ha k> :

Beispiel. Man betrachte f : R? — R mit f(x1,22) = x123 + sinz;. Dann folgt: Die
partiellen Ableitungen

aa:‘nfl(x) = x3 + cosz; und 8652(:6) = 2x1x9
sind stetig. Auflerdem existieren auch die partiellen Ableitungen von BBTfl’ 88—;; :R?2 5 R. Da
*f O*f
0x10x; (z) ST Ox2011 (z) 2
O*f O*f
=9 =2
8x18x2( ) 2 33023562( ) o
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folgt auch ihre Stetigkeit. Damit ist f zweimal stetig differenzierbar und es folgt:

H ( ) —sin aq 2(12
f a) = .
2a9 2a1

Dass diese Matrix symmetrisch ist, ist kein Zufall, denn es gilt:

Satz 15.5.12 (H.A. Schwarz).
Seien X, Y normierte Vektorrdaume, U C X offen und f: U — Y zweimal in a € U differen-
zierbar. Dann gilt:

D?f(a)(h, k) = D*f(a)(k,h)
fir alle h, k € X.

Beweis.  Wir zeigen fiir alle h, k € X:

| o+ sh+ sk) = f(at sh) — f(a+ sk) + f(a)

s—0 82
seR

— D*f(a)(k, h).

Da die linke Seite symmetrisch in h und k ist, gilt dies dann auch fiir die rechte Seite.
Sei § > 0 so gewihlt, dass B(a,d) C U. Dann ist g(t) = f(a+th+k)— f(a+th) fiir t € [0,1]
und || k], ||k|| < /2 definiert.

Aus dem Mittelwertsatz angewandt auf F(t) = g(t) — tg(0) folgt:
lg(1) = g(0) = g(0)| = I F(1) = F(0)| < sup [F(t)] = sup [g(t) — 4(0)]. (15.6)
0<t<1 0<t<1

Wir zeigen zunéchst: Es existiert eine in 0 € X stetige Abbildung ¢ : B(0,6) — £(X,Y) mit
©(0) = 0 und

9(t) = D*f(a)(k, h) = (th + k)(h)||th + k|| — (th)(h)]||th].

g(t) = Df(a+th+k)h — Df(a+th)h =
(Df(a+th+k)— Df(a))h — (Df(a+ th) — Df(a))(h)

folgt aus der Differenzierbarkeit von D f an der Stelle a:

Df(a+th+k)— Df(a) = D*f(a)(th + k) 4+ @(th + k)||th + k||
und Df(a+th) — Df(a) = D*f(a)(th) + (th)||th],

wobei ¢ : B(0,d) — L(X,Y) stetig in 0 ist mit ¢(0) = 0. Durch Einsetzen erhalten wir:
g(t) = (D*f(a)(th+ k) + @(th + k) |[th + k|)) (h) — (D* f(a)(th) + ¢(th)|th[)(h) ~ (15.7)

= D*f(a)(k, h) + @(th + k)(h)|[th + k|| — o(th)(h)|th].

Insbesondere gilt:
9(0) = D*f(a)(k, k) + (k) (R) | |- (15.8)
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Damit erhalten wir:

I£Ga b K) = fla+ B) = flat )+ f(a) = D@k, = l9(1) ~ 9(0) = DF(a) b, )]
(15.6),(15.8)
< [lo(1) ~ 9(0) — GO +1300) = DPI@E ] = sup [9(0) — O]+ [ RIM] 8]

< sup flg(t) - D? f(a)(k, h)ll + 2l (k)R] K]

(15.7)

< s (le(th + B) (R [[th + Kl + lle(h)R] [[thll]) + 2ll(k) (R 1]

< sup (llp(th+ )R] [[Eh+ Kl + lie @R 1A ERI) + 2@ )R 1F]-

Man substituiere h +— sh, k — sk so folgt:

|f(a + sh + sk) — f(a+ sh) — f(a+ sk) + f(a) — s?Df(a)(k,h)|
< s? Sup lo(t - sh+ sk)|| 1Bl [th + K[| + @(t - sh) |[h]| |[th]| + 25| (sk)| |B]| [|&]-

Da ¢ in 0 stetig, strebt die rechte Seite nach Division durch s? gegen null fiir s — 0. U

Bemerkung. Insbesondere folgt aus diesem Satz: Ist f : U — R, U C R" offen, 2-mal in
a differenzierbar, so gilt:

0% f 0% f

89518:5]- “= al'jal'l @

Den Satz von Schwarz werden wir am FEnde dieses Abschnitts auf Ableitungen héherer Ord-
nung ausdehnen. Zunéchst notieren wir noch die folgenden Verallgemeinerungen der Sitze
15.5.7 und 15.5.8:

Satz 15.5.13. Sei f : U — Y in a (k+1)-mal differenzierbar. Dann gilt fir alle hy, ..., hy €
X: Die Abbildung gn,...p, - U —Y mit

Ghyone () = DV (@) (1, . )
ist eine in a differenzierbare Abbildung mit
Dgh,...n.(@)k = DT f(a)(k, b1, . .., hi).

Beweis.  Der Beweis ist analog zum Beweis des Satzes 15.5.7. Man betrachte zu hq, ..., h; €
X die lineare Abbildung ¢y, . p, : LE(X:Y) — Y mit

Phi....h (@) = a(hy, ... hg).

Man wende dann die Kettenregel auf

an. U
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Satz 15.5.14. Seien X undY endlich dimensionale Vektorrdume, (by,...,by,) eine Basis von
X und f:U =Y eine auf U k-mal differenzierbare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:
(a) f ist (k+ 1)-mal in a € U differenzierbar, d.h. D*f : U — LF(X;Y) ist ina € U
differenzierbar.

(b) Die Abbildungen Giy ooy, U—=Y mit

Gbuy s, (€)= D*F (@) (biy, -, biy,)
sind fir alle b;,,...,b;, € X ina € U differenzierbar.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis des Satzes 15.5.8. Er benutzt den in Bemerkung
(b) nach Definition 15.5.6 erklirten Isomorphismus ¢ : LF(X;Y) — Yitkn), U

Der folgende Satz ist analog zu 15.5.10. Er liefert ein Kriterium fiir die k-malige Differen-
zierkeit einer Abbildung f : U — R™ mit U C R" offen unter Benutzung der partiellen
Ableitungen.

Mit % bezeichnen wir die partiellen Ableitungen der Ordnung j. Sie sind induktiv
i1 i

s arte o f _ 0 Iy
definiert: Doy Ows; = Duey <8xi2--~8wij>'
Satz 15.5.15. Fs sei f: U — R™ eine Abbildung. Dann sind dquivalent:
(a) f:U — R™ ist k-mal stetig differenzierbar.

(b) Die partiellen Ableitungen

J
(%Zlafa% U — R™
existieren fir alle j < k und sind auf U stetig. Dann gilt insbesondere
Djf(x)(eil, o ,€ij) = am“a]fa%@)
fir alle j < k.
Beweis. Sei ey,...,e, die kanonische Basis von R". Aus (a) folgt (b) wegen

o f

. a. = Pe; €. D’ .
8xi1 e 8.%'ij (1}) Peiprm 3 ° f(l’)

Die Implikation (b) = (a) zeigt man durch Indukion iiber k. Fiir £ = 1 ist dies Korollar
15.5.4. Man nehme nun an, dass die Aussage fiir k¥ € R™ bewiesen sei und dass alle partiellen
Ableitungen
o f
8@1 N 83%.
fiir j < k + 1 existieren und stetig sind. Dann ist nach Induktionsannahme f k-mal stetig
differenzierbar. Da die partiellen Ableitungen

i ajf (33) _ 8k+1f
8:3@- al'il NN al'lk N 83:181‘“ PN 89%,

:U - R™

(z)
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exitieren und stetig sind, sind wegen Korollar 15.5.4 die Funktionen
ok f
o ezk) N 8xi1 ‘e 8:1:% (.%')

fir alle e;,,...,e;, € X auf U differenzierbar. Wegen Satz 15.5.14 ist damit f (k + 1)- mal
differenzierbar. Die Stetigkeit von D*H1 f folgt aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen

8/€+1f

Oz ... 0xyy

Dkf(x)(eil, ..

().

Durch vollstdndige Induktion erhélt man die Verallgemeinerung des Satzes von Schwarz.

Satz 15.5.16. Seien X,Y normierte Vektorrdume, U C X offen und f : U — Y eine in
a € U k-mal differenzierbare Abbildung. Dann ist die stetige multilineare Abbildung

(b ) > DEF(a) (B, . )
symmetrisch, d.h. es gilt:
D*f(a)(ho(rys - - - hory) = D f(a)(ha, ..., hi)
fiir jede Permutation o € Sj,.

Beweis. Der Beweis wird durch Induktion iiber £ > 2 gefiihrt. Fiir £ = 2 ist dies Satz
15.5.12. Wir nehmen an, dass die Aussage des Satzes fiir £k — 1 > 2 richtig sei. Wir zeigen
zunéichst, dass DFf(a)(hy,...,h;) in den letzten k — 1 und den ersten beiden Variablen
symmetrisch ist. Man betrachte dazu

Gha....ip(x) = DFLf(2) (hay ... hg) = DML () (ha, ..., ).

Nach Induktionsvoraussetzung sind beide Seiten symmetrisch in (hg,. .., h;). Wegen
Dghs....n(a)(h1) = D* f(a)(ha, ..., hy)
ist somit auch D* f(a)(hy, ..., hs) symmetrisch in (hso,...,hx). Man betrachte nun
() = D" 2 f(2)(hs, . ... h),
so gilt wegen Satz 15.5.7:
D*¢p(a)(h1, ha) = D(Dyg(a)(ha))(h1) = D*f(a)(ha, ..., hy).

Wegen des Satzes von Schwarz ist D%¢(a)(h, hg) symmetrisch in (hy, ho) und somit ist auch
D¥f(a)(h1,...,hs) symmetrisch in (hy, hy). Daraus folgt aber

D*f(a)(hoq)s - - - o)) = DFf(a) (R, ..., h)

fiir jede Permutation o € Si. Denn ist o(1) = 1, so erhalten wir die Aussage durch Vertau-
schung der letzten (k — 1) Variablen. Ist o(1) # 1, so permutiere die letzten k& — 1 Variablen,
so dass an der zweiten Stelle hy steht, d.h.

Dkf(a)(ha(l)v s >h0(k)) = Dkf(a)((ha(l)a hi, .. )

Vertauschen wir nun h,(;) und hy, so folgt wieder die Behauptung durch Vertauschung der
letzten (k — 1) Variablen. 0
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15.6 Taylorformel

Zunichst wollen wir nochmal an die Taylorformel aus dem ersten Semester erinnern (siehe
Satz 4.5.2 und anschlieende Bemerkung (c)).

Sei F' : [a,b] — R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion, die auf (a,b) (n + 1)-mal
differenzierbar ist. Sind to € [a,b] und to + h € [a, b], so gilt:

~ F®(tg) FO D (t + 6h) 14
F(t°+h):kz BT T e
=0

fiir ein § € (0,1).

Hierbei ist das Restglied von Lagrange gewéhlt. Dieser Satz ldsst sich unmittelbar auf reell-
wertige Funktionen auf normierten Vektorrdumen iibertragen.

Satz 15.6.1. Sei X ein normierter Vektorraum, U C X offen und f : U — R eine (n+1)-
mal differenzierbare Abbildung. Es sei g € U und h € X, so dass die Verbindungsstrecke
v(t) = o + th firt € [0,1] ganz in U verlduft. Dann gilt fir ein 6 € (0,1):

Flao+h) = f(ro) + Df(zoh -+ o D*f(ro) (b, )
1
(n+1)!

+...+ %D”f(xo)(h, oo h) + D" f(xg + 6Rh)(h,...,h).

Beweis. Zu F :[0,1] — R mit F(t) = f o~(t) betrachte die Taylorformel mit Entwick-

lungspunkt tg = 0. Dann gilt

n F(k) (0) F(n+1)(5)
k! (n+1)!

fiir ein & € (0,1). Es gilt:
FO(t) = (foy(t)) = DF(v(1))(3(1)) = Df(v()) ().
Definiere gy (x) := Df(x)h, so folgt aus Satz 15.5.7
FO(t) = (g1 07(1)) = Dg1(v(1)) (4(8)) = Dgr(7(t))(h) = D f(+(£)) (h, h).

Sei
FM(t) = D" f(y(t))(h, ..., ),

so definiere g, (xz) = D" f(x)(h,...,h). Dann folgt mit Hilfe der Kettenregel und Satz 15.5.13:
FUU(t) = (g0 0 7(1)) = Dgn(y(£)(h) = D"V f(5(t) (R, ... h).
Damit erhalten wir

1
(n+1)!

flzo+h)=F(1) = D" f(xg + 6h)(h, ..., h).
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Eine Taylorformel fiir vektorwertige Funktionen erhalten wir mit Hilfe der partiellen Integra-
tion. Diese ergibt sich aus folgender Produktregel.

Lemma 15.6.2. Seien I = (a,b) ein offenes Intervall, Y ein Banachraum und f: 1 —Y,
sowie ¢ : I — R differenzierbare Abbildungen. Dann gilt fiirt € I:

Folt) = £(8) - 4(8) + £(1) - o(0).

Beweis.  Sei a:Y xR — Y die bilineare Abbildung mit «a(y,t) = y-t. Wegen ||a(y, t)|| =
lly|| - |t] ist « stetig. Betrachte die Abbildung F': I — Y x R mit F(t) = (f(¢), ¢(t)). Diese
Abbildung ist differenzierbar und es gilt: f(t) - ¢(t) = a(F(t)). Wegen der Kettenregel ist
dann auch t — f(t) - p(¢) differenzierbar und aus Satz 15.4.4 folgt:

— . .

foolt) = Dal(f(t),¢))(f(t), &(1) = al(f (), 4(t) + a(f(t), ¢(2))
= f(t)- () + f(t) - o(b).
U

Korollar 15.6.3 (Partielle Integration). Seien [a,b] C I, I C R ein offenes Intervall, Y ein
Banachraum und f : I =Y, sowie ¢ : I — R stetig differenzierbare Abbildungen. Dann gilt:

b b b
[ tede= et - [ foew

Beweis. Da t — f/\<p(t) stetig ist, folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung (fiir vektorwertige Funktionen) und Lemma 15.6.2:

f(t)e(t)

a

Dies fiihrt nun zu folgender Taylorformel fiir Kurven.

Satz 15.6.4 (Taylorformel fir Kurven). Sei I C R offen, Y Banachraum und f : I —Y
eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Abbildung. Ist [a,b] C I, so gilt:

b
() = fla) + fa)(b—a) + L 2,(‘” b—a®+..+1 n,(“) (b—a) + / f(n+1)(t)(n')dt
wobei f®)(t) = FE=D (1),
Beweis. Der Beweis folgt durch Induktion iiber Ny mit Hilfe der partiellen Integration.

Fiir n = 0 ist die Aussage richtig, denn in diesem Fall reduziert sie sich auf den Hauptsatz
der Integralrechnung
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Die Formel gelte fiir n € N. Wir wollen sie fiir (n + 1) zeigen.
Sei also f eine (n + 2)-mal stetig differenzierbare Abbildung. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt:

, (2)
16 = 1)+ f@)o—a)+ T Do —ap oy
2!
b
n! n!
Sei g(t) = fOHt(¢) und @(t) = —%. Also ist o(t) = % und mittels partieller
Integration folgt:
b b , b
(nt1) (o (0= )" , ,
o0 = o) et = 9(0) - 00| — [ 500)- ol
(b ) +1 b (b )( +1)
T AN Gl i (i) LD
A O A o o] +/f O
d.h. die Taylorformel gilt auch fiir n + 1. U

Daraus ergibt sich mittels Kettenregel sofort die folgende Taylorformel fiir allgemeine Abbil-
dungen zwischen Banachrdumen.

Satz 15.6.5. Seien X,Y Banachriume, U C X offen und f : U — Y eine (n + 1)-mal
stetig differenzierbare Abbildung. Es sei xqg € U und h € X, so dass die Verbindungsstrecke
v(t) = zg + th firt € [0,1] ganz in U verlduft. Dann gilt:

Flmo+h) = f(ro) + Df(zolh+ o D F(zo)(h ) ..+~ D" f(awo)(h, .., 1)

1
+/ D"t f(zg +th)(h,..., h) (1 1)yt
n!
0
Beweis.  Betrachte F': (—¢,1+¢€) — Y mit F(t) = f o~v(t), wobei € > 0 geniigend klein
gewé&hlt ist. Wenden wir den Satz 15.6.4 auf die Kurve F': (—¢, 1+ ¢) — Y und das Intervall
[0,1] an, so erhalten wir:

1
Fao+h) — flzg) = ﬂn—ﬂm:F@+Fwwﬁh”+“Wm+/Fwn@ﬂ—wl

2! n! n!

0

D2f($20!)(h, h) R D”f(:zo)é!h, ...y h)

(1-¢)"
n!

dt

dt
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Bemerkung. Ist also f : U — Y eine (n + 1)-mal differenzierbare Abbildung von einer
konvexen Menge U nach Y, so ldsst sich f als Summe von multilinearen symmetrischen
Abbildungen vom Grade < n approximieren.

15.7 Extremwerte

Wir wollen nun die Taylorformel auf das Studium von Extremwerten anwenden.

Definition 15.7.1. Sei X ein normierter Vektorraum, D C X und f : D — R. Dann heifit
xo € D ein lokales Maximum bzw. Minimum , falls es ein € > 0 gibt mit B(xg,€) C D, so dass

f(wo) = f(x) baw. f(xo) < f()
fiir alle z € B(xo,¢€) gilt.

Bemerkung. Ein lokales Maximum bzw. Minimum xy nennen wir auch lokales Extremum
(Extremalstelle).

Definition 15.7.2. Sei U C X offen und f : U — R differenzierbar. Dann heifit xg € U
kritischer Punkt , falls D f(zo) = 0 gilt.

Satz 15.7.3. Sei f: U — R differenzierbar, U C X offen und xg € U ein lokales Extremum.
Dann ist D f(zg) = 0.

Beweis. Da die Abbildung f : U — R auf U differenzierbar und U offen ist, existiert fiir
jedes h € X ein € > 0, so dass die Funktion g : (—¢,€) — R mit g(t) = f(xo + th) definiert
und differenzierbar ist. Aus der Annahme folgt, dass 0 € R ein lokales Extremum von g ist.
Also ist wegen Satz 4.4.3 D f(z9)h = ¢'(0) = 0. U

Um zu entscheiden, ob es sich bei einem Extremum zy um ein (lokales) Maximum bzw. Mi-
nimum handelt, spielt die zweite Ableitung eine zentrale Rolle. Wie wir im letzten Abschnitt
gesehen haben ist die zweite Ableitung durch eine bilineare symmetrische reellwertige Form
gegeben. Bilineare symmetrische Formen haben wir im Rahmen der linearen Algebra in Ab-
schnitt 13.7 untersucht. Wir moéchten an die folgende Begriffsbildung erinnern.

Definition 15.7.4. Sei o € L?(X,R) eine symmetrische bilineare reellwertige Abbildung
(solche Abbildungen heien auch quadratische Formen). Dann nennen wir o

(a) positiv definit (positiv semidefinit) falls a(h,h) > 0 (a(h,h) > 0) fir alle h € X mit
h # 0.

(b) negativ definit (negativ semidefinit) falls a(h,h) < 0 (a(h, h) < 0) fiir alle h # 0.
(c) indefinit falls h — «(h, h) sowohl positive als auch negative Werte annimmt.

Bemerkung.  Ist X ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -),
so existiert ein symmetrischer Endomorphismus A : X — X mit a(h,h) = (A(h), h). Dann
folgt:

(a) « ist genau dann positiv definit bzw. positiv semidefinit, wenn alle Eigenwerte von A
grofer bzw. grofler oder gleich null sind.
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(b) « ist genau dann negativ definit bzw. negativ semidefinit, wenn alle Eigenwerte von A
kleiner bzw. kleiner oder gleich null sind.

(c) « ist genau dann indefinit, falls A sowohl negative als auch positive Eigenwerte besitzt.

Satz 15.7.5. Fs sei X ein Banachraum, U C X offen f : U — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Sei xog € U ein kritischer Punkt von f, so gilt:

(a) Ist D?f(xq) indefinit, so ist xo kein Extremum.

(b) Ist X endlich dimensional und D?f(xq) positiv definit (negativ definit), so ist xo ein
lokales Minimum (Mazimum,).

Beweis.  Sei x¢ € U kritischer Punkt und D?f(z) indefinit, d.h. es existieren hy, hy € X
mit
D?f(x0)(h1,h1) >0 und D?f(xq)(hs, hy) < 0.

Da die Abbildung f : U — R auf U zweimal stetig differenzierbar und U offen ist, existiert
ein € > 0, so dass die Funktionen gy, : (—€,¢) — R und gp, : (—€,€) — R mit mit gp, (¢) =
f(zo + thi) und gp,(t) = f(xo + the) definiert und zweimal stetig differenzierbar sind. Da
95,,(0) = Df(xo)h1 = 0 und gy (0) = D?f(x9)(h1,h1) > 0, so ist 0 wegen Satz 4.5.5 ein
(striktes) lokales Minimum fiir gy, , d.h.

gny (t) = f(x0 + thy) < f(w0) = gn, (0)

fiir |¢t| < d1,t # 0. Genauso folgt die Existenz von d2 > 0, so dass gp, (t) = f(xo+th2) > f(xo)
fiir [t| < 62, # 0. Somit existieren in jeder Umgebung von zp Punkte x mit f(x) < f(xo)
sowie solche mit f(x) > f(xo).

Sei nun D?f(xq) positiv definit. Aus der Taylorformel fiir reellwertige Funktionen folgt:

1
f(zo+h) = f(zo) + §D2f($0 + 6h)(h, h)
fiir ein § € (0,1). Ist X endlich dimensional, so ist die Sphére
S0,1) ={he X | [[nll =1}

als eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von X kompakt. Da die quadratische Form
h v+ D2 f(x0)(h, h) stetig und positiv ist, existiert ein ¢ > 0 mit

D? f(xo)(h,h) >
fir alle h € S(0,1). Daher gilt auch D?f(xq)(h,h) > c||h|? fiir alle h € X. Wegen der

Stetigkeit von x — D? f(z) existiert ein € > 0 mit D?f(z)(h, h) > §||h||? fiir alle 2 € B(wo,€).
Dies erhalten wir, wenn € > 0 so wahlen, dass

c
[D*f(@)(h, h) = D*f(wo)(h, h) | < | D*f(x) = D*f(wo)| [AI* < 5IA]*
fiir alle z € B(zo, €) gilt. Denn dann erhalten wir:

D?f(a)(h,h) > Df(x0)(h,h) = |D*f(2)(h, h) = D*f (o) (h, h)|
> cl|nl? = ZlIAl? = 5|kl
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Ist ||| < €, so folgt aus der Taylorformel fiir reellwertige Funktionen

Flawo+ 1) = f(zo) = 5 D% f(wo + 5h)(h, ) > el

Der andere Fall folgt analog. U

Bemerkungen.

(a)

(b)

Die Aussage (b) des Satzes ldsst sich auch im Fall X unendlich dimensional beweisen,
falls ein ¢ > 0 existiert mit D?f(zo)(h,h) > c||h||? oder D?f(xq)(h,h) < —cl||h|?, fiir
alle h € X.

Ist X = R"™ und (-, -) das kanonische Skalarprodukt, so gilt:
D2f($0)(h, h) = <Hf($0)h, h>7

wobei H¢(xg) die Hessematrix 15.5.11 von f in x bezeichnet. Ist g ein kritischer Punkt,
so liefern also die Eigenwerte von H¢(xo) hinreichende Kriterien dafiir, ob ein (lokales)
Maximum oder Minimum vorliegt.

Ist 2o ein kritischer Punkt und besitzt H(zo) sowohl negative als auch positive Eigen-
werte, so heifit xg Sattelpunkt , falls Hy(xo) invertierbar ist.

Ist 2 kritischer Punkt und D?f(x¢) positiv semidefinit (negativ semidefinit), so kann
man keine allgemeinen Aussagen machen. Betrachte z.B. f(x,y) = 22 + 3, so ist (0,0)
kritischer Punkt und

2 0
Hy(z,y) =
0 6y

Daher ist

) < 2 0 >
D2£(0,0)(h, k) = (H(0,0)h, h) = o h.h

positiv semidefinit. Auf der anderen Seite ist (0, 0) kein lokales Extremum, denn f nimmt
in jeder Umgebung positive wie auch negative Werte an.

Umgekehrt ist (0,0) ein Minimum fiir f(z,y) = 22 +y*, und D2f(0,0) ist (nur) positiv-
semidefinit.



Kapitel 16

Der Banachsche Fixpunktsatz und
seine Anwendungen

16.1 Banachscher Fixpunktsatz

Definition 16.1.1. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung
¢:M— M

heiBBt kontrahierend, wenn es ein ¢ € [0, 1) gibt mit

d(p(x), d(y)) < cd(z,y)
fir alle z,y € M.

Satz 16.1.2 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum und
¢ : M — M eine kontrahierende Abbildung. Dann hat M genau einen Fizpunkt, d.h. es gibt
genay ein x € M mit

o(x) = .
Beweis.

(1) Existenz:
Sei xyp € M beliebig. Betrachte die Folge (zn)nen,, die induktiv definiert ist durch
ZTnt1 = ¢(x,). Dann gilt fiir alle n > 1 die Abschitzung

d($n+1> l'n) = d(¢($n)7 ¢($n71)) <c d(inn, xnfl)-
Daraus folgt durch Induktion fiir £ > 1
d($n+k7 anrkfl) < Ck_ld(xn—l—ly xn)

Aus der Anwendung der Dreiecksungleichung erhalten wir

d(-rn+k7 mn) < d(xn—Hw xn—l—k—l) + d($n+k—17 xn—l—k—Z) +...F d(xn-‘rla xn)
< (P EETE 4 Dd(@ags )
1—ck n
< 1 _CC c"d(x1,x0) < 16_ Cd(xlja:o).

333
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Da ¢" eine Nullfolge ist, ist (z,,) eine Cauchyfolge. Wegen der Vollstandigkeit von M
konvergiert diese Folge, d.h. der Grenzwert lim x, = x existiert. Aus der Stetigkeit
n—oo

von ¢ folgt:

#(e) = ¢(lim on) = lim ¢(zn) = Hm 2nr1 =2

und somit ist z € M ein Fixpunkt.

(2) Eindeutigkeit: Ist y € M ein weiterer Fixpunkt von ¢, so ist

d(y,z) = d(¢(y), ¢(v)) < cd(y, )

und somit d(y,z)(1 —¢) <0. Dal—c¢>0und d(y,z) > 0ist d(y,z) =0, d.h. y = z.

Bemerkung. Sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum und A C M abgeschlossen,
so ist auch (A4, d) ein vollstdndiger metrischer Raum. Denn ist (x,) eine Cauchyfolge in A, so
hat sie einen Grenzwert in M. Dieser Grenzwert liegt wegen der Abgeschlossenheit von A in
A. Damit folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz: Ist f : M — M eine Abbildung, die eine
abgeschlossene Teilmenge A invariant ldsst, d.h. es gelte f(A) C A, und ist f: A — A eine
Kontraktion, so existiert genau ein x € A mit f(z) = .

16.2 Lokaler Umkehrsatz

Ist f : (a,b) — R eine stetig differenzierbare Funktion und ist f’(zo) # 0, so existiert ein € > 0
mit f/(x) # 0, fiir alle © € (—e 4 g, € + x9). Wegen Korollar 4.4.6 ist dann die Abbildung
fi(—e+x0,e+ o) = f(—€+ 20,20 + €) streng monoton und somit bijektiv. Wegen Satz
4.3.3 ist dann ihre Umkehrfunktion ebenfalls differenzierbar.

Wir wollen diesen Satz auf differenzierbare Abbildungen zwischen Vektorrdumen verallgemei-
nern. Dazu werden wir in entscheidender Weise den Banachschen Fixpunktsatz verwenden.
Die Ableitung der Umkehrabbildung lasst sich aus der Kettenregel berechnen, falls die Um-
kehrabbildung differenzierbar ist.

Seien U C X,V C Y offene Mengen in Banachrdumen und f : U — V eine bijektive Abbil-
dung. Ist fina € U und f~!in b= f(a) differenzierbar, so folgt aus der Kettenregel

idy = D(f"of)(a) =Df(f(a))Df(a)
idy = D(fof )(f(a))=Df(a)Df'(f(a))

und somit
Df~'(f(a)) = (Df(a))~" € LY, X).

Der néichste Satz zeigt, dass eine differenzierbare bijektive Abbildung unter gewissen Vor-
aussetzungen eine differenzierbare Inverse besitzt. Dies ist die Verallgemeinerung des Satzes
4.3.3.
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Satz 16.2.1. Seien X,Y Banachriume, U C X,V CY offen und f : U — V bijektiv. Sei f
in a € U differenzierbar und D f(a) invertierbar mit

(Df(a)~" € L(Y, X).
Ist f=1:V = U in b= f(a) stetig, so ist f=' auch in b differenzierbar und es gilt:
D1 (b) = (Df() ™"

Beweis. Zu zeigen ist:
-1 o1y -1
L IR — M)~ (DF @)
h=0 5]
Setze

r(h) =71 b+h) = f7H0) = fTH(b+h) —a
Dann folgt:
h= fla+r(h)) = fla) = Df(a)(r(h)) + @ (r(h)|r(W)],
wobei ili% o(z) =0, da f in a differenzierbar ist. Insbesondere ist ¢(h) = ¢(r(h)) stetig in 0

mit ¢(0) = 0. Wenden wir auf beiden Seiten D f(a)~! an, so erhalten wir
Df(a)~(h) = r(h) + Df(a)" (q(h))|lr(h)| (16.1)
und somit

FHb+R)—f7H(0)=Df(a) " (h) = r(h)=Df(a) " (h) = =D f(a) " (a(h)[r(W)]| = »(R) | (R)].

Dabei ist 1(h) = —Df(a)"(q(h)) stetig in 0 mit 1(0) = 0. Damit erhalten wir fiir h # 0:
/7 b+ h) = f7H0) — (Df(a) (W)l _ [l ()]l
ol ~V T

Fiir den Beweis des Satzes geniigt es nun die Beschréanktkeit des Quotienten H]gﬁ?” zu zeigen.

Aus (16.1) folgt

lr(W)| = [[Df (@)~ (h) + 2 (h) e < 1Df(@) = B)I] + B (W)l (R)]I-

Da (Df(a))™! € L(Y, X), existiert eine Konstante ¢ > 0 mit |[|[Df(a)"th|| < c||h||. Dies
impliziert:

(Il < ellnll + ) (W]
Da 1(h) stetig in 0 ist mit 1(0) = 0, existiert ein 6 > 0 mit

N | =

[p(h)]l <
fiir alle ||h]| < ¢ . Somit erhalten wir die Abschétzung
Ir(h)] < 2]

fiir ||| < 6. Damit erhalten wir:

) =) — DR W B
5 7] < MmO T =0
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0

Nun wollen wir den lokalen Umkehrsatz mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes beweisen.

Satz 16.2.2 (Inverse Funktionen - Theorem). Seien X,Y Banachriume, W C X offen und
f: W =Y stetig differenzierbar. Fir a € W sei die lineare Abbildung D f(a) invertierbar,
und Df(a)~! € L(Y, X). Dann existiert eine offene Umgebung U C W wvon a, so dass gilt:

(1) f:U— f(U) =V ist bijektiv.

(2) V ist offen.

(3) f~1:V — U ist stetig differenzierbar.
Beweis.

(a) Wir diirfen annehmen, dass X = Y und Df(a) = id gilt, denn sonst betrachte die
Abbildung F : W — X mit F(x) = (Df(a))"!(f(z)). Die Kettenregel impliziert dann
DF(a) = (Df(a))"*Df(a) = id. Falls F die Eigenschaften (1), (2), (3) erfiillt, so auch

f, da Df(a) ein Banachraum-Isomorphismus ist.

(b) Desweiteren nehmen wir @ = 0 und f(a) = 0 an, denn sonst betrachte die Abbildung
F(z) = fla+z) = f(a).
Falls F' die Eigenschaften (1), (2), (3) erfiillt, so auch f.
Sei also X =Y, f(0) =0 und Df(0) = id.

(i) Wir wollen zunéchst fiir y “nahe” bei 0 die Gleichung f(x) = y nach x auflésen, d.h. fiir
jedes gegebene y € X nahe bei 0 wollen wir ein x finden mit f(z) = y. Die Losungen
dieser Gleichung sind die Fixpunkte der Abbildung ¢, : W — X mit

dy(x) =y +x— f(x).
Da D¢y(x) = id — D f(x) stetig von = abhéngt und id — Df(0) = 0 ist, existiert ein
r >0 mit K(0,2r) C U und
lid - Df()] < (16.2)
fir z € K(0,2r). Daraus folgt fiir alle z € K(0,2r): Die lineare Abbildung Df(z) €

L(X, X) ist invertierbar mit stetiger Inversen D f(x)~!. Denn ist A € £(X,X) und
|A]| < 1, so ist wegen Aufgabenblatt 5 Aufgabe 4 die Abbildung id — A invertierbar.

o0
Die Inverse ist stetig und durch die Reihe " A* gegeben. Aus
k=1

Df(z) =id - (id — Df(x))

folgt somit die Existenz und Stetigkeit von D f(x)~!. Der Mittelwertsatz, angewandt
auf ¢y, liefert wegen (16.2) die Abschétzung

I9y(e1) = By(@2)] < Slles = o] (16.3)
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(iif)

fur alle z1, 22 € K(0,2r). Da ¢,(0) = y, folgt somit fiir ||y|| <= und ||z| < 2r

1
¢y (@)l < lidy(@) = &y (O + NIyl < 5l + 7 = 2r, (16.4)
d.h. fiir jedes y € B(0,r) ist
¢y K(0,2r) — K(0,2r)

eine Kontraktion. Da K (0, 2r) als abgeschlossene Teilmenge von X vollstindig ist, exis-
tiert fiir jedes y € B(0,r) ein x € K(0,2r) mit ¢,(z) = x. Wegen (16.4) ist |z|| < 2r,
d.h. x € B(0,2r). Daher existiert zu jedem y € B(0,7) genau ein x = z(y) € B(0, 2r)
mit f(x) =y.

Setze nun V = B(0,7) und U = f~1(V) N B(0,2r). Dann ist U C X wegen der Stetig-
keit von f offen und f: U — V ist bijektiv (f(B(0,2r)) C B(0,r) muss natiirlich nicht
gelten).

Wir zeigen nun, dass f~!: V — U stetig ist. Seien y1,72 € V und z1 = f~(y1), 20 =
f~Y(y2). Dann folgt wegen (16.3) mit Hilfe der Dreiecksungleichung

|21 — @2|| = [[@o(z1) — do(w2) + f(z1) — f(z2)]| <

1
gllzr = @2l + [ f(z2) = flz1)]
und damit
£~ ) = £ @)l = [l =zl < 2| f(22) — f(@)]] = 2]ly1 — w2l

Also ist f~1 auf V Lipschitz-stetig und somit insbesondere stetig.

Aus Satz 2.1 folgt aus der Bijektivitdt von f und der Existenz der stetigen Inversen
Df(x)~! schlieBlich die Differenzierbarkeit von f~1.

U

Definition 16.2.3. Seien X, Y Banachriume und U C X,V C Y offen. Eine bijektive Abbil-
dung f : U — V heifit Diffeomorphismus, falls f und f~! stetig differenzierbare Abbildungen

sind.

Bemerkung. Wir haben also gezeigt: Ist f : W — Y fiir W C X offen eine C''-Abbildung
und Df(a) € L(X,Y) fiir ein a € W invertierbar mit stetiger Inverser, so existieren Umge-
bungen U von a und V von f(a), so dass f : U — V ein Diffeomorphismus ist. Man sagt
auch, dass f : W — Y in a ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Ubung: Betrachte die Abbildung f : R? — R3 mit

f(z1, 22, 23) = (21 + 22 + 3, X3 + X321 + T1X2, T1 - T2 - T3)

(die Komponenten heiBen elementarsymmetrische Funktionen aus R?). Zeige:

det(Df(x)) = (x1 — x2)(x1 — x3) (22 — X3).
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Sei a = (a1, az,a3) € R? mit a; paarweise verschieden, so lisst sich lokal um a das Gleichungs-

system
Y1 = T1+x2+a3
Y2 = Tax3+ X3T1 + T1x2
Ys = T1x273

l6sen, d.h. es existiert eine Umgebung V' von f(a) und eine Umgebung U von a, so dass fiir
jedes y € V genau eine Losung z € U existiert. Diese Losungen hingen differenzierbar von y
ab.

16.3 Implizite Abbildungen und das L6sen von nicht linearen Gleichungen.

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel, das die Situation erldutern soll. Betrachte die
Funktion f:R? — R mit f(z,y) = 2% + y* — 1 und die nicht lineare Gleichung

flz,y) =2 4+9>—1=0. (16.5)
Diese Menge beschreibt den Kreis K mit Mittelpunkt (0,0) € R? und Radius 1.

y

Abbildung 16.1: Kreis

Betrachte einen festen Punkt (xg,y0) € K. Wann kénnen wir die Gleichung (16.5) in der
Nihe von (zg,yo) nach y auflésen, d.h. wann existiert eine Umgebung V' = U; x Uy und eine
Funktion g : Uy — Uz mit f(x,g(z)) = 0, so dass der Graph von g mit V' N K {ibereinstimmt?
Aus dem Bild ist offensichtlich, dass dies fiir (1,0) nicht moglich ist.

Wir wissen, dass grad f(z,y) = (%(:p,y), g—i(x, y)) fiir alle (z,y) € K senkrecht auf K steht.
Insbesondere ist die y-Komponente %(957 y) des Gradienten an der Stelle (1,0) gleich null.
Es ist aus obigem Bild anschaulich klar, dass es eine Funktion g geben muss, die die Gleichung

(16.5) um (0, yo) lokal lost, falls 57 (o, o) # 0.

Analog kénnen wir das Gleichungssystem nach x auflosen, falls %(xo, yo) # 0 ist.

Im allgemeinen werden unsere Variablen z,y Vektoren sein. Wir betrachten also folgende
Situation: Es seien X,Y,Z Banachrdume, U C X x Y offen und f : U — Z eine stetig
differenzierbare Funktion. Sei f(zg,y0) = 0, so wollen wir das Gleichungssystem f(z,y) = 0
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lokal nach y auflésen. Dies bedeutet, dass wir Umgebungen U; C X von zg und Uy C Y von
yo mit Uy x Us C U sowie eine Funktion ¢ : U; — Us finden miissen mit f(z, g(x)) = 0 und

fFH0)NUy x Uy = {(z,g(x)) | €U} = Graph(g).
Betrachte zunéchst das Differential
Df(xo,y0): X XY = Z
und schreibe es in der Form

D f(x0,y0)(h, k) = D f(x0,y0)(h,0) + D f(z0,y0)(0, k).

Definiere die partiellen Differentiale Dx f(xo,yo) : X — Z und Dy f(zo,y0) : Y — Z durch

Dx f(xo,y0)(h) := D f(z0,90)(h,0) und Dy f(z0,y0)(k) := Df(z0,y0)(0, k).

Die Differentiale Dx f(xo,y0) und Dy f(zo,y0) sind nichts anderes als die Ableitungen der
partiellen Abbildungen = — f(z,y0) bzw. y — f(x0,y) im Punkte xg bzw. yo. Damit hat
D f(z0,yo) also die Darstellung

Df(xo,y0)(h, k) = Dx f(z0,y0)(h) + Dy f(z0,y0) (k).

Ist Dy f(xo,yo) invertierbar, so ist D f(xo,yo) surjektiv. Insbesondere kann man im Fall end-
lichdimensionaler Vektorrdume X,Z zu f : X — Z fiir Df(%o) surjektiv auch umgekehrt
einen Untervektorraum Y C X mit dimY = dim Z so wihlen, dass Dy (Z() invertierbar ist.

Satz 16.3.1 (Satz iiber implizite Funktionen). Es seien X,Y,Z Banachriume und W C
X XY offen. Sei f : W — Z eine C1-Abbildung und f(xo,y0) = 0. Ist das partielle Differential

Dy f(zo0,y0) € L(Y, Z)

inwvertierbar, so existieren Umgebungen U; C X von xg und Uy CY wvon yg mit Uy x Uy C W
und eine C-Funktion g: U — Us, so dass

FHO)N (U1 x U2) = {(w,9(x)) | « €U} (16.6)
Bemerkung. Die Gleichung (16.6) ldsst sich auch wie folgt interpretieren:
f(z,y) =0 mit (z,y) € Uy x Uy & y = g(x) mit z € Uy.

Man sagt: Die Abbildung g ist durch die Gleichung f(x,y) = 0 in der Umgebung von (¢, 3o)
implizit definiert.

Beweis. Der Beweis wird auf das Inverse Funktionen - Theorem zuriickgefiihrt.

Wir betrachten die Abbildung ¢ : W — X x Z mit ¢(z,y) = (z, f(x,y)). Das Differential
Dy(xo,y0) : X x Y — X x Z ist dann eine bijektive lineare Abbildung mit stetiger Inverser.
Denn

Dy(z0,90)(h, k) = (h, Dxf(z0,%0)(h) + Dy f(z0,v0)(k))
= (h, Dy f(z0,y0)(k + (Dy f(z0,90)) " Dx f(z0, y0)(h))
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grad f

ol |

Abbildung 16.2: Implizit definierte Funktionen

fir h € X,k € Y. Die Inverse Do(zg,y0) "' : X x Z — X x X ist somit durch

Dg(xo,y0) " (W', k') = (W, (Dy f(wo,90)) "'k — (Dy f (w0, y0) "' Dx f (0, yo)h')

gegeben. Diese Abbildung ist als Verkniipfung von stetigen Abbildungen stetig.

Wir wenden nun auf ¢ in (zg,yo) den Umkehrsatz an. Daher existiert eine offene Umgebung
U C W von (zg,y0) und V von ¢(zg, yo) = (x0,0), so dass ¢ : U — V ein Diffeomorphismus
ist. Dabei ist o= : V — U fiir (£,4) € V C X x Z von der Form:

e (&) = (& 0(E ),

wobei ¢ : V — Y eine Cl-Abbildung ist. Fiir (x,%) € U lisst sich die Gleichung f(z,y) = 0
wie folgt umformen:

f@,y) =0 o(z,y) = (2,0) & (z,y) = ¢ ' (2,0) & (z,y) = (z,¥(z,0)).

Insbesondere ist 1(x9,0) = yo. Wegen der Stetigkeit von 1) existiert eine Umgebung U; von
xo und Uy von yo, so dass ¥(x,0) € U, fiir alle x € U;. Definiere nun die Funktion g : U; — Us
durch g(z) := v(x,0). Damit ist g eine C'-Abbildung mit f(z,g(z)) = 0. U

Bemerkung. Das Differential von g lésst sich leicht aus der Kettenregel berechnen, denn
fo(idx,g) = konst. = D(fo(idx,g))=Df(z,g(z))o (idx, Dg(z)) = 0
fir alle x € U;. Da

Df(x,g(x))(h, k) = Dx f(z,9(x))(h) + Dy f(z, g(x))(k),

folgt
0= Df(z,g(x))(h, Dg(x)(h)) = Dx f(x, g(x))h + Dy f(z, g(x)) Dg(x)h
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und damit erhalten wir fiir z = xg und yo = g(x¢):

Dg(x0) = —Dy f(z0,50) " (Dx f(z0,y0))-
Beispiele.

(1) Fall einer Gleichung;:
Sei f:R™ — Rund f(ai, -+ ,an) =0 fur ein (ay,...,a,) € R™. Ist

0

axf;(al,...,an) 7é O7
so existiert eine Umgebung U; C R™ ! von (a1, ,an—1) und eine Umgebung Us C R
von an, so dass g : Uy — U C R die Gleichung f(x1,---,x,) = 0 nach z, auflost, d.h.

f(xh o 7In—1;g($17 .. ,S[?n_l)) = 0.
Insbesondere gilt:

-1 af of

5= flar,...,an1) Oz’ T Orny

).

Dg(ai,...,an—1) =

(2) Gleichungsystem bestehend aus zwei Gleichungen f : R — R2:

flayye) = (@ +y8 + 95— T,ay1 + yiye + yox +2)
f(2,-1,0) = 8—-1-7,-2+2)=0
3y2 3y2
Dyf($7ylay2) = ! ?
rT+1Y2 Y1+
30
Dyf(2a_170) =
2 1

det D, f(2,—1,0) = 3

= Dy, f: R? — R? ist invertierbar. Aus dem implizte Funktionen - Theorem folgt damit
die Existenz eines offenen Intervalls I > 2 und einer stetig differenzierbaren Funktion
g: I —R% sodass f(x,91(z),g2(x)) = 0.

16.4 Differenzierbare Untermannigfaltigkeiten des R"

Bisher haben wir die Differentialrechnung nur auf Vektorrdumen betrieben. Dieser Rahmen
ist aus vielen Griinden viel zu eng. Zum Beispiel ist es oft erforderlich, Extremwerte von Funk-
tionen unter Nebenbedingungen zu bestimmen. Diese Nebenbedingungen sind oft durch Glei-
chungen bestimmt, deren Losungsmenge keine Vektorraumstruktur, jedoch in vielen Féllen
die Struktur einer Untermannigfaltigkeit hat.
n
Beispiel. Sei > xf = 1, hier ist die Losungsmenge die Sphére mit Radius 1 um den
i=1

Ursprung des R™.
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Definition 16.4.1. Eine Teilmenge M* C R™ heifit k-dimensionale differenzierbare Unter-
mannigfaltigkeit des R™, falls fir jedes p € MF* eine offene Umgebung W C R™ von p und
ein Diffeomorphismus ¢ : W — V C R" existiert mit

oW NMF =RFx {0}) NV
wobei 0 € R *. Die Einschrankung von ¢ auf W N M* heiit auch Karte.

R™n A

A
w
M”k
phi
_—  Tau
/
\'%

T RA
U*0 Rk

R -k A

Abbildung 16.3: Untermannigfaltigkeit

Bemerkungen.

(a) Diese Definition ldsst sich auch wie folgt interpretieren. Eine k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des R™ liegt lokal im R wie der R¥ im R™.

(b) Die Einschriankung von ¢ auf U N MF, : W N M* — R¥ x {0} NV, heiBt auch die durch
¢ induzierte Karte von M*. Die Menge (R* x {0}) NV ist von der Form U x {0}, wobei
U eine offene Teilmenge des R¥ ist. Daher kénnen wir die Karte ¢ als Abbildung von
W N M* nach U auffassen. Die Inverse einer Karte ¢ : W N M* — U heiit auch lokale
Parametrisierung von MF.

(c) Seien Wq, Wy C R™ zwei offene Umgebungen von p € M k und seien p1: Wy =V CR?
sowie g : Wy — Vo C R”™ zwei Diffeomorphismen mit

o1 (W1 N M*) = (RF x {0}) NV} sowie oWy N M*) = (RF x {0}) N V4,
so ist fir W = Wy N Wy
pa ol (W N MF) = @o(W N MF)

ein Diffemorphismus. Dieser Diffeomorphismus heifit auch Kartenwechsel . Bei der De-
finition “abstrakter Mannigfaltigkeiten” (d.h. solcher, die nicht von einem umgebenden
Raum Gebrauch machen), ist die Differenzierbarkeit des Kartenwechsels Bestandteil der
Definition (z.B. in der Relativititstheorie).

Beispiele.
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(a)

Graphen von stetig differenzierbaren Abbildungen sind Untermannigfaltigkeiten. Sei
U C R” offen und f : U — RF stetig differenzierbar. Dann ist der Graph von f

Gr=A(z, f(z)) | z €U}

eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit der Dimension n von R"*¥. Denn W :=
U x R¥ ¢ R" x R* ist eine offene Teilmenge von R"** und die Abbildung

e: W =W mit p(z,y) = (z, f(z) —y).

ist stetig differenzierbar. Auflierdem ist ¢ : W — W eine Involution, d.h. es gilt ¢ o
o(z,y) = o(z, f(z) — y) = (x,y) und somit ist ¢! = ¢ ebenfalls stetig differenzierbar
und somit ein Diffeomorphisms. Ist insbesondere (z,y) € W N Gy, d.h. y = f(x), so
folgt p(z,y) = (x,0) € R™ x R*.

n+1
St ={x e R"™ | Y a2 = ||z)* = 1}
=1

ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™*!. Seien N = (0,...,0,1) der
Nordpol und S = (0,...,0,—1) der Siidpol von S™ . Betrachte die Abbildung ¢y :
R\ {N} — R"*1\ {N} gegeben durch

2
(x — N,x — N)

on(z) =N+ (x — N)

Diese Abbildung ist offensichtlich stetig differenzierbar. Diese Abbildung ist auch eine
Involution, denn

2 2(z — N)
enopNn(z) =N+ 2(z—N) Z(IfN)> <|x—N||2> -

{(a=nT2> o= N2

Damit ist insbesondere ¢ : R\ {N} — R*T1\ {N} ein Diffeomorphismus. AuBerdem
ist on(z) € R™ x {0}, falls z € S™. Dazu geniigt zu zeigen: (pn(x), N) = 0. Dies folgt
aus

2(x — N, N)
(x — N,x — N)
2(x,N) — 2
[z]|* = 2(z, N) + [ V]|

(en(z),N) = (N,N)+

. Genauso ist die Abbildung ¢g : R"*1\ {S} — R"1\ {S} mit

2

ps(x) =S+ m(

x—.9)

eine Involution mit pg(S™) C R™ x {0}. Da S™ in der Vereinigung der offenen Mengen
R*™ 1\ {N} und R\ {S} enthalten ist, ist S™ eine n-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit von R"*+1.

Die zu ¢ bzw. pg zugehorigen Karten o : S"\{N} — R" x {0} bzw. g : S"\{S} —
R™ x {0} werden stereographische Projektionen von Nordpol N = (0,...,0,1) bzw.
Siidpol S = (0,...,0,—1) genannt.
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RA2*%0

x_2

phi(x)

Abbildung 16.4: Stereographische Projektion zu N

Oft sind Untermannigfaltigkeiten durch Gleichungssysteme gegeben.

Satz 16.4.2. Sei f : U — R* stetig differenzierbar und U C R™ offen. Sei a € R* ein
regulirer Wert von f, d.h. Df(x) sei surjektiv fir alle x € f~'(a). Dann ist f~'(a) eine
(n — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

Bemerkung. n > k folgt aus der Surjektivitdt von D f(z).

Beweis. Setze u = (z,y) mit x € R" % y € R*. Es sei (z0,y0) € f~!(a). Nach eventueller
Permutation der Variablen nehme an, dass

DYf($07 yO) = ((fiﬁ(mm y0)7 ceey £($Oa y0)>

invertierbar ist. Nach dem Implizite Funktionen - Satz kénnen wir die Gleichung f(x,y) = a
lokal nach y auflésen. Dies heifit, dass offene Umgebungen V; von zq € R** und V5 von
Yo € R* und eine Abbildung g : Vi — V5 existieren mit

FHa) (Wi x Vo) = {(z,9(2)) | = € i} =Gy

Wir haben also damit gezeigt, dass zu jedem (zg,70) € f'(a) eine offene Umgebung W
des R™ der Form W =V} x Vo € R"™F x R¥ existiert, wobei f~'(a) N U Graph einer stetig
differenzierbaren Funktion ¢ : V; — R* ist. Wegen des obigen Beispiels (a) ist somit f~!(a)

eine (n — k)- dimensionale Untermannigfaltigkeit des R”. 0
Beispiele.
n+1
(a) Betrachte f : R"™! — R mit f(z1, -+ ,2n11) = Y. 22. Insbesondere ist f~1(1) = S™.

=1
Da Df(x) = 2(x1,--- ,x,) # 0 fiir alle x € f71(1) ist Df(x) : R**! — R surjektiv und

damit f~1(1) eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"*1,
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fA—1(a) U

/

Abbildung 16.5: Das Urbild eines reguldren Wertes ist eine Untermannigfaltigkeit

(b) Betrachte den Vektorraum

2

M(n,R)={A] A reellen x n Matrix } 2 R" x...xR" =R"
der reellen n x n Matrizen.

(1) SL(n,R) ={A € M(n,R) | det A =1} heifit spezielle lineare Gruppe (vgl.11.2.5) .
Sie ist eine n? —1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R”Q, denn det : R"* — R
ist stetig differenzierbar und

Ddet(ay,...,an)(h1,...,hy) =
det(hy,ag,...,a,) + det(ai, ho,as,...,an) + ... +det(ay,...,an—1, hy).

Damit ist Ddet(aq,...,ay) : R™ — R surjektiv fiir alle A = (a1,...,an) €
det™%(1), denn z.B. ist

Ddet(ay,...,ay)(a1,0,...,0) = det(ay,...,a,) =1F#0.

SL(n,R) ist eine Untermannigfaltigkeit mit einer Gruppenstruktur. Solche Man-
nigfaltigkeiten heiflen Liegruppen.

(2) O(n,R) = {A € M(n,R) | AA" = id} heifit orthogonale Gruppe (vgl. 13.5.13).
Betrachte den Vektorraum

Sym(n,R) = {B € M(n,R) | B = B}

der symmetrischen Matrizen. Dann gilt dim Sym(n, R) = §(n+1) und somit kann
man Sym(n, R) mit Rz ™+ identifizieren. Betrachte die Abbildung

F: M(n,R) — Sym(n,R)
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mit F(A) = AA!. Dann ist F~1(id) = O(n,R). Da die Abbildung
G:M(n,R)x M(n,R) = M(n,R)

mit G(A, B) = AB! bilinear — und wegen endlicher Dimension auch stetig — ist, ist
nach Satz 15.4.4 G und somit auch F' stetig differenzierbar, wobei die Ableitung
DF(A): M(n,R) — Sym(n,R) durch

DF(A)H = HA' + AH!

gegeben ist. Das Differential DF(A) ist fiir alle A € F~!(id) surjektiv, denn fiir
jedes S € Sym(n,R) ist H = %SA wegen

DF(A)H = HA' + AH' = %S - %St =S

ein Urbild von S unter DF(A). Es gilt:

n2 n n2

dim O(n,R) = dim M (n,R) —dim Sym(n,R) = n? — — — = = L ﬁ(n—l).

2 2 2 2 2
Da O(n,R) als Teilmenge von R™ = M(n,R) abgeschlossen und beschrénkt ist
(Satz v. Heine-Borel), ist O(n,R) im Gegensatz zu SL(n,R) kompakt. Diese Menge
ist nicht zusammenhéngend. Sie besteht aus zwel Zusammenhangskomponenten,
nédmlich solchen Matrizen mit Determinante 1 und solchen mit Determinante —1.
Denn wire O(n, R) wegzusammenhéngend, so gébe es eine stetige Kurve ¢ : [0, 1] —
O(n,R) mit det¢(0) = 1,det¢(1) = —1. Dann ist aber detoc : [0,1] — R stetig.
Dies widerspricht dem Zwischenwertsatz.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, Untermannigfaltigkeiten mittels Parametrisierungen
darzustellen.

Definition 16.4.3. Sei U C R offen und f : U — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung.
Dann heift f Immersion (Parametrisierung), falls D f(x) € L(RF,R™) fiir alle z € U injektiv
ist.

Bemerkungen.
(a) Da Df(x) injektiv ist, folgt k < n.

(b) Unter f(U) stellen wir uns ein k-dimensionales Fliachenstiick vor. Diese Flidchenstiicke
konnen Selbstdurchdringungen aufweisen.

(c) Ist M* C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R", so existiert nach Defi-
nition fiir jedes p € M eine offene Umgebung W C R"™ von p und ein Diffeomorphismus
p: W =V CR" mit

(W N M = (RF x {0})NV :=U x {0}

Die Umkehrung « : U — W N M* mit (z) = ¢~ (x,0) ist eine Immersion. Sie stellt
also eine lokale Parametrisierung von M* dar.
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R*n A R n—k |

M"k

T R~k

A
A\
i —
x,0

Abbildung 16.6: Immersion

z A

Abbildung 16.7: Rotationsfliche

Beispiele.

(a) Rotationsflichen
Betrachte die stetig differenzierbare Kurve ¢ : (a,b) — R? mit c(t) = (z(¢),0,2(¢))
in der (z,2)-Ebene, wobei x(t) > 0 und 2/(t)? + 2/(t)? > 0. Die Rotationsfliche mit
Rotationsachse z ist dann durch

f(t,a) = (z(t) cosax(t) sina, z(t))
gegeben. Das Differential an der Stelle (¢, a) ist

2/ (t)cosa —x(t)sina

()
Df(t,a) =] 2/(t)sina  z(t)cosa
2'(t) 0
Da die Spaltenvektoren senkrecht aufeinander stehen und von null verschieden sind,
sind sie linear unabhéngig. Damit ist D f(¢, «) injektiv.
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(b) Graphen
Sei U C R? offen und g : U — R stetig differenzierbar. Betrachte f : U — R3 mit

fu,v) = (u,v,g(u, v)).

./

Abbildung 16.8: Graph

Dann gilt:
1 0
Df(u,v) = 0 1
0, 2]
e (u,v) 52 (u,v)
Die Spaltenvektoren sind linear unabhéngig.

Satz 16.4.4. Sei U C R* offen und f : U — R" eine Immersion. Dann existiert zu jedem
xo € U eine offene Umgebung Uy C U von xg, so dass f(Up) C R™ eine k -dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R™ ist.

Beweis. Da

2] 2]

o8 (x0) ... §l ()
D f(xg) =

Afn Ofn

Lo(@o) ... §(wo)

injektiv ist, sind k-Zeilenvektoren linear unabhéngig. Nehme an, dass die ersten k-Zeilen linear
unabhéngig sind, d.h. dass die Matrix

ofi
(xg)) = A
(395]' 1<i,j<k

invertierbar ist. Sonst betrachte die Permutation P : R™ — R™ der Koordinaten, so dass
f = Po f die verlangte Eigenschaft besitzt. Betrachte nun die Abbildung F : U x R" % — R®
mit F(z,y) = f(z) + (0,y). Dann gilt

A 0
DF(x,0) = :R* — R"
* id
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R*n-k

Abbildung 16.9: Zu Satz 16.4.4

ist invertierbar, da die Spalten linear unabhéngig sind. Nach dem Inverse Funktionen - Theo-
rem besitzt F eine lokale stetig differenzierbare Umkehrung, d.h. es gibt eine offene Umgebung

V=UyxU cUxR"*

von (xg,0) € R" und W C R" eine offene Umgebung von f(x¢) = F(x0,0),sodass F' : V — W
bijektiv ist mit der stetig differenzierbaren Inversen ¢ := F~! : W — V. Dann gilt: f(Uy) C W
und (W N f(Uy)) = RE x {0} NV 0

Bemerkung. Ist f : U — R™ eine Immersion, so muss f(U) C R" selbst dann keine
Untermannigfaltigkeit sein, falls f: U — f(U) bijektiv ist. Existiert jedoch eine stetige Um-
kehrung, so ist f(U) eine Untermannigfaltigkeit von R™. In Aufgabe 2(b) von Aufgabenblatt
6 ist ein Beispiel einer stetigen bijektiven Abbildung diskutiert worden, deren Inverse nicht
stetig ist.

Bijektive stetige Abbildungen, deren Inverse ebenfalls stetig sind, heilen Hom&omorphismen.
Allgemein definiert man

Definition 16.4.5. Seien (Mj,d;) und (Ma,ds) metrische Radume und f : M; — Mo ei-
ne stetige Abbildung mit stetiger Inverser f~' : My — Mj. Dann heifit f : M; — M,
Homdomorphismus.

Bemerkung. Ist f: M; — M ein Homoomorphismus, so ist nicht nur das Urbild, sondern
auch das Bild einer offenen Menge offen.

Ist A Teilmenge eines metrischen Raumes (M, d), so ist (A, d) wieder ein metrischer Raum.
Eine Teilmenge U C A ist genau dann offen im metrischen Raum (A, d), falls eine offene
Teilmenge W C M existiert mit U = ANW.

Definition 16.4.6. Eine Immersion f : U — R"™ heifit Einbettung, falls f : U — f(U) ein
Homoémorphismus ist, d.h. f : U — f(U) ist bijektivund f : U — f(U) sowie f~!: f(U) = U
sind stetig.

Satz 16.4.7. Ist U C RF offen und f : U — R™ eine Einbettung, so ist f(U) eine k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.
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Beweis. Da f:U — R" insbesondere eine Immersion ist, existiert zu jedem zg € U eine
offene Umgebung Uy C U von xg, so dass f(Uy) C R" eine k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit des R™ ist. Daher existiert zu jedem y € f(Up) eine offene Umgebung W7 C R™ und
ein Diffeomorphismus ¢ : W7 — V auf eine offene Menge V' C R" mit

p(W1N f(Un)) = (R x {0}) NV,

wobei 0 € R"*. Da aber f auch eine Einbettung ist, ist f(Up) offen als Teilmenge von
f(U). Daraus folgt (siche obige Bemerkung) die Existenz einer offenen Menge W5 C R™ mit
f(Uo) = f(U) N Wsy. Also gilt fiir W := Wy, N Wa:

(W N f(U)) = Wi N f(Up) = (R* x {0})nV

und somit ist auch f(U) C R™ eine Untermannigfaltigkeit. U
R
A\ Rn [
W2
Wi
f p
P N
uo

[ A
N /

\%

P
) \/\/ ) Rk
Abbildung 16.10: Zu Satz 16.4.7

16.5 Tangentialraum und Normalraum

Definition 16.5.1. (Tangentialraum)
Sei M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und p € M. Dann heif3t

TpM = {¢(0) | ¢: (—€,+€) — M differenzierbare Kurve mit ¢(0) = p, e > 0}
Tangentialraum von p € M. Die Elemente von T, M heiflen Tangentialvektoren.

Satz 16.5.2. Sei ¢ : U — R" eine lokale Parametrisierung der k-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit M mit () = p. Dann ist T,M = Dv(z)(RF). Insbesondere ist T,M ein
k-dimensionaler linearer Untervektorraum von R™.

Beweis.

(i) Wir zeigen zunéchst:
T,M C Dy(z)(R").

Sei ¢ : (—e€, +€) — M eine differenzierbare Kurve mit ¢(0) = p, so dass ¢(—¢, +¢€) C ¥ (U).
Sei « =~ Loc: (—¢ +¢) — U die Urbildkurve von ¢ unter 1. Dann gilt: ¢ = 1 o & und
¢(0) = Dip(c(0))@(0) = Dap(x)c(0), wobei &(0) € R,
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A R

Abbildung 16.11: Tangentialraum

R”k R”n

psi
/EI)\ ST

Abbildung 16.12: Zu Satz 16.5.2

(ii) Wir zeigen nun
Dy (x)(RF) ¢ T,M.

Sei w = Dy(z)(v) € Dip(x)(RF), so betrachte die Kurve a : (—¢,€) — M mit a(t) =
x+tv € U fiir t € (—e,+e€). Sei c(t) = 1 o aft), so folgt aus der Kettenregel: ¢(0) =
Dy(x)(v) € T,M.

Da Dy(z) : RE — R" eine injektive lineare Abbildung ist, ist somit Dy (R¥) = T,M ein
k-dimensionaler linearer Untervektorraum von R". U

Bemerkung. Ist eq,...,e, € RF die Standardbasis, so bilden die Vektoren

9y

Dy(z)(er) = 5 -

(x), i€ {1,...,k}

eine Basis von T}, M.

Definition 16.5.3. Ist M C R" eine Untermannigfaltigkeit und p € M, so heifit
N,M ={veR"| (v,w) =0 fiir alle w € T,M} =: (T,M)*

der Normalraum von M in p. Dabei bezeichnet (, ) das kanonische Skalarprodukt des R™.
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Abbildung 16.13: Basis des T),M

A R™

NpM M

TpM

Abbildung 16.14: Normalenraum

Der Normalenraum lésst sich fiir Untermannigfaltigkeiten, die durch Gleichungssysteme ge-
geben sind, ohne Kenntnis des Tangentialraumes beschreiben.

Satz 16.5.4. Sei U C R™ offen, f = (f1,..., fx) : U = R¥ eine C'-Abbildung und a € R* ein
regulirer Wert von f, d.h. fiir alle p € f~'(a) ist das Differential Df(p) : R* — R* surjektiv.
Dann sind die Vektoren

grad f1(p),...,grad fr(p)

linear unabhdingig und bilden eine Basis des Normalraumes N,M, an die (n—k)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit M, = f~'(a) im Punkte p.

Beweis. Da Df(p) surjektiv ist und

grad f1(p)
Df(p) = :

grad fi(p)

die Jacobimatrix darstellt, sind die Vektoren grad f1(p),...,grad fx(p) linear unabhéngig. Sei
c:(—€€) = M, eine Kurve mit ¢(0) = p. Dann ist f; o ¢(t) = a; die i-te Komponente von a
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fA—1(a) U

gradf

/

Abbildung 16.15: grad f; stehen senkrecht auf M,.

und somit konstant. Dann gilt:

d
0= —
dt

fioc(t) = (grad fi(p), ¢(0))

t=0
und somit ist grad f;(p) € N,M,. Da N,M, das orthogonale Komplement zu T),M, ist, folgt

N, M, & T,M = R"

und somit dimN,M, = n — (n — k) = k. Aus der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren
grad f1(p),...,grad fx(p) folgt somit die Behauptung. U

16.6 Lokale Extrema und Lagrangesche Multiplikatoren

Genau wie bei Funktionen auf Vektorrdumen lésst sich der Begriff des Extremums fiir Funk-
tionen auf Untermannigfaltigkeiten erkléren.

Definition 16.6.1. Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und f : M — R™ eine Abbildung.
Dann heifit f differenzierbar in p € M, falls f eine differenzierbare Erweiterung in einer
offenen Umgebung U C R”™ von p besitzt, d.h. es existiert eine differenzierbare Abbildung
F:U — Rmit F(q) = f(q) fir alle ¢ € UN M. Definiere das Differential Df(p) : T,M — R"
von f im Punkte p durch

Df(p)(v) = DF(p)(v)
fiir alle v € T, M.

Bemerkung. Die Abbildung Df(p) : T,M — R™ ist wohldefiniert, denn ist v € T,M so
existiert eine differenzierbare Kurve ¢ : (—¢,+€) — M mit ¢(0) = v. Dann gilt:
. Fle) = F(e(0)) _

DF(p)(v) = DF(p)(é(0) = Fo¢(0) = lim t Foc(0).
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Insbesondere héngt D f(p)(v) nicht von der Wahl der Fortsetzung F' ab. Wegen D f(p) =
DF(p)|t,a ist Df : TpM — R™ € L(T,M,R") eine lineare Abbildung.

Definition 16.6.2. Sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit und f : M — R eine Abbildung.
Dann heifit p € M lokales Mazimum (Minimum) , falls eine offene Umgebung U C R™ von p
existiert, so dass f(p) > f(q) (f(p) < f(q)) fir alleq e M NU.

Bemerkung. Ein lokales Maximum bzw. Minimum p heiit auch lokales Extremum (Ex-
tremalstelle) .

Definition 16.6.3. Sei f : M — R in p € M differenzierbar, so heifit p kritischer Punkt,
falls Df(p) =0 € L(T,M,R).

Bemerkung. Ist F': U — R eine differenzierbare Erweiterung von f in einer Umgebung
U C R" von p, so ist Df(p)v = DF(p)v = (grad F(p),v) fiir alle v € T, M. Daher ist p genau
dann ein kritischer Punkt, falls grad F'(p) € N, M.

Satz 16.6.4. Ist p € M eine Extremalstelle von f, so ist p ein kritischer Punkt.

Beweis.  Sei c¢: (—¢€,€) — M eine differenzierbare Kurve mit ¢(0) = p. Dann ist
d .
0= 21 Joelt) = DIR)EO)),
t=0
falls p eine Extremalstelle ist, denn 0 ist eine Extremalstelle von ¢t — f o ¢(¢). U

Bemerkung. Seien U C R” offen, f : U — R™ und M C R” eine Untermannigfaltigkeit.
Ist p € M NU eine Extremalstelle von f : M NU — R, so heifit p Extremalstelle von f
unter der “Nebenbedingung” M. Diese Nebenbedingung ist oft durch ein Gleichungssystem
gegeben.

Korollar 16.6.5. Seien U C R” offen, f : U — R und g : U — RF stetig differenzierba-
re Abbildungen und a € R¥ ein regulirer Wert von g = (g1,...,9x). Sei p € g~ '(a) eine
Extremalstelle von f unter der Nebenbedingung

My=g ' (a)={z e U] g(z) = a}.
Dann ist grad f(p) € N,M, und es existieren Koeffizienten \q,...,\, € R mit

grad f(p) = A1 grad g1(p) + ... + A grad gk (p). (16.7)

Die Koeffizienten A1, ..., A heiffen Lagrangesche Multiplikatoren.

Beweis. Ist p eine Extremalstelle von f|ar, : My — R, so ist D f|a, (p) : TpM, — R die
Nullabbildung.

Da f eine differenzierbare Erweiterung von f|yy, ist, ist wegen obiger Bemerkung grad f(p) €
N,M,. Da die Vektoren grad gi(p),...,grad gr(p) wegen Satz 16.5.4 den Normalraum auf-
spannen, folgt die Behauptung. U
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Bemerkung. Ist (16.7) erfiillt, so muss p im Allgemeinen deshalb noch keine Extremal-
stelle sein. Um zu entscheiden, ob es sich um ein Maximum oder Minimum handelt, muss
man analog zu Satz 15.7.5 die zweite Ableitung von f in p berechnen. Gilt fiir jede Kurve
c: (—e,e) = My mit ¢(0) = p,v:=¢(0) #0

d2

=—| foc(t)>0 bzw. <O,
dt?|,_,

D*f(p)(v,v)
so handelt es sich bei p um ein Minimum bzw. Maximum.
Beispiele.
(a) Betrachte die Abbildung f : R™ — R mit
flxr, ... xn) =21 ... T
Sei U = {(z1,...,2,) | x; >0} und g : U — R die Abbildung mit
g(T1,. .y xp) =21+ .o+ Ty
Sei M die Untermannigfaltigkeit des R mit
M:gfl(l) ={(z1,...,2n) €U | 21+ -+, =1}.
Dann ist der Abschluss M kompakt und durch
M ={(z1,...,20) | 21+ +zp=1, 2 >0}

gegeben. Daher besitzt f|;; ein globales Maximum. Dieses Maximum wird in M ange-

nommen, denn ist x € M \ M, so ist x; = 0 fiir wenigstens ein i € {1,...,n} und somit
f(x) = 0. Nach dem obigen Korollar existiert dann ein p = (p1,...,pp) € M und A € R
mit

Agrad g(p) = grad f(p)

oder in dquivalenter Formulierung:

dg of
A=—p)=A==——-(P) =p1-... Pr_ . Dne
By (p) B, (p) =m Pk—1Pk+1--- " Pn
Somit folgt Apy = p1 - ... pp und damit erhalten wir durch aufsummieren:
A=AP1+...+pn) =np1-... pp = nApg.
Da pr # 0 erhalten wir:
1
Pk = —-
n
Daraus folgt:
1
fley, ..o jxn) =21 ... - xpy < v

n

fiir alle ; > 0 mit Y  x; = 1. Da nur ein Extremwert auf M existiert, ist das globale
i=1

Maximum eindeutig bestimmt und es gilt die Gleichheit dann, und nur dann, falls z; = %
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fir allei € {1,--- ,n}.

Dieses Beispiel hat folgende Anwendung: Sei (ai,...,a,) € R" mit a; > 0, so ist
p= @) gy
> a;
i=1
Also gilt:
Il
a;
i 1
zn—l < ﬁ
(22 ai)"
i=1
oder
1 n
(a1 -...-an)l/n < . ;ai.
1=
Dabei gilt die Gleichheit nur dann, falls a; = ... = a, gilt. Man sagt, dass das geome-

trische Mittel kleiner als das arithmetische Mittel ist.

Hier wollen wir mit analytischen Mitteln die Diagonalisierbarkeit von symmetrischen
Matrizen beweisen. Sei A € Sym(n,R) eine symmetrische n x n-Matrix. Betrachte die
Abbildung f : R” — R mit

f(x) = (Az, z)
und g : R®™ — R die Abbildung mit

g(x) = (z,z) = ZxQ-

Dann ist g~ (1) = S~ ! und

gradg(x) = 2(x1,...,2,) #0

fiir (z1,...,2,) € S""1. Da S"~! kompakt ist, nimmt f auf S"~! an einer Stelle p =
(p1,---,pn) € S"! ein Maximum an. Da A symmetrisch ist, folgt

Df(x)h = (Ah,x) + (Azx, h) = 2(h, Azx) = (h, grad f(x))

fiir alle h € R™. Also ist
2Azx = grad f(x).

Aus grad f(p) = Agrad g(p) folgt 2A(p) = 2Ap, d.-h. Ap = Ap und somit ist p Eigen-
vektor von A. Das orthogonale Komplement von E, = Span{p} ist der lineare (n — 1)-
dimensionale Untervektorraum

1 _
Ep - {'CU S Rn | <$7p> - 0}
Da A symmetrisch ist, gilt: A(EPL) C EpL, wegen:
(Azx,p) = (x, Ap) = (x, \p) = 0,

falls z € EpL. Mit obigem Argument hat dann aber auch A| gy einen Eigenvektor. Die
Wiederholung dieses Prozesses liefert eine direkte Summe orthogonaler Eigenrdume von

A.
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16.7 Gewdhnliche Differentialgleichungen und der Satz von Picard-Lindel6f.

Nun wollen wir den Banachschen Fixpunktsatz auf gewohnliche Differentialgleichungen an-
wenden. Gewisse lineare gewohnliche Differentialgleichungen sind uns schon in Kapitel 9 be-
gegnet und waren auch Gegenstand einer Reihe von Ubungsaufgaben. Nun wollen wir den
allgemeinen Fall untersuchen. Dazu miissen wir prézisieren, was wir unter einer gewdhnlichen
Differentialgleichung verstehen. Zunéchst erinnern wir an den Begriff des Vektorfeldes.

Sei U eine offene Teilmenge des R™ und k € NU {0}. Unter einem C*- Vektorfeld auf U ver-
stehen wir eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung F': U — R™. Fiir k = 0 erhalten wir

F

Mffff/ /
Wi /%

—=

Abbildung 16.16: zeitunabhingiges Vektorfeld

die stetigen Vektorfelder. Oft hangen diese Vektorfelder noch von einem zusétzlichen reellen
Parameter ab, der in der Physik meist als Zeit interpretiert wird. Genauer definiert man: Ist
I C R ein Intervall, so heifit eine Abbildung

F:IxU—R"

auch zeitabhéngiges Vektorfeld. Hier erlaubt man also, dass fiir jedes © € U der Vektor
F(t,z) sich mit ¢ € I in einem Zeitintervall I dndert. Ist J C I ein Intervall und ¢: J — U
eine differenzierbare Kurve, so heifit ¢ Integralkurve eines Vektorfeldes F': I x U — R"™, falls

&(t) = F(t, e(t)) (16.8)

fiir alle t € J gilt. Die Gleichung (16.8) heifit auch gewdhnliche, nicht autonome Differen-
tialgleichung erster Ordnung. Hangt das Vektorfeld F' : U — R™ nicht von der Zeit ab, so
heifit

¢(t) = F(e(t)) (16.9)

auch gewohnliche, autonome Differentialgleichung erster Ordnung. Die Menge U wird in der
Physik auch Phasenraum der Gleichung (16.8) bzw. (16.9) genannt. Ist (¢o,z0) € I x U und
¢:J — U eine Integralkurve von (16.8) mit c(tp) = xo, so sagen wir, dass ¢ eine Losung der
gewohnlichen Differentialgleichung (16.8) ist mit der Anfangsbedingung c(to) = xo.

Beispiele.

(a) Lineare Differentialgleichungen
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tl 2 3

\j

Abbildung 16.17: zeitabhéingiges Vektorfeld

Sind A: I — M(n,R) und b: I — R” stetige Kurven und F' : I x R" das Vektorfeld
mit

F(t,x) = A(t)x + b(t),
so heifit die Differentialgleichung
¢(t) = F(t,c(t) = A(t)e(t) + b(t) (16.10)

lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Ist b = 0, so heifit (16.10) auch homgene
lineare Differentialgleichung 1. Ordnung.

Hamiltonsche Differentialgleichungen
Seien U C R" eine offene Teilmenge und H : U x R® — R eine C?-Abbildung mit

(g,p) — H(q,p). Seien
0 = \Oaqr"" """ Oqn op = \op’ " dpa

die partiellen Ableitungen von H nach ¢ und nach p. Dann heifit

O0H OH
X =-——,—
das zu H gehorige Hamiltonsche Vektorfeld. Die Gleichung

(4(t),p(t)) = Xu(q(t), p(t)) (16.11)

heiflt Hamiltonsche Differentialgleichung. Viele Probleme, die in der Physik auftreten,
lassen sich durch Differentialgleichungen diesen Typs beschreiben. Dabei wird H als
Energie des Systems gedeutet. Als Beispiel betrachte die Funktionen T' : R™ — R mit
T(p) = 5(p,p) (kinetische Energie) und V € C*(U,R) (potentielle Energie). Dann ist
H(q,p) =T(p) + V(q) die Gesamtenergie des Systems.
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Definition 16.7.1. Es seien U C R”, [ ein Intervall und F : I x U — R"™ ein stetiges
Vektorfeld. Dann heifit F' Lipschitz-stetig auf U, falls eine Konstante (sog. Lipschitzkonstante)
L > 0 existiert, mit

[F(t,z) = F(t,y)|| < Lllz -y

fir alle (¢, ), (t,y) € I xU. F heiit lokal Lipschitz-stetig auf U, falls zu jedem (tg, z9) € I xU
eine Umgebung Iy x Uy C I xU von (tg, z¢) existiert, so dass F' : Iy x Uy — R™ Lipschitz-stetig
auf U ist.

Bemerkung. Ist F': 1 x U — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld, so ist F' lokal
Lipschitz-stetig auf U. Denn wegen der Stetigkeit von DF' existiert zu jeder kompakten Teil-
menge K C I x U ein L > 0 mit | DF((¢,z))|| < L fir alle (¢,z) € K. Ist nun K konvex, so
folgt aus dem Mittelwertsatz (siehe Korollar 15.3.16)

|F(t,z) = F(t, )|l < LIt 2) = (¢, y)ll = Lz =y
Insbesondere sind Mengen der Form @ = [a, b] x K (xo,r) kompakte konvexe Mengen.

Satz 16.7.2 (Picard-Lindelof). Seien I C R ein offenes Intervall, U C R™ eine offene Teil-
menge des R™ und F : I x U — R" ein stetiges Vektorfeld, das lokal Lipschitz-stetig auf U
ist. Dann existiert zu jedem Punkt (to,xo) ein 6 > 0 , so dass die Differentialgleichung

&(t) = F(t, e(t)) (16.12)
genau eine Liosung ¢ : [ty — d,to + 8] — U mit Anfangswert c(to) = xq besitzt.

Beweis. Es gilt: ¢ : [top — 0,tp + 0] — U ist genau dann eine Losung von (16.12) mit
Anfangswert c(ty) = zo, falls

t
o(t) = o + / F(s, o(s))ds

fiir alle ¢ € [ty — d,t0 + 0] gilt. Wir wollen diese Losung durch Anwendung des Banachschen
Fixpunktsatzes erhalten. Zunichst ist der Vektorraum C9([tg — d,to + d], R") beziiglich der
Maximumsnorm

lpllo := max{llp(®)[| | £ € [to — 0, t0 + 6]}

vollstéandig. Auflerdem ist fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C R™ die Menge
C[to — 8, to + 6], A) = {p € C%[to — J,t0 + 6], R™) | ¢(t) € A fiir alle t € [ty — J, o + 8]}
abgeschlossen und somit als metrischer Raum vollstdndig. Betrachte die Abbildung
T:C%[to — 6, tg + 6],U) — C*([to — 0,t9 + 6], R™) € C°([to — 6, to + 8], R™)

mit
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Sei @ := [ty — a, tg + a] X K(xo,r) eine kompakte Teilmenge von I x U, so dass
F:[to—a,to+a] x K(xg,7) = R"

auf K (xzg,r) Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L ist. Da F' insbesondere stetig ist, exis-
tiert eine Konstante M > 0 mit ||F(¢,z)|| < M. Wéhle nun ein § > 0 mit a > 6,0 M < r und
§L < 1. Betrachte die abgeschlossene Teilmenge von CO([tg — d,to + ], R™)

Asyi={p: [to = 6,t0 + 0] = K(zo,7) | ¢ stetig}.

Sie ist invariant unter 7' (d.h. T'(As,) C As,), denn

IT(@)(t) = ol < / 1E (s, o(s))llds < 6M <.

to

Auflerdem ist die Einschrénkung T": A(s,) — A(s,y eine Kontraktion, denn sind ¢, ¢ € Ay,
so folgt fur alle ¢ € [ty — 6, to + d]:

t

IT() () =T = /(F(S,w(S))—F(SW(S)))dS S/IIF(S,SD(S))—F(SW(S))HdS

/ Llig(s) - (s)lds < 5Lllp — vlo

to

IN

und somit

1T(p) =T (W)llo < 6Ll = ¥llo-

Da 0L < 1,ist T': A5y — A5y eine Kontraktion und besitzt somit genau einen Fixpunkt
(S A(&T). U

Bemerkung. Ist J C [ ein beliebiges Intervall und sind ¢ : J — U und ¢ : J = U
Integralkurven von (16.12) mit c(tg) = ¢(to) fiir ein ¢ty € J, so gilt: ¢(t) = ¢&(¢) fur alle t € J.
Denn die Menge

{teJ|c(t)=¢c)}

ist wegen der Stetigkeit der Kurven ¢ und ¢ abgeschlossen in J. Wegen des Satzes von Picard-
Lindelof ist diese Menge aber auch offen in J, denn ist t; € J, so existiert ein § > 0 mit
c(t) = é(t) fur alle t € JN [ty — d,t1 + 0]. Da J zusammenhingend ist, folgt die Behauptung.

Definition 16.7.3. Seien I C R ein offenes Intervall, U C R"™ eine offene Teilmenge des R"
und F': I xU — R" ein stetiges Vektorfeld. Sei J C [ ein Intervall mit g € J und ¢: J — R"
eine Integralkurve mit Anfangswert (tg,xo). Dann heifit ¢ : J — R™ maximal, falls fiir jede
weitere Integralkurve ¢ : J — R"™ mit Anfangswert (to,xo) gilt: J C J und c(t) = é&(t) fiir alle
teJ.

Satz 16.7.4. Sei F': I x U — R"™ ein stetiges Vektorfeld, das lokal Lipschitz-stetig auf der
offenen Menge U C R™ ist. Dann existiert zu jedem (to,xo) € I x U genau eine mazimale
Integralkurve c: Ji, z0) — R™. Auferdem ist das maximale Intervall Ji, .0y offen.
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Bewets. Sei

Jto,e0) = U J | es existiert eine Integralkurve ¢y : J — R™ mit c;(ty) = zo
JCI

Dann ist Ji 5,) als Vereinigung von Intervallen, welche ¢ enthalten, wieder ein Intervall.
Definiere eine Kurve ¢ : J( z,) = R™ mit

C(t) = CJ<t>7

falls t € J. Diese Definition hidngt nicht von der Wahl von J ab. Denn sind ¢, : J1 — R"™ und
¢, + J2 = R"™ zwei Integralkurven mit ¢y, (tg) = ¢, (to) und ¢t € JiNJa, so folgt ¢, (t) = ¢, ()
aus obiger Bemerkung. Damit ist ¢ : Jy, .,y — R" eine Integralkurve und nach Konstruktion
von Jy, ) ist sie auch maximal. Aulerdem ist das maximale Intervall J, ) offen, denn wiire
der rechte Randpunkt ¢4 von Ji; .0y in J4, 4, enthalten, so gibe es wegen des Satzes von
Picard-Lindelof ein 6 > 0 und eine Integralkurve ¢ : [0 +t4,0 +t4] — R” mit é(t4) = c(ty).
Somit lésst sich die Losung im Widerspruch zur Definition von Ji;, ) fortsetzen. Also gehort

der rechte Randpunkt ¢4 nicht zu J, 4. Dies gilt natiirlich auch fiir den linken Randpunkt.
U

Beispiel.  Betrachte das folgende zeitunabhingige Vektorfeld F' : R — R mit F(z) = 22+1.
Die zugehorige Differentialgleichung lautet

Diese Differentialgleichung l&ésst sich elementar 16sen, denn ist ¢ : I — R die maximale Losung
mit ¢(tg) = xo, so folgt aus

arctan(c(s))’ =

die Gleichung

é(s)

22y,
c(s)?+1 0

arctan(c(t)) — arctan(c(to)) = /

to
Also folgt
c(t) = tan(t — tg + arctan(zo)).

Ist yo = arctan(zg) € (—5,+75), so ist das maximale Lésungsintervall durch

™ s s T
T={teR|t—to+yo € (~5,+5)t = (-2 —yo+to,+3

_ t)
5 Yo + o

gegeben.

Dieses Beispiel zeigt, dass die maximale Integralkurve des zeitunabhéngigen Vektorfeldes F
jeden kompakten Bereich des Phasenraumes verlédsst. Der folgende Satz zeigt, dass dies im-
mer richtig ist, falls die maximale Integralkurve nicht auf dem maximal mdoglichen Intervall
definiert ist.

Satz 16.7.5. Sei —c0 < ap < bg < 00 und F : (ag,bp) x U — R™ ein Vektorfeld, das
lokal Lipschitz-stetig auf der offenen Menge U C R™ ist. Sei ¢ : (a,b) — R"™ die mazimale
Integralkurve zu dem Anfangswert c(tg) = xg. Ist b < by, so existiert zu jeder kompakten
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Teilmenge K C U und jedem € > 0 ein t € (b — €,b) mit c(t) ¢ K. Entsprechendes gilt fiir
den linken Randpunkt.

Verlduft insbesondere die Integralkurve ¢ ganz in einer kompakten Teilmenge von U, so ist ¢
auf dem ganzen Intervall (ag,by) erklirt.

Beweis. Sei ¢ : (a,b) — R" eine maximale Integralkurve mit b < by. Angenommen c(t)
wiirde nicht bei Anndherung von ¢ an den rechten Randpunkt jede kompakte Teilmenge von
U verlassen. Dann existiert also eine kompakte Teilmenge K C U und ein € > 0 mit ¢(t) € K
fiir alle ¢t € (b — €,b). Betrachte nun eine monoton steigende Folge ¢, € (b — €,b), die gegen
b konvergiert. Aus der Stetigkeit von F' folgt die Existenz einer Konstanten M > 0 mit
|F'(t,z)|| < M fiir alle (¢,x) € [b—¢€,b] x K. Dann folgt fiir n > m

le(tn) — c(tm)]l = / {(tydt| < / |F(t c(t)]|dt < (tn — tm) M.

Daher ist die Folge ¢(t,) eine Cauchyfolge und hat damit einen Grenzwert x in K. Auflerdem
héngt der Grenzwert nicht von der Wahl der Folge ab und somit ist die Fortsetzung ¢ : (a, b] —
R™ mit &(t) = ¢(t) fiir t € (a,b) und é(b) = x stetig. Nun gilt fiir alle ¢ € (a,b):

t

&) = 20 + / F(s,(s))ds.

to

Da beide Seiten in b stetig sind, gilt diese Gleichung auch fiir ¢ = b und somit ist ¢ : (a, b] — R"
eine Integralkurve mit ¢(tp) = xo im Widerspruch zur Maximalitdt von ¢ : (a,b) — R™. U

Unter gewissen Bedingungen existieren die Integralkurven auf dem maximal moglichen Inter-
vall. Dazu benétigen wir das folgende einfache Lemma von Gronwall.

Lemma 16.7.6 (Lemma von Gronwall). Sei u: I — R eine stetige nicht-negative Funktion
auf einem Intervall I und ty € I. Existieren Konstanten A > 0 und B > 0 mit

u(t) <A+ B /u(s)ds

fiir allet € I, so gilt fir allet € I:
u(t) < AeBlt=tol,
Beweis. Seie>0undt > tg. Aus der Annahme folgt

u(t) < A+e+ B/u(s)ds =:g(t).

to

Dann gilt
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und da g(t) > A+ € > 0 erhalten wir

(logg(t))" =

Durch Integration dieser Abschitzung folgt

log (j(ﬁ)))) — log g(t) — logg(to) < B(t — to)

und somit durch Anwendung der Exponentialabbildung
u(t) < 90) < gltn)e ) (4 + B,

Da diese Abschiatzung fiir alle € > 0 gilt, folgt die Behauptung des Lemmas fiir ¢t > ¢y. Der
Fall t < tg folgt mit anologen Argumenten und sei daher als Ubung iiberlassen. U

Definition 16.7.7. Ein Vektorfeld F' : I x R" — R" heifit linear beschrinkt, wenn stetige
Funktionen «, 8 : I — R existieren mit

1B 2)|| = a(t) + B)||=]|

Satz 16.7.8. Sei F : (ag,by) x R™ — R™ ein linear beschrinktes Vektorfeld, welches lokal
Lipschitz-stetig auf R™ ist. Dann ist jede mazimale Integralkurve von F auf ganz (ag,bo)
erkldrt.

Beweis. Sei c: (a,b) — R" eine maximale Integralkurve und b < by. Dann wire fiir ein
gegebenes ty € (a,b) die Integralkurve ¢ auf [tg,b) unbeschréinkt nach Satz 16.7.5. Auf der
anderen Seite erhalten wir aus

c(t) = c(to) + /F(s, c(s))ds

wegen
[1E(s, c(s)Il < als) + B(s)lle(s)l] < A+ Blle(s)]]
mit
A = max{|la(s)| | s € [to,b]} und B = max{||b(s)| | s € [to, ]}
die Abschitzung

le@)]l < HC(to)H+/IIF(870(8))Hd8 < HC(to)HJr(b—to)A+B/HC(S)!dS-

Aus dem Lemma von Gronwall erhalten wir
le(@®)I < (le(to)ll + (b — to)A)ePE—t0)

und somit ist ||c(t)|| beschrénkt auf [to, b). Dies ist ein Widerspruch. U
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In Physik und Mathematik treten haufig Differentialgleichungen héherer Ordnung auf. Diese
sind wie folgt definiert.

Definition 16.7.9. Seien [ ein Intervall,

UCR"x...xR"=R"™
N————

k-mal

eine offene Menge und f : I x U — R" eine stetige Abbildung. Sei (a,b) C I. Dann heifit eine
k-mal stetig differenzierbare Kurve y : (a,b) — R” mit (y(t),5(t),...,y* D (t)) C U und

y () = fty@),9(), ..y (1) (16.13)
Losung der durch f: I x U — R"™ induzierten Differentialgleichung k-ter Ordnung (16.13).

Jeder Differentialgleichung k-ter Ordnung entspricht eine Differentialgleichung erster Ord-
nung, denn es gilt:

Satz 16.7.10. Seien I ein Intervall, U C R* x ... xR®* =R™ und f : I xU — R" eine lokal
Lipschitz-stetige Abbildung.

Eine k mal stetig differenzierbare Kurve y : (a,b) — R™ mit (a,b C I) ist genau dann Lisung
der Differentialgleichung

y® () = f(ty(t),9(0), ..., y* (1)),
falls ¢ : (a,b) — U mit
c(t) = (e1(t), eat), - ex(t) = (y(t),9(t), .., y* (1)
Lésung der folgenden Differentialgleichung erster Ordnung ist:
él(t) = Cz(t)

(16.14)
Cr—1(t) = ex(t)

a(t) = flt,a®), ... a(t))
Definieren wir das Vektorfeld F: I x U — R™ durch
F(t,x) =F(t,x1,...,xk) = (T2, ..., 2, f(t,21,...,2k)),
so ldsst sich Gleichung (16.14) auch kompakt in der Form
c(t) = F(t, c(t))

schreiben. Insbesondere gibt es wegen des Satzes von Picard-Lindeldf zu jedem Anfangswert
(to,y1,--.,yk) € I x U genau eine Lisung

et) = (er(t), e2(t), -, ex(t)) = (y(1), 9(1), ...,y V(1))

(y(t0), 9(to)s -y ™V (t0) = (y1, 920, n)-
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Beispiel. Sei f : U — R" ein Vektorfeld (Kraftfeld) auf einer offenen Menge U C R™.
Dann heiflen 2-mal stetig differenzierbare Kurven y : I — U mit

gt) = fy(t)) (16.15)

Losungen der Newtonschen Bewegungsgleichungen (16.15). Insbesondere entspricht jeder Losung
y: I — U die Losung ¢: I — U x R™ mit ¢(t) = (c1(t), c2(t)) = (y(t),y(t)) der Gleichung

él(t) = Cg(t)
&t) = fla®)

In der Physik ist es iiblich, U als Konfigurationsraum und U x R™ als Phasenraum zu be-
zeichnen.

16.8 Lineare Differentialgleichungen II

Wir wollen nun das in Kapitel 9 begonnene Studium linearer Differentialgleichungen fortset-
zen.

Satz 16.8.1. Seien A: I — M(n,R) und b: I — R"™ stetige Kurven und
c(t) = F(t, c(t)) = A(t)e(t) + b(t) (16.16)

die zugehdrige lineare Differentialgleichung. Dann ist jede mazimale Integralkurve von (16.16)
auf ganz I erklart.

Beweis. Das Vektorfeld F(t,z) = A(t)z + b(t) ist wegen
1 @) < [JA@[lz]] + lo@)]]
linear beschrinkt und wegen
1E (@, z) = F(t,9)|| < [AD = - yll

auch lokal Lipschitz-stetig auf R™. U

Satz 16.8.2. Sei A: I — M(n,R) eine stetige Kurve und C*(I,R™) der Vektorraum der auf
1 stetig differenzierbaren Kurven. Betrachte den linearen Operator

L:CYI,R") — C°(I,R™)

mit L(c)(t) := ¢é(t) — A(t)e(t). Dann ist der Kern von L ein n-dimensionaler Untervektorraum
von CY(I,R"). Fiir c1,...,c, € Kern L sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) c1,...,cy ist Basis von Kern L.

(b) e1(to), - .., cnlto) ist Basis von R™ fir alle tg € I.
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(¢) c1(to),...,cn(to) ist Basis von R™ fiir ein tg € I.

Beweis. Da L :CYI,R") — C°(I,R") ein linearer Operator ist, ist der Kern von L ein
Untervektorraum von C(I,R™). Zu to € I betrachte die lineare Abbildung

b1, Kern L — R"

mit ¢y, (c) = ¢(tp). Da wegen des Satzes von Picard-Lindel6f und wegen des Satzes 16.8.1 zu
jedem xy € R™ genau ein ¢ € Kern L mit ¢(ty) = zo existiert, ist ¢, : Kern L — R" ein
Isomorphismus. Insbesondere ist dim Kern L = n.

Da ¢y, als Isomorphismus Basen in Basen iiberfiihrt, folgt die Aquivalenz von (a) und (b)
sowie die Aquivalenz von (a) und (c). Dann sind aber auch (b) und (c) f#quivalent. U

Definition 16.8.3. Sei A: I — M(n,R) eine stetige Kurve und
L:CYI,R") — C°(I,R™)

der lineare Operator mit L(c)(t) := ¢(t) — A(t)ce(t). Eine Basis ¢q,...,¢, € Kern L heifit
Fundamentalsystem der homogenenen Differentialgleichung ¢é(t) = A(t)c(t).

Bemerkungen.

(a) Esist zweckméBig, ein Fundamentalsystem ¢y, . .., ¢, zu einer matrixwertigen Abbildung
(sog. Fundamentalmatriz)

C=(cty...,cn): I = M(n,R), mit t = (c1(t),...,cn(t))

zusammenzufassen. Aus den Regeln der Matrixmultiplikation folgt:

Ist ¢ € Kern L eine beliebige Losung, so existiert ein y = (y1,...,yn) € R™ mit ¢(t) =
y1c1(t) + ... + yncn(t). Insbesondere ist ¢(t) = C(t)y .

(b) Ist A(t) = A, so ist
C(t) = et

ein Fundamentalsytem. Die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung heif3t
auch lineare homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Satz 16.8.4 (Satz von Liouville). Sei C : I — M (n,R) ein Fundamentalsystem der homoge-
nenen Differentialgleichung

Dann gilt
% det C'(t) = Spur(A(t)) det C(t)

und somit fiir to,t € I:

ftSpur(A(s))ds
det C(t) = det C(tp)e'o
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Beweis. Zunichst erinnern wir an die folgende Formel fiir die Ableitung einer Determi-
nante (siche Ubungsblatt 13, MfP III). Sei B : I — M (n,R) eine differenzierbare Kurve mit
B(tg) = id, so folgt:

d

dt
Ist nun B : I — M(n,R) eine differenzierbare Kurve und B(t() invertierbar, so gilt daher:
d

dt |,

det B(t) = Spur B(t).

t=to

det B(t)B~1(ty) = Spur(B(to) B~ (to))

und somit
det B(t) = Spur(B (to)Bfl(to)) det B(tp).

t=to

Ist weiter C': I — M(n,R) ein Fundamentalsystem, so folgt aus C(t) = A(t)C(t) und der
Invertierbarkeit von C(¢):

Also erhalten wir:

% det C(t) = Spur(C(t)C~1(t)) det C(t) = Spur(A(t)) det C(t).
Dies impliziert:

églog«kmcza>>=:8pur@4u>»

Seien nun tg,t € I so folgt:

log(det C(t)) — log(det C(tg)) = lo (;eettg (o) ) /Spur

und somit

det C(t) = det C(tg)exp /Spur(A(s))ds
to
U
Sei nun eine inhomogene lineare Differentialgleichung gegeben. Ist ein Fundamentalsystem fiir

die homogene lineare Differentialgleichung gefunden, so ldasst sich mit Hilfe der Variation der
Konstanten eine spezielle Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung bestimmen.

Satz 16.8.5 (Variation der Konstanten). Seien A : I — M(n,R) und b : I — R"™ stetige
Kurven und

é(t) = F(t,c(t)) = A(t)e(t) + b(t)
die zugehorige lineare Differentialgleichung. Sei C : I — M (n,R) ein Fundamentalsystem fiir
die homogene lineare Differentialgleichung ¢(t) = A(t)c(t). Seitg € I, so ist ¢y : I — R™ mit

t

co(t) = Cle)alt) wnd a(t) = [ C(s) b(s)ds

to

eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung.
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Beweis. Es gilt:

é(t) = CH)a(t) + C)q(t) = AC(D)a(t) + CHC(E) " b(t)
= A(t)eo(t) + b(t).
U
Nun wollen wir den Zusammenhang zu den linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung
herstellen, die wir in Kapitel 9 diskutiert haben. Ein lineare Abbildung L : C"(I,R) —
CO(I,R) mit
L(y)() = y™ (1) + an-1()y" V(&) + ... + ao(t)y(t)

und a; € C°(I,R) heift linearer Differentialoperator n-ter Ordnung. Ist b € C°(I,R), so heifit

Ly)(t) = y™ (1) + an 1 ("D () + ..+ ao(t)y(t) = b(2) (16.17)
lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Betrachte zu y € C"(I,R) die Kurve ¢: I — R"”
mit

oft) = (c1(t), eat), .- enlt) = (y(8), 4/ (1), -,y (2)).

Ist y € C™(1,R) eine Losung der linearen Differentialgleichung (16.17) n-ter Ordnung, so ist
c: I — R" eine Losung der linearen Differentialgleichung 1. Ordnung.

a(t) = coft)
(16.18)
tn-1(t) = cnl(t)
én(t) = —ap—1(t)en(t) — ... —ao(t)cr(t) + b(t).
Dieses Gleichungssytem kénnen wir auch wie folgt schreiben
c(t) 0 1 0 . 0 c1(t) 0
ch(t) 0 0 1 0 eo(t) 0
ct) = = : +
0 0 0 e 1 : 0
i (t) —ap(t) —ai(t) —as(t) ... —an—1(t) cn(t) b(t)

Ist umgekehrt ¢ : I — R™ eine Losung von (16.18), so ist y := ¢; eine Losung von (16.17).

16.9 Autonome Vektorfelder und dynamische Systeme.

Sei U C R™ offen und f : U — R" ein autonomes (d.h. zeitunabhéngiges) lokal Lipschitz-
stetiges Vektorfeld. Betrachte die zu f gehorige gewohnliche Differentialgleichung

c(t) = f(c(t))-

Wegen des Satzes von Picard-Lindelof existiert fiir jedes x € U genau eine maximale Integral-
kurve ¢, : J, — U mit ¢;(0) = z. Insbesondere ist .J, ein offenes Intervall mit 0 € J,, und ist
somit von der Form (ay,b;) mit —oo < a, < 0 < b, < co. Sei nun

Q:={(t,z) |t € (az,b)},
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so ist die Abbildung ¢ : 2 — U mit

o(t, ) = ca(t)
der Fluss des Vektorfeldes f. Manchmal schreibt man auch

ot x) = ¢'(2).

Die Kurve t — ¢(t, x) heifit auch Flusslinie ( Trajektorie, Bahnkurve) des Vektorfeldes f durch
x € U. Man kann zeigen: Q@ C R x R” ist offen und ¢ : Q — U ist stetig (Hirsch, Smale:
Differential Equations, Dynamical Systems and Linear Algebra, Seite 175).

Beispiel. Ist A € M(n,R) und f(x) = A(z), so gilt (siche Aufgabenblatt 8, MfP III):
Q=R xR" und ¢'(x) = ez.

Satz 16.9.1. Sei U C R"™ offen und f : U — R" ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld. Sei
x € U und ¢y : (az,by) — U die mazimale Integralkurve von f mit c¢;(0) = x. Dann ist
fiir jedes s € (ayz,by) die Kurve ¢ : (ay — $,by — ) — U mit ¢(t) := c,(t + s) die mazimale
Integralkurve mit ¢(0) = c,(s). Insbesondere folgt:

(acx(s)v bcm(s)) = (a’w — 8,by — 5)
und
¢ (@) = calt + 5) = ct) = ey (s)(t) = ¢' (ca(s)) = &' 0 §°(2)

fiir alle s € (az,by) und t € (az — s,by — 8).
Beweis. Sei s € (a(z),b(z)) und c(t) := cx(t + s) mit t € (ay — s,by — s). Dann ist
t+s € (ag,by). Da

e(t) = éx(t+ 8) = flea(t+ 9)) = f(c(t)), (16.19)
ist ¢ : (ay — 8,by —s) — U eine Integralkurve mit ¢(0) = c;(s). Aus der Maximalitét von

c, folgt die Maximalitédt von c¢. Wegen der Eindeutigkeit der maximalen Integralkurven zu
gegeben Anfangswerten stimmt ¢ mit der maximalen Integralkurve

Cep(s) * (acz(s)a bcz(s)) —-U

iiberein, d.h. es gilt
Civ(t + 5) = C(t) = Cc,(s) (t)
fiir alle ¢ € (ac,(s), bey(s)) = (a2 — 8,bz — 5). U

Bemerkung. Gleichung (16.19) zeigt eine grundlegende Eigenschaft autonomer Vektor-
felder: ist t — c(t) eine Integralkurve, so auch die zeitverschobene Kurve ¢t — ¢(t + s). Dies
ist fiir zeitabhéingige Vektorfelder nicht der Fall.

Satz 16.9.2. Sei U C R™ offen und f : U — R" ein k-mal stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann ist ¢ auf
Q:={(t,x) |z €Ut € (az,bs)}
k-mal stetig differenzierbar. Auflerdem existiert zu jedem x € U ein € > 0 und eine offene
Umgebung U, C U von x mit (—e,e) x U, € Q. Des Weiteren ist fiir jedes t € (—e,€) die
Abbildung
¢ Uy — ' (Uy)

ein Diffeomorphismus.
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Beweis. Den Beweis der Differenzierbarkeit findet man z.B in V.I Arnold (Gewdhnliche
Differentialgleichungen) oder Konigsberger (Analysis 2). Da © C R x R™ offen ist und da
(0,x2) € Q fir alle z € U, existiert zu jedem = € U ein € > 0 und eine offene Umgebung
U, C U von z mit (—e¢,€) x U, € Q. Insbesondere ist fiir jedes t € (—¢, €) die Abbildung

¢t Uy — (Z)t(Ux)
definiert und differenzierbar. Wegen des Satzes 16.9.1 gilt:
¢ od'(y) =¢"(y) =y

fir alle y € U, und somit ist ¢' : U, — ¢'(U,) ein Diffeomorphismus mit der inversen
Abbildung ¢t : ¢*(Uy) — U,. 0

Bemerkung. Ist f: U — R"” ein k-mal stetig differenzierbares Vektorfeld und sind die
Integralkurven auf ganz R erklirt, so ist wegen Satz 16.9.2 ¢! : U — ¢!(U) = U ein Diffeo-
morphismus fiir alle t € R und es gilt fiir alle ¢, s € R:

¢t+s — ¢t o ¢S.

Dabei ist ¢! (U) = U, denn jeder Punkt y € U hat ¢~*(y) € U als Urbild .
Als Beispiel betrachte das Vektorfeld f : R™ — R™ mit A € M(n,R). Dann gilt:

¢t+s _ 6(15—&—3)14 _ 6tAesA _ ¢t o ¢s

Definition 16.9.3. Sei U C R" offen. Ein dynamisches System (globaler Fluss) auf U ist
eine differenzierbare Abbildung ¢ : R x U — U mit (¢, z) — ¢!(z) und

¢ (x) = ¢ 0 9°(x), ¢°(a) ==
fir alle z € U.
Bemerkungen.

(a) Ist ¢ : R x U — U ein dynamisches System so ist ¢ : U — U fiir alle t € R ein
Diffeomorphismus, denn aus der Definition folgt, dass ¢! : U — U die differerenzierbare
Inverse ist.

(b) Wir haben gesehen, dass jedes autonome Vektorfeld, dessen Integralkurven auf ganz
R existieren, ein dynamisches System erzeugt. Ist umgekehrt ein dynamisches System
¢ : R x U — U gegeben, so erhalten wir durch

d

f@)=g|_o@

ein autonomes Vektorfeld. Man nennt daher dieses Vektorfeld auch den infinitesimalen
Erzeuger des dynamischen Systemes.

(c¢) Der Begriff des dynamischen Systemes lésst sich leicht auf Mannigfaltigkeiten ausdeh-
nen.
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Wir wollen nun das Verhalten von gewohnlichen Differentialgleichungen unter Koordinaten-
transformationen untersuchen. Der Grund ist, dass die Wahl eines geeigneten Koordinaten-
systems die Losung der Differentialgleichung stark vereinfachen kann.

Definition 16.9.4. Seien U und V offene Teilmengen des R™. Dann heifit ein Diffeomorphis-

mus ¢ : U =V eine Koordinatentransformation von U nach V.

Satz 16.9.5. Sei g : U — R" ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf der offenen Menge
U CR"™ und

G:Qy—R"
der zu g gehorige Fluss. Sei o : U — V' eine Koordinatentransformation von U nach V und
f:U — R"™ das Vektorfeld mit

f(p(x)) = Dep(x)(9(x))-

Ist
F: Qf — R"
der zu f gehdrige Fluss, so gilt:
(t,x) € Qg & (t,p(x)) € Qf
und
Fi(p(x)) = F(t, o(z)) = p(G(t,2)) = ¢G'(x)

fir alle (t,x) € Q.
Bemerkung. Daraus folgt also

F'(y) = oG op ! (y).
Zwei Fliisse F, G mit dieser Eigenschaft heiflen auch konjugiert.
Beweis.  Sei c¢i(t) : (az,b;) — U die maximale Integralkurve des Vektorfeldes g mit An-
fangsbedingung c%(0) = x € U. Dann gilt fiir alle ¢ € (ay, b,):

cg(t) = g(ci(t))

Wenden wir das Differential Dp(ci(t)) auf beide Seiten der Gleichung an, so erhalten wir aus
der Definition von f:

Dp(ci(6))(c4(t)) = Dep(c (1)) (9(c(1))) = fp(ch(t)).
Also folgt mit Hilfe der Kettenregel:
d
5 (Plea(t)) = flp(ea(t)
und somit ist p o cf : (a%,b%) — V eine Integralkurve von f mit ¢ o c(0) = ¢(z). Diese
Integralkurve ist auch maximal, denn ist ¢ eine Integralkurve von f, so ist auch ¢! o ¢ eine
Integralkurve von g. Damit folgt

(ag,b9) = (al 00 ,)

und
L)) = @ o ci(t)

fiir alle ¢ € (a2, %) und somit auch

fir alle (t,z) € Q. 0
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16.10 Euler-Lagrange Gleichungen und Variationsrechnung.

In der Variationsrechnung geht es um die Berechnung kritscher Punkte von Funktionalen.
Funktionale sind im Allgemeinen reellwertige Abbildungen, die auf Funktionenriumen defi-
niert sind. Statt einer préiizisen Definition werden wir nur das fiir die Physik wichtige Lagran-
gesche Funktional definieren.

Definition 16.10.1 (Lagrangesches Funktional). Es seien ¢1,q2 € R™ zwei Punkte des R
und t1 < to, 11,12 € R. Sei

A=AM2 = {z:[t1,ts] » R" | 2 2-mal stetig differenzierbar mit x(t1) = q1, z(t2) = ¢2}

und £ : R™ x R™ X [t1,te] — R mit (¢,v,t) — L(q,v,t) eine 2-mal stetig differenzierbare
Funktion (sog. Lagrangefunktion). Dann heifit die Abbildung ® : A — R mit

B(z) = / C(x(t), (1), t)dt

Lagrangesches Funktional. Dieses Funktional wird auch Wirkung genannt.

Bemerkung. In der Physik wird Agll”tqé als die Menge der Bahnkurven von “Teilchen”
interpretiert, die sich zum Zeitpunkt ¢; in ¢; und zum Zeitpunkt ¢2 in ¢o befinden. Die
physikalisch relevanten Bahnen sind nun genau die kritischen Bahnen des Lagrangeschen
Funktional mit £ =T — V. Héufig minimieren diese Bahnen £, das ist aber nicht notwendig
der Fall.
Beispiele.
t2
(a) L(q,v,t) = 5(v,v). L beschreibt die kinetische Energie und ®(z) = [ 5(i(t), 4(t))dt die
t1

Wirkung von .
to
(b) L(g,v,t) = |lv||. Dann beschreibt ®(x) = [ ||4(¢)||dt die Lénge der Kurve z. (siche Kap.
t1
17.1)

Definition 16.10.2. Sei x : [t1,t2] — R" eine Kurve in A. Eine Variation von x ist eine
2-mal stetig differenzierbare Abbildung « : (—¢,+€) X [t1,t2] — R™ mit (s,t) — as(t) =
a(s,t) und as € A Vs sowie ap(t) = z(t) Vt. Das Vektorfeld Z(t) = %L:o as(t) heifit
Variationsvektorfeld der Variation a.

Bemerkung. Da a, € A, gilt Z(t1) = Z(t2) = 0.
Definition 16.10.3. = € A heif3t kritischer Punkt von ®, falls

4
ds s=0

Pp(as) =0

fiir alle Variationen « : (—¢, +€) X [t1,t2] = R™ von z gilt.
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Abbildung 16.18: Variation einer Kurve

Satz 16.10.4. Sei @ ein Lagrangesches Funktional auf A. x € A ist kritischer Punkt von ®
genau dann, falls die Gleichung (sog. Euler-Lagrange-Gleichung)

4 a—E(xxt) —%(xi"t)
dt 81) Ead - aq )
erfllt ist, wobei g—ﬁ = (gTEl’ ceey %), %—g entsprechend (vgl. Implizite- Funktionen-Satz).
Beweis. Es gilt
d d
ds o P(as) s SO/E(as(t),aS(t),t)dt
t1
to
oL . 0 oL 9 )
= [ (G teotdo0.0. 5 o)+ (G tao0.au0)0. 51 Toule))a
1
7 oL oL
= / <8q(x(t),x(t),t), Z(t)> + <3p(x(t)’x(t)’t)’ Z(t)> dt.
t1

Durch partielle Integration erhalten wir:

to to

[ (20,020 ) = (2 w.0.0,20) | - [ (42 ww)i00.0.20

v
t
t1 ! t1

Damit ist x € A genau dann ein kritischer Punkt, falls

o0 = [ (G wl0).5(0.0) ~ £ 5 w0000, 200) ) de =

t1

fiir alle Variationsvektorfelder Z(t) von z gilt. 0
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Der Satz folgt nun aus dem folgenden Lemma.

Lemma 16.10.5. Ist f : [t1,t2] — R™ eine stetige Funktion und gilt

to

/ (1), =(t)dt = 0

t1

fiir alle stetig differenzierbaren Funktionen z : [t1,t2] — R™ mit z(t1) = z(t2) = 0, dann ist f
identisch null.

Beweis.  Wir skizzieren den Beweis fiir n = 1. Ist f(tg) # 0 fiir ein tg € (¢1,t2), so gibt
es wegen der Stetigkeit von f ein Intervall [ty — €, to + €], auf dem f keine Nullstellen besitzt.
Wihle eine stetig differenzierbare Funktion z : [t1,t2] — R mit z(tp) = f(to) so, dass z auf
(to—e€, to+€) keine Nullstellen besitzt, aber auflerhalb dieses Intervalls identisch null ist. Dann
gilt

to

/<f(t), 2(t))dt > 0.

t1

Der allgemeine Fall sei als Ubung berlassen. l

A

Abbildung 16.19: zu Lemma 16.10.5

Beispiele.
(a) Sei £(gq,v,t) = 3(v,v). Dann gilt:
%(q,v,t) = und aas(q,v,t) =0.
Ist « eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung, so gilt
doL, . .
= %%(:p,x,t) = &(t).
Also folgt

#(t) = ¢ und somit x(t) = c-t+ b mit Konstanten b,c € R".
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x1

x2

Abbildung 16.20: Gerade durch x; = x(t1) und x9 = x(t2)

(b) Sei L(q,v,t) = ||v|| mit v € R™\ {0}. Dann gilt
oc w

oL
— =— und —(q,v,t) =0.
o0 ~ ol "™ 3"

x ist eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung, falls

oL '
—(z,&,t) = Y — ¢ fiir eine Konstante ¢ € R" mit llc]| = 1,

ov _W

d.h. falls die Richtung des Geschwindigkeitsvektors fest ist. Also sind die Lésungen von
der Form
xz(t)=c-s(t)+b

fiir eine Parametrisierung s : (t1,t2) — R mit $ # 0, d.h. die Losungen sind Geraden,
die 21 mit x5 verbinden.

Die Geschwindigkeit ||Z(t)|| = $(t), mit der die Gerade durchlaufen wird, bleibt unbe-
stimmt. Der Grund dafiir ist, dass das Léngenfunktional

o) = [ la(0)ldt = Liz)

nicht von der Parametrisierung der Kurve abhéingt, jedoch ist die Wirkung

to
1
5 [ 0.a0)de
t1
parameterabhéngig.

Satz 16.10.6 (Hamiltons Prinzip der kleinsten Wirkung). Se:

i(t) = —‘fgw»

ein konservatives mechanisches System mit potentieller Energie U : R™ — R. Ist L(q,v) =
T(v)—U(q), wobei T(v) = (v, v) die kinetische Energie bezeichnet, so stimmen die kritischen
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Punkte des Lagrangeschen Funktionals

O(z) = fﬁ(x,:’v)dt

mit den Ldsungen der Newtonschen Bewegungsgleichungen tiberein.

Beweis. Aus der Definition von L folgt

Also folgt aus der Euler-Lagrange-Gleichung:

B(0) = 5(0) = 5 50 00,800 = 52 (0), 3(0) = = (2(0).



Kapitel 17

Differentialformen 1. Grades
(Pfaffsche Formen) und
Kurvenintegrale

17.1 Kurven und ihre Linge

Definition 17.1.1. Sei (X, || ||) ein normierter Vektorraum, v : [a,b] — X eine stetige Kurve
und Z := (to,t1,...,t,) eine Zerlegung von [a,b], d.h. a =ty <t < ... < t, =b. Dann heifit

Lz(7) =Y lIn(t;) = v(t;j-1)|
j=1

die Lénge des Sehnenpolygons von v beziiglich der Zerlegung Z. Die Kurve v : [a,b] — X

n

Abbildung 17.1: rektifizierbare Kurve und Sehnenpolygon
heifit rektifizierbar, falls
L(v,[a,b]) :=sup{Lz(v) | Z Zerlegung von [a,b]}
endlich ist. Ist ~y rektifizierbar, so heifit L(y) = L(v, [a,b]) die Linge von ~.

Bemerkung.  Ist v :[a,b] — X eine rektifizierbare Kurve und ¢ € [a, b], so gilt:
L(v, [a,0]) = L(v, la, c]) + L(, [¢, b]).

377
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Satz 17.1.2. Sei v : [a,b] — X eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist vy rektifizierbar

und es gilt:
b
- / 14(6)] dt.

Beuweis. Wir zeigen zunichst die Rektifizierbarkeit. Sei Z = (to,...,t,) eine beliebige
Zerlegung von [a, b]. Dann gilt:

n

= Ilyt) =yl =
j=1

Jj=1 t

<Z/rw )|l dt = /||v (1)) .

Jlt

Also gilt:
b
L(y) = L(v,[a, b)) < / 15(8) ] dt.

Wir zeigen nun:
Ees Ly, o, t]) = (1)

ist auf [a, b] differenzierbar mit
') =1yl

Dann folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
L(y) = L(7, [a,0]) = 1(b) — l(a) Z/Ilﬁ(t)!dt-

Sei also tg € [a,b) und ¢ty < t < b. Dann gilt:

'Yt_’YtO L77t07t L77a7t _L77at0
H(i t()lg(t[t D _ Ll ]z)t t<[ HW Jllds.
— 1o — 1o — 1o
Da
(6) = () /
. Y) — 7o .
ol = Jim | X520 — i o [ icolds,
to
folgt die Differenzierbarkeit von I(t) = L(, [a,t]) mit I'(to) = ||5(to)]]- U
Bemerkung. Sei (R™,|| ||) der euklidische Raum mit ||z|| = /22 + ...+ 22 und v =
(V1y--+yVn) ¢ [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve, so gilt:

b
~ [VEEET R
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17.2 Differentialformen 1. Grades und Kurvenintegrale

Nun wollen wir uns mit einem wichtigen Integralbegriff beschéftigen, ndmlich dem Kurven-
integral. Sei U C R” offen und f : U — R differenzierbar, so definiert ihr Differential

df : U — L(R™,R)

eine Abbildung von U in die Linearformen L£(R™ R). (Es wird sich spéter als zweckméBig

erweisen, die Notation df statt wie bisher D f fiir das Differential zu verwenden). Ist ey, ..., e,
n
die Standardbasis des R™ und v = ) v;e; € R”, so ist
i=1
N O

df (z)v (z)v; = (grad f(z), v),

N ox;
i=1 "

wobei (,) das Standardskalarprodukt auf R™ darstellt.

Definition 17.2.1. Eine Differentialform 1. Grades (auch 1-Form oder Pfaffsche Form) auf
U C R" ist eine Abbildung
w:U — L(R™",R).

Bemerkungen.

(a) Ist (,) das Standard-Skalarprodukt auf R"™ und v = Y _" | ve;, so existiert ein Vektorfeld
F:U — R" mit

(b) Jede 1-Form lésst sich wie folgt als Linearkombination von Differentialen schreiben:

Sei x; : R™ — R mit z;(y1,...,yn) = y; die Projektion auf die i-te Koordinate. Dann ist
n
0
dz;(y)v = a—xzfuj =v;
=1 7%

Es gilt:

n n

wyv =Y Fy)vi =Y _ Fiy)dzi(y)v

i=1 i=1

oder kurz

n
w = Z dea:,
i=1

n

(c) Sei U C R" offen. Eine 1-Form w : U — L(R™,R) mit w = ) Fidz; heifit k-mal stetig
i=1

differenzierbar, falls die Koeffizienten F; : U — R k-mal stetig differenzierbar sind.

Beispiele.

(a) w= 2dx + 7z dy ist cine 1-Form auf R2\ {0}. w heifit auch Windungsform.

'’
24y
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P
NP
\

Abbildung 17.2: Windungsform

(b) w= —T%(ac dr + ydy + zdz) mit r = /22 + y? + 22 heilt Gravitationsform. Das zu-
gehorige Vektorfeld F' ist gegeben durch F(z,y,z2) = —(w%z) und hat die Eigenschaft
|F(x,y,2)| = %2 (Zentralfeld).

Eine wichtige Frage ist, wann eine 1-Form w : U — L(R",R) sich als Ableitung schreiben
ldsst, d.h. wann eine Abbildung f : U — R existiert mit df = w. In der Physik nennt man ein
solches f auch Potential.

Definition 17.2.2. Eine stetige 1-Form w : U — L(R™,R) heifit ezakt, falls eine stetig

differenzierbare Funktion f : U — R existiert mit df = w. Dann heifit f Stammfunktion oder
Potential von w.

Bemerkungen.
(a) Wegen obiger Bemerkung hat jede stetige 1-Form w : U — L(R™,R) die Form
w(z)v = (F(z),v),

wobei F': U — R” ein stetiges Vektorfeld auf U ist. Ist nun w exakt, so existiert eine
stetig differenzierbare Funktion f: U — R mit df = w, d.h

w(x)v = (F(z),v) = df (x)v = (grad f(z), v).
Also ist w genau dann exakt, falls das Vektorfeld F' : U — R"™ ein Gradientenfeld ist.
(b) Fiir n = 1ist jede 1-Form exakt, denn jede stetige Funktion besitzt eine Stammfunktion.

(c) Die Gravitationsform w besitzt

1

f(z,y,2) =
( ) VaZ 4+ y? + 22
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Abbildung 17.3: Gravitationsform

als Potential, denn

of _ 1

dr 2 (224 y? +22)3/2

Die Windungsform besitzt, wie wir bald sehen werden, kein Potential.

Es ist naheliegend, ein Potential durch Integration zu konstruieren. Dazu miissen wir zunéchst
das Integral einer 1-Form erklaren.

Definition 17.2.3 (Kurvenintegral). Sei U C R", w : U — L(R™,R) eine stetige 1-Form und
v : [a,b] = U eine stetig differenzierbare Kurve. Dann heifit

[o= /b W (1) ()t

das Integral von w ldngs der Kurve 7.
Bemerkungen.

(a) Ist v : [a,b] — U eine stetige Kurve, die stiickweise stetig differenzierbar ist, d.h. existiert
eine Zerlegung a =ty < t1... < tp = b, so dass v : (t;,t;+1) — U stetig differenzierbar

ist, so ist
ti

[e=X [whwrmar

z:lt

(b) Ist F': U — R" ein Kraftfeld und w(z)v = (F(x), v) die zugehorige 1-Form, so beschreibt
das Kurvenintegral
[
g

die lings des Weges ~ geleistete Arbeit.
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Abbildung 17.4: Arbeit léings einer Kurve

Wir werden nun sehen, dass das Kurvenintegral sich nicht unter orientierungserhaltenden
Reparametrisierungen des Weges &dndert.

Definition 17.2.4. Sei v : [a,b] — R™ eine Kurve und ¢ : [¢,d] — [a, b] stetig differenzierbar
und bijektiv. Dann heifit

Y(s) = v o p(s)

Reparametrisierung von . Die Reparametrisierung heifit orientierungserhaltend bzw. orien-
tierungsumkehrend, falls ¢'(t) > 0 bzw. ¢'(t) < 0 fiir alle ¢ € [, d] gilt.

Bemerkung. Es gilt: Bildy = Bild~, jedoch werden diese Kurven mit einer anderen
Geschwindigkeit durchlaufen. Eine orientierungserhaltende Reparametrisierung gewéhrleistet,
dass die Kurven in gleicher Richtung durchlaufen werden.

Satz 17.2.5. Sei w : U — L(R™ R) eine stetig differenzierbare 1-Form und 4 = o ¢ :
[c,d] — U eine orientierungserhaltende Reparametrisierung von = : [a,b] — U. Dann gilt:

1

Beweis. Aus der Substitutionsregel folgt:

d d b
[o= [wtyieis = [wbo i) ¢ 6 = [wtmn @,

Bemerkung.  Ist ¢ : [c,d] — [a,b] orientierungsumkehrend, d.h. ¢'(¢) < 0, so gilt

[ F
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Satz 17.2.6. Sei U C R" eine offene wegzusammenhingende Menge und w : U — L(R™,R)
eine stetige 1-Form. Dann ist w genau dann exakt, falls

71 72

fiir alle stiickweise stetig differenzierbaren Kurven 1 : [a,b] — U,y : [¢,d] — U, deren
Anfangspunkte und Endpunkte tibereinstimmen, d.h.

m(a) =12(c) und 1(b) = y2(d).

Abbildung 17.5: zu Satz 17.2.6

Beweis. Sei w exakt. Dann existiert eine stetig differenzierbare Funktion f : U — R mit
df =w. Sei 7 : [a,b] — U eine differenzierbare Kurve, so gilt:

b b
) d
[ar= [aroenieis= [ 41onsas = fom) - fot)
o a a
Ist v fiir eine Zerlegung a =ty < t1 ... < t = b stiickweise differenzierbar, so folgt ebenfalls:

k
/ af = 3" FOt) — F(ti 1) = FOB) — Fr(a)).
=1

Y

Insbesondere hiingt [ df nur von den Anfangs- und Endpunkten ab.

~
71 2

fiir alle stiickweise differenzierbaren Kurven mit gleichen Anfangspunkten und Endpunkten.
Sei p € U fest gewahlt. Da U wegzusammenhéngend ist, existiert fiir jedes x € U eine stetig
differenzierbare Kurve ~; : [a,b] — U mit v;(a) = p und 7,(b) = z. Setze

f@) = [w

Y

Sei nun umgekehrt
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Nach Voraussetzung ist f : U — R wohldefiniert. Fiir jedes x¢ € U ist dann f in zy differen-
zierbar, was man wie folgt beweist.

Wiéhle § > 0, so dass fir ||h|| < 0 die Gerade c(t) = z¢ + th fiir 0 <t <1 ganz in U verlauft.
Dann gilt

\J

Abbildung 17.6: zum Beweis von Satz 17.2.6

1 1
f(xo—irh)—f(a:o):/w:/w(c(t))é(t)dt:/w(mo—i—th)hdt
0 0

[

und somit
1

oo+ B) = fan) ~ wlao)h = [ (e + th) ~ w(z)h.
0
Da w stetig ist, existiert eine stetige Funktion F': U — R™ mit

(F(x),h) = w(x)h.
Also folgt:

1
(o + 1) — f(zo) - w(zo)h] < / (P + th) — F(zo), )| dt
0
1

< / |F (o + th) — F(ao)|| IR dt
0
1

Il / 1Pz + th) — F(wo)| dt.
0

Wegen der Stetigkeit von F' folgt

1
Jim / 1P (z0 4+ th) — F(zo)| dt = 0
h—0

0

und somit ist f differenzierbar mit df (zo) = w(xo).
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Bemerkung. Héngt [ w nur von den Anfangs- und Endpunkten der Kurve v ab, so gilt
v
fiir alle geschlossenen Kurven « (d.h. v(a) = v(b) = p)

[e=o

Y

Denn [w = [ w =0, wobei y,(t) = p die konstante Kurve ist.

Y Tp
Ist umgekehrt [w = 0 fiir alle geschlossenen stiickweise differenzierbaren Kurven, so gilt:
¥
Jw= [ w, falls 1, 72 gemeinsame Anfangs- und Endpunkte besitzen. Denn sei v, die umge-
7 Y2

gl

Abbildung 17.7: v, wird umgekehrt durchlaufen

kehrt durchlaufene Kurve y9, soist [ w=— [w.Da [w+ [ w =0, folgt die Behauptung.
Yo— 72 71 Yo—

n
Satz 17.2.7. Seiw = > F;(z)dz; eine stetig differenzierbare exakte 1-Form. Dann folgt:

i=1
OF; OF,
= 17.1
(Integrabilitéitsbedingungen ).
Beweis. Ist w exakt, so existiert ein differenzierbares f mit df(x) = w(x) und somit

8% = F;(z). Da die F; stetig differenzierbar sind, ist daher f zweimal stetig differenzierbar.
Insbesondere folgt mit dem Lemma von Schwarz

oF;  0%f *f _ OF

8$i N 8.%1856] a 83:]6951 - 8&7]"

0

n

Definition 17.2.8. Eine stetig differenzierbare 1-Form w = ) Fj(z)dz; heiit geschlossen,
i=1

falls sie die Integrabilitétsbedingungen (17.1) erfiillt.

Bemerkungen.
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Sei U C R3 eine offene Teilmenge und F : U — R3 ein differenzierbares Vektorfeld.
Dann heif3t

o0 OF3 _ O0F

Ox1 Fl Oxo ox3

= 0 = OF _ OF3
rotF : e X 2 o ~ o
0 oFy _ OF

ors F3 o0x1 0o

3
die Rotation des Vektorfeldes F. Also ist eine 1-Form w = Y Fj(z)dz; genau dann
=1

geschlossen, falls die Rotation des Vektorfeldes F' = (Fy, F, F3) verschwindet.

Wir haben also gesehen: Ist eine 1-Form exakt, so ist sie auch geschlossen. Die Um-
kehrung gilt nicht, wie das Beispiel der Windungsform w : R? \ {0} — L(R? R) mit

w= xﬂyy? dr + 75 dy zeigt. Denn
9 -y _ @4y -y -2’
0y a? +y? (22 +42)?2 (2% + y?)2
und
0 T 22 442 — 222 y? — 22

Or 22+ 2 (2422 (224 y2)2
Sei jedoch ¢ : [0, 27] — R?\ {0} der parametrisierte Einheitskreis mit c(t) = (cost, sint),
so gilt
27
/w = /—sint(—sint) + cos?tdt = 21 # 0,
c 0

d.h. w ist nicht exakt nach Satz 17.2.6 und nachfolgender Bemerkung. Es stellt sich aber
heraus, dass unter einer Zusatzannahme an U die notwendigen Integrabilitéitsbedingun-
gen auch hinreichend sind.

Definition 17.2.9. Eine Menge A C R" heifit sternformig, falls ein Punkt p € A existiert,
so dass fiir jedes z € A die Verbindungsgerade ¢(t) = p+t(z —p),t € [0, 1] ganz in A verliuft.

Abbildung 17.8: A ist sternférmig, B nicht
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Satz 17.2.10 (Lemma von Poincaré). Sei U eine offene sternformige Menge und w =
n
> Fidx; eine auf U definierte stetig-differenzierbare 1-Form, die die Integrabilititsbedingung
i=1

OF;  OF;
a%j N 6.%'1

erfillt. Dann ist w exakt.

Beweis. Wir nehmen an, dass U beziiglich 0 € R" sternférmig ist, d.h. ¢(t) = tx € U fiir
alle z € U und ¢ € [0, 1]. Definiere

L n

= /w :/lw(c(t))c'(t) dt = /Izn;Fi(c(t))c'i(t) dt = /ZFZ-(tx):ni dt.
c 0 0 =

0 =1
Wir zeigen:

5 (@) = Fy(a) (17.2)

Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitung ist dann auch f : U — R differenzierbar und es
gilt: df (x) = Z da:l = w.

Beweis von (17 2)
Da die Funktionen Fj stetig differenzierbar sind, ist

Fi(tz) L(tx)ait + Fy(t
83:]; z)x Z@x] x)xit + Fj(tr)

stetig in ¢, also insbesondere auf [0, 1] integrierbar.
Daher ist f nach x; partiell differenzierbar (Differentiation unter dem Integralzeichen!) und

es gilt:
1
axj / ( tm)xz>tdt + /F (tx)d
0
Wegen
d
F(tz)z; L (t SRt
Z 8x] (tz); Z &UZ 7) T dt i(tz)
ist G(t) = F}j(tz) eine Stammfunktlon von g;. Mlttels partieller Integration erhalten wir:
1 1
af
8.%] ( ) = - Fj(tl‘)dt + Fj(t.%')dt = F](x)
0 0

0

Definition 17.2.11. Sei A C R". Zwei Kurven 79,71 : [a,b] — A mit gemeinsamem An-
fangspunkt ¢, und gemeinsamem Endpunkt ¢, heiflen homotop, falls eine stetige Abbildung
H :[0,1] x [a,b] — A, (s,t) — H(s,t) =: Hs(t) existiert (Homotopie), mit

Ho =(t) und Hy(t) = 7(t)
fir alle t € [a, b], sowie Hs(a) = g, und Hy(b) = gy fiir alle s € [0, 1].
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20 gb

gl

ga
Abbildung 17.9: Homotopie

Beispiel.  Seien 79,7 : [a,b] — A zwei Kurven mit gemeinsamem Anfangspunkt und
gemeinsamem Endpunkt. Liegt fiir jedes ¢ € [a, b] die Verbindungsgerade von 7o (t) nach 1 (¢)
ganz in A, so definiert H : [0,1] X [a,b] — A mit

H(s,t) = s71(t) + (1 — s)70(t)
eine Homotopie.

Satz 17.2.12. Es sei U C R™ eine offene Menge und w : U — L(R™ R) eine geschlossene
1-Form. Sind 9,71 : [a,b] — U stetig differenzierbare homotope Kurven mit gemeinsamem
Anfangspunkt q, und gemeinsamem Endpunkt qp, so gilt:

Yo 71

Beweis.  Sei H :[0,1] x [a,b] — U eine Homotopie mit Hy = 7o(t) und H; = 71 (t). Wegen
der Stetigkeit von H kann man Zerlegungen

a=ty<t1 <...<tp=b
und
O=s0<s1<...<s;=1

finden , so dass fiir jedes (i, j) € {0,...,k—1}x{0,...,I—1} die Menge H ([s;, si+1] X [tj,tj+1])
in einem Ball liegt, welcher ganz in U enthalten ist. Betrachte nun zu den Punkten p;; =
H(sj,tj) die Geradenstiicke

Q5 = DPij, Pi,j+1,
die p; ; mit p; j11 verbinden, und die Geradenstiicke
045 ‘= Dij, Pi+1,55

die p; ; mit p;41 ; verbinden. Diese Geradenstiicke sind wegen der Konvexitdt von Billen im
gleichen Ball enthalten, der auch die Menge H([s;, Sj41] X [t;, tit1]) enthélt. Da w geschlossen

ist, folgt:
/w /w:/w/w (17.3)

Xij Qit1,5 O4,5+1
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/

——

gl

Abbildung 17.10: zum Beweis von Satz 17.2.12

Sei a; die aus den Geradenstiicken «;;, j € {0, — 1} zusammengesetzte Kurve. Sie sind
stiickweise differenzierbar und verbinden ¢, mit g,. Aus (17.3) folgt

1

Qg1

Ju=[w
@0 g

die gleichen Endpunkte besitzen und beide Kurven in einem Ball

und somit auch

Da ag,; und /YO‘[tj,th]

verlaufen, gilt:
for ]
a0 volie; tj41)
und somit
/w:/m
oo 0
Genauso folgt:
fe= )
ok T
und somit erhalten wir die Behauptung. 0

Dieser Satz hat auch eine Version fiir geschlossene Kurven.

Definition 17.2.13. Sei A C R". Zwei geschlossene Kurven 79,71 : [a,b] — A heiflen (frei)
homotop, falls eine stetige Abbildung H : [0,1] X [a,b] — A, (s,t) — H(s,t) =: Hg(t) existiert
(freie Homotopie) mit

Ho =0(t) und Hi(t) =7 (t)
fiir alle ¢ € [a, b], sowie Hs(a) = Hg(b) fiir alle s € [0, 1].
Im Folgenden meint homotop fiir geschlossene Kurven stets frei homotope Kurven.
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gl

Abbildung 17.11: freie Homotopie

Satz 17.2.14. Es sei U C R™ eine offene Menge und w : U — L(R™,R) eine geschlossene
1-Form. Sind 0,71 : [a,b] — U geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare, frei homotope

Kurven, so gilt:
/ w= / w.
Yo 71

Definition 17.2.15. Eine Menge A C R" heifit einfach zusammenhingend, wenn jede ge-
schlossene Kurve in A nullhomotop ist, d.h. homotop zu einer Punktkurve ist.

olG)

A

Abbildung 17.12: v ist nullhomotop, I" nicht

Satz 17.2.16. Es sei U C R" eine offene einfach zusammenhingende Menge. Ist w eine
stetig differenzierbare geschlossene 1-Form auf U, so ist sie auch exakt.

17.3 Holomorphe Funktionen

Nun wollen wir uns mit der komplexen Analyis einer Verénderlichen beschiftigen. Dieses
Gebiet der Mathematik wird auch als Funktionentheorie bezeichnet. Zunéchst lasst sich der
Begriff der reellen Differenzierbarkeit (siehe Definition 4.1.1) unmittelbar auf komplexe Funk-
tionen ausdehnen. Wir werden aber sehen, dass die Eigenschaften komplex differenzierbarer
Funktionen erheblich von denen der reell-differenzierbaren Funktionen abweichen. Um sie zu
studieren werden insbesondere auch die im letzten Abschnitt behandelten Kurvenintegrale
eine wesentliche Rolle spielen.
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Definition 17.3.1. Sei U C C eine offene Teilmenge und f : U — C eine Funktion. Dann
heifit f in zg € C komplex differenzierbar, falls

lim f(z) = f(=0) _
seU\[2} 2 A0

existiert. Die Zahl ¢ heifit die Ableitung von f in zy. Man schreibt: f/(zg) := c. Ist f differen-
zierbar fiir alle zg € U, so heifit f holomorph.

Bemerkungen.

(a) Nach Bemerkung (a) nach Definition 3.4.3 ist f also genau dann komplex differenzierbar,
— f&)—-f(z0)

o sich stetig nach zg fortsetzen ldsst, d.h.

falls der Differenzenquotient ¢(z)
falls ein ¢ € C existiert, so dass

q(z) fir ze U\ {2}

c fir z =z

Q(z) =

stetig in zq ist.
(b) f ist also auch genau dann in zy komplex differenzierbar, falls fiir jede konvergente
Folge z, € U \ {20} mit li_>m zn, = 2o auch die Folge ¢(z,) konvergiert. Diese Bedin-
n oo

gung impliziert, dass der Grenzwert der Folge ¢(z,) nicht von der Wahl der gegen zj
konvergierenden Folge z, € U abhingt.

(¢) f ist auch genau dann in zy komplex differenzierbar, falls eine Zahl ¢ € C und eine in
2o stetige Funktion r: D — R mit r(zp) = 0 existiert, so dass

f(z) = f(20) + e(z = 20) +7(2) (2 — 20).

(d) Es ist offensichtlich, dass die Funktion f(z) = z komplex differenzierbar ist. Hingegen
ist auf der ersten Blick iiberraschend, dass die Funktion f(z) = Z in keinem Punkt
komplex differenzierbar ist, denn ist zyp € C und h € R, so gilt

, th
q(zo0 +ih) = e -1

und

=1

S| >

q(z0 +h) =

(e) Man kann zeigen, dass die Ableitung einer holomorphen Funktion immer stetig ist (Lem-
ma von Goursat (siehe z.B. Konigsberger: Analysis 2, 2.Aufl.). Die Stetigkeit der Ab-
leitung wird an einigen Stellen wesentlich sein.

Satz 17.3.2. Sei U C C offen und f : U — C eine Funktion mit

flz+iy) = fi(z,y) +if2(2,y).

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(a) f ist in zo = xo + iyo komplex differenzierbar,

(b) F:Ug — R? mit Ug = {(z,y) € R? |z +iy € U} und F(z,y) = (fi(x,y), folx,y)) ist
in (xo,yo) reell differenzierbar und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

of1 0fs 2P of
dJJj1 _YJ2 d =2L= =2 17.4
Oz (20, Y0) dy (z0,y0) un or (20, Y0) By (05 Y0) ( )
sind erfillt.
Beweis. Zunéchst ist f : U — C genau dann komplex differenzierbar in zg, falls
iy 10+ h) = flz0) —chl _
h—0 |h|
hs£0

fiir ein festes ¢ € C. Ist ¢ = a+ib so und h = hj 4 ihg so folgt: ch = ahy — bhg +i(bhy + ahs).
AuBerdem stimmt fiir z = x + iy € C der Betrag von z mit der euklidischen Norm von (x, y)
tiberein, d.h. |z] = /22 + y% = ||(z,y)]]. Also folgt:

a —b hl
F(xo+ h1,y0 + h2) — F(zo,y0) —
b a hQ
lim =0.
((21122;):8 H(hla h2)”

Damit ist aber F : Ug — R? in (z0, 1) differenzierbar mit

B, 0 9 9
a= 87'}2(1307%) = 8{7;2(330’%) und b= 87];2(950:1/0) = _821(3307%)‘

Ist nun F : Ug — R? in (z9,y0) differenzierbar mit F(x,y) = (fi(z,y), f2(z,y)) und gelten
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, so ist f : U — C mit

flx+1iy) = fi(z,y) +if2(z,y)

in xg + 1Yo komplex differenzierbar und die Ableitung ist durch

. 0 0
I (@0 +iyo) = 87“2(3607(’90) + Za—f(aro,yo)

gegeben. U

Man kann wie in der reellen Analysis einer Variable die entsprechenden Regeln fiir komplex
differenzierbare Funktionen beweisen.

Satz 17.3.3. Sei U C C offen und f,g: U — C seien in zg komplex differenzierbar. Dann
sind auch f + g, f g und % (falls f(zo0) # 0) in 2y differenzierbar und es gilt:

(1) (f +9)(20) = ['(20) + ¢/ (20)-
(2) (f-9)'(20) = f'(20) - 9(20) + ¢ (20) - f(20).
(3) (3)'(20) = — 523

Beweis. Der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis von Satz 4.3.1 U
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Bemerkungen.

(a) Aus der Produktregel (2) erhélt man wie im reellen Fall mit Hilfe von (3) die Quotien-
tenregel: Sind f,g: U — C in zy komplex differenzierbar mit g(z9) # 0, so gilt:

AN N, 1 —4'(20) _ f'(20) g(20) — f(20)g'(20)
(g) (0) = <f-g> (20) = F'(0) - —— + f(z0) - |

9(20) g%(20) 9% (20)

(b) Aus dem obigen Satz folgt unmittelbar, dass auch alle Polynome
p(z) =apz" + ...+ a1z + ag

mit a; € C holomorph sind. Auflerdem stellen auch Potenzreihen holomorphe Funktio-

nen dar.
[e.e]
Satz 17.3.4. Sei Y an(z — 20)" eine Potenzreihe mit a,, € C und Konvergenzradius R > 0.
n=0

Dann definiert
f(z):= Z an(z — 29)"
n=0

eine auf B(xo, R) holomorphe Funktion. Ihre Ableitung ist durch

fl(z)= Z n ap(xr — :L'o)"_1
n=1

o0 oo
gegeben. Auflerdem hat > n an(z — 20)" ! denselben Konvergenzradius wie . an(z — zo)™.
n=1 n=0

Bewets. Der Beweis ist vollkommen analog zu dem entsprechenden Satz 4.5.9 fiir reelle
Potenzreihen. 0
Man definiert analog zum reellen Fall (Definition 4.5.10):

Definition 17.3.5. Eine auf einer offenen Menge U C C definierte Funktion f heifit ana-
lytisch, falls sich f in jedem Punkt in eine Potenzreihe entwickeln ldsst, d.h. falls zu jedem
29 € U ein r > 0 existiert mit B(zp,7) C U und

f(z) = Zan(z — zp)"
n=0

fir alle z € B(zo, 7).

Bemerkung. Insbesondere ist jede analytische Funktion holomorph. Uberraschenderweise
gilt auch die Umkehrung, wie wir bald beweisen werden.

Satz 17.3.6 (Kettenregel). Es seien U,V C C offen: Die Funktionen f: U — V bzw.
g: V — C seien in zo bzw. f(z9) komplex differenzierbar. Dann ist auch go f in zyp komplex
differenzierbar mit

(90 f)(20) = g'(f(20)) - f'(20)-
Ist v : [a,b] — U eine in ty € [a,b] differenzierbare Kurve mit vy(tg) = zo, so ist auch die
Kurve fo~:[a,b] = V differenzierbar in ty mit

(f 27)'(to) = f'(7(t0))¥'(to)

Bewets. Der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis von Satz 4.3.2. U
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Nun wollen wir das Kurvenintegral fiir komplexe Funktionen definieren.

Definition 17.3.7. Sei A C C und f : A — C eine stetige Funktion. Ist ~ : [a,b] — A eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve, so definiere

b
/ f(2)dz = / SO @)Y (1)t

Bemerkung. Ist U C C offen und besitzt f : U — C eine Stammfunktion F', so folgt aus
der Kettenregel:

b
[ 11z = [P oyt = FGe) - Fo).

Beispiel. Sei zp € C, n € Z\ {0} und v : [0,27] — C der |n|-fach durchlaufene Kreis mit
Y(t) = 2o +7re™. Ist n > 0 so wird v positiv orientiert genannt, andernfalls negativ orientiert.
Dann gilt:

2T
1 1 :
/ dz = / —irne™dt = n2mi.
Z— 20 reint
Y 0
Also misst
1 1
D dZ,
2mi | z— 2z
v

wie oft sich v um zg windet. Wie wir bald sehen werden, kénnen wir allgemeinen geschlossenen
Kurven auf diese Weise eine Windungszahl zuordnen. Hingegen ist

/(z —20)"dz =0

~

fiir alle n € Z\ {—1} und alle geschlossenen Kurven 7 : [a,b] — C\ {20}, denn der Integrand
hat

1 n+1
n+1 (= 20)

als Stammfunktion. Die auf C\ {29} holomorphe Funktion —— wird auch manchmal Cauchy-

kern genannt. Wie wir bald sehen werden, spielt sie bei der Integraldarstellung von holomor-
phen Funktionen eine entscheidende Rolle.

Bemerkung. Aus der Definition des Kurvenintegrals ergibt sich die folgende Standard-
abschétzung:

b
/ f2)dz| < / PO 1 ()t
o a

IA

sup{[f(2)| | z € Bildv} - L(7).

Der Realteil und Imaginérteil eines komplexen Kurvenintegrals sind reelle Kurvenintegrale
im Sinne des letzten Abschnittes. Genauer gilt:
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Satz 17.3.8. Sei A C C und f: A — C eine stetige Funktion mit

flx+iy) = fi(z,y) +ife(x,y).

Ist 7 : [a,b] — A eine stetig differenzierbare Kurve mit v(t) = ~y1(t) + iva(t), so gilt:

/ f(2)dz = / (s y)de — fole, y)dy) + i / (folr,y)dz + fu(z, y)dy)

v Y Y

- / (11 (H(1)) + Py () (8) + iy (1)t

b

b
= / Siv@O)VL(E) = f2(v ()5 () dt + i / Fa(y ()1 () + (v (£))ya(t)dt

a

= /(fldx — fady) +i/(f2dw—|-f1dy)

v Y

Daraus folgt sofort der Integralsatz von Cauchy:

Satz 17.3.9 (Cauchyscher Integralsatz). Sei U C C offen und f : U — C eine holomorphe
Funktion mit

Dann sind die 1-Formen fidx — fady und fadx + fidy geschlossen. Insbesondere gilt:

(a) Sind vy und 1 zwei homotope stickweise differenzierbare geschlossene Kurven so gilt:

/ f(z)dz = / F(2)dz.
Yo 71

(b) Ist U C C offen und einfach zusammenhdngend, so gilt fir jede stickweise differenzier-
bare geschlossene Kurve v :
/f(z)dz =0
v

(c) Sei U C C offen und einfach zusammenhdingend und z,zo € U. Ist v, eine beliebige
stiickweise stetig differenzierbare Kurve in U, die zg mit z verbindet, so definiert

F(:) = [ flw)du

eine holomorphe Funktion. Da U einfach zusammenhingend ist, ist F(z) unabhdingig
von der Wahl der Kurve v,.
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Bemerkung. Oft wird auch nur die Aussage in (b) als Cauchyscher Integralsatz bezeich-
net.

Beweis. Die 1-Formen fodx + fidy und fidx — fody sind genau dann geschlossen, falls die
Gleichungen

afi _ 0fs dfs  0fi
—— = und =— = ———
Oz oy Ox oy
erfiillt sind. Dies sind aber genau die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Damit
ist die Aussage eine Konsequenz aus Satz 17.2.14. U

Definition 17.3.10 ( Windungszahl, Umlaufzahl). Sei zgp € C und 7 : [a,b] — C\ {20} eine
geschlossene stiickweise stetig differenzierbare Kurve. Dann heifit

1 1
w(7y, z0) := i T dz
v

die Windungszahl (Umlaufzahl) von « beziiglich z.

In Verallgemeinerung des obigen Beispieles zeigen wir nun, dass die Windungszahl eine ganze
Zahl ist. Thr Betrag misst, wie oft eine geschlossene Kurve v : [a,b] — C\ {20} den Punkt
zo umléuft. Das Vorzeichen gibt die Orientierung der Umlédufe an. Linksuml&ufe erhalten ein
positives Vorzeichen und Rechtsumlédufe ein negatives Vorzeichen.

of

Abbildung 17.13: «v hat Windungszahl —1 bzgl. a und 1 bzgl. b. I' hat Windungszahlen 2,1,0
bzgl. ¢, d bzw. e.

Satz 17.3.11. Sei z9p € C und v : [a,b] — C\ {20} eine geschlossene stiickweise stetig
differenzierbare Kurve. Dann ist w(7y, zo) eine ganze Zahl. Dariberhinaus ist die Windungszahl
homotopieinvariant, d.h. sind vy1 : [a,b] — C\ {20} und 72 : [a,b] — C\ {z0} homotope
geschlossene stiickweise stetig differenzierbare Kurven, so gilt:

w(71, 20) = w(72, 20)-
Ist insbesondere 7y : [a,b] — C\ {20} nullhomotop in C\ {20}, so gilt:

w(7,20) = 0.

Beweis. Da der Cauchykern ZEZO auf C\ {20} holomorph ist, folgt die Homotopieinva-

rianz aus dem Cauchyschen Integralsatz. Es bleibt zu zeigen, dass die Windungszahl immer
ganzzahlig ist. Sei also 7 : [a,b] — C\ {20} eine geschlossene stiickweise stetig differenzierbare
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Kurve. Der Einfachheit halber nehme man an, dass sie stetig differenzierbar ist. Da das Bild
von v den Punkt zp nicht trifft und  geschlossen ist, besitzt v die Darstellung (Polarkoordi-
naten um zp)

v(t) = r(t)e?D + 2

wobei r : [a,b] — Ry eine positive differenzierbare Funktion mit r(a) = r(b) ist und ¢ :
[a,b] — R eine differenzierbare Funktion ist mit

p(b) — p(a) = k2m

und k € Z. Damit erhalten wir

o

L ! I S N e L 11 plee(t)
omi ) z—z2 2w ) r(t)eie® (7" ()e ™ +r(t)ig (t)e )dt
il a
L [r'() )
= t)dt
27t ) r(t) +ig'(t)d
1 b
= 71 - _ —
211 o8 T +27T(('0<b) go(a)) k

17.4 Cauchysche Integralformel und Analytizitit holomorpher Funktionen

Das folgende Lemma wird niitzlich fiir den Beweis der Cauchyschen Integralformel sein.

Lemma 17.4.1. Sei U C C offen und U enthalte die abgeschlossene Kreisscheibe K (zg, 1)
mit Radius r > 0 um zq. Sei f : U — C eine stetige Funktion, die bis auf die Ausnahme eines
Punktes w im Innern der Kreisscheibe K (zy,r) holomorph ist. Dann gilt:

[ 1z =0,

Abbildung 17.14: zu 17.4.1
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Beweis.  Sei also f: U — C eine stetige Funktion, so dass f auf U \ {w} mit w € B(zo, r)
holomorph ist. Fiir jedes € > 0 mit K (w,€) C B(zg,r), sind die Kreise 7,.(t) = 29 + re* und
ac(t) = w+ee in U\ {w} frei homotop. Damit folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz und
der obigen Abschitzung von Kurvenintegralen:

/f /f )dz| < M L(ae) < M2me,

wobei M das Maximum der stetigen Funktion f auf K (zo, ) bezeichnet. Da diese Abschétzung
fir alle € > 0 erfiillt ist, ist die Behauptung bewiesen. U

Satz 17.4.2 (Cauchysche Integralformel). Sei U C C offen und f : U — C eine holomorphe
Funktion. Sei zy € U und r > 0 so gewdihlt, dass die abgeschlossene Kreisscheibe K (zg,r) in
U enthalten ist. Sei~y, : [0,27] — C der parametrisierte Kreis mit v,.(t) = zo +re't. Dann gilt
fiir jedes z in der offenen Kreisscheibe B(zg,r):

) = eri/w(il))zdw
Vr

Beweis.  Wegen der Holomorphie von f auf U ist auch der Differenzenquotient

auf dem Definitionsbereich U \ {z} holomorph und lisst sich nach z stetig fortsetzen. Damit

folgt mit obigen Lemma:
1
Fw) = f(2) / F®) g o) / .
w—z — z w—z

Yr
1
/ dw = 2mi
w—z

Yr

Da wegen des obigen Beispiels

gilt, folgt die Behauptung. U

Die Cauchysche Integralformel ist eine fundamentale Integraldarstellung holomorpher Funk-
tionen. Sie besagt z.B. dass holomorphe Funktionen im Innern von Kreisscheiben durch die
Werte auf dem Rand bestimmt sind. Die im Integranden der Integralformel vorkommende

Funktion .

w—z

CK(w,z) =

wird manchmal auch Cauchykern genannt. Basierend auf der geometrischen Reihe, werden
wir nun den Cauchykern ﬁ fiir festes w € C in eine Reihe um einen von w verschiedenen
Punkt zp entwickeln. Damit werden wir dann die Potenzreihenentwicklung von f herleiten
und somit die Analytizitit holomorpher Funktionen beweisen.

Lemma 17.4.3. Seien zp,w € C mit |w — zo| = .
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1. Ist r >0, so gilt fir alle z € B(zg,r) :

L (BR) X gt
— - z—z0)".
w—z  w— 2 = \w— 2 (w — zp)"HL 0

0 n=0

2. Ist r >0, so gilt fir alle z € C\ K(zo,7):

1 -1 o~ (w—=z n__oo V(s oy —(n])
e Y (UER) =Y

zZ — Z
0 n=0 n=0

Beide Reihen konvergieren absolut und gleichmdfig auf beschrinkten Teilmengen.

Beweis. Sei w € C mit |{w — 29| = 7. Ist 7 > 0, so gilt fiir alle z € B(z9, R) :

(N 1 B 1
weE T w0 (o) (1- 22
1 [ z—2z\"

_ — 20
_w—z(]%(w—z[))
Sei nun 7 > 0 . Dann gilt fiir alle z € C\ K (z,7):

1 1 B 1
w—z w—z0— (2 — 20) —(Z—Zo)(l—f:jg)
I = /w—z\"

o — 20
_Z—Zonz:;]<z—20>

0

Wir zeigen nun mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel, dass sich jede holomorphe Funktion
lokal in eine Potenzreihe entwickeln ldsst. Genauer gilt:

Satz 17.4.4. Jede in einer offenen Menge U C C holomorphe Funktion f kann in einer
Kreisscheibe K (z9, R) C U in eine Potenzreihe

f(z) = Zan(z —20)"
n=0

entwickelt werden. Dabei sind die Koeffizienten durch die Integrale

1 f(w)
= om (w — zp)"t1 dw

Yr

gegeben, wobei v, (t) = zo +re mit t € [0,27] einen parametrisierten Kreis um zy mit Radius
r < R bezeichnet.
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Beweis.  Aus der Cauchyschen Integralformel folgt fiir |z — zo| < 7:

f(z) = 217”/ f(w) dw.
e

w—z
Wegen Teil 1 des obigen Lemmas 17.4.4 gilt fir jedes w € Bild(y,) und alle z € B(zg,r) :
fw) _ S §5 ()
w—z  w— 2 f\w— 2

Da die Reihe gleichméBig auf Bild v, konvergiert, diirfen wir wegen des Satzes 6.2.2 die Sum-
mation und Integration vertauschen und es folgt:

10 = g [ 2w =3 | o [l ) oy
Ve

n=0 A

Wir haben somit Folgendes bewiesen:
Bemerkungen.

(a) Die auf einer offenen Menge U C C holomorphen Abbildungen stimmen mit den auf U
analytischen Funktionen iiberein. Insbesondere ist jede holomorphe Funktion unendlich
oft komplex differenzierbar.

(b) Die Nullstellen holomorpher Funktionen f # 0 sind isoliert, d.h. zu jeder Nullstelle
existiert eine Umgebung, in der sich keine weiteren Nullstellen befinden (siehe Satz
2.7.5).

(c) (b) impliziert den folgenden Identitétssatz: Ist U C C offen und zusammenhéngend und
sind f,g: U — C zwei holomorphe Funktionen, so gilt: Hat die Menge

{zeUlf(2) =g(2)}
einen Hiufungspunkt, so stimmen f und g auf ganz U iiberein.
Eine wichtige Anwendung des Satzes 17.4.4 ist der Satz von Liouville. Man nennt auf ganz C
holomorphe Funktionen ganze Funktionen.

Satz 17.4.5 (Satz von Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Ist f: C — C eine ganze Funktion, so besitzt sie wegen Satz 17.4.4 um 25 = 0
die Potenzreihendarstellung

oo

> e

n=0

_ 1 [ fw)
= o wn+1 )
A
wobei r > 0 beliebig ist und . : [0,27] — C, 7,.(t) = re'. Ist |f(z)] < M fiir alle z € C so
folgt mit Hilfe der Standardabschétzung:

mit den Koeffizienten

n -

|an‘ < rin

fiir alle » > 0. Damit folgt a,, = 0 fiir alle n > 1. U
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Die Analytizitdt holomorpher Funktionen hat die folgende iiberraschende Konsequenz.

Satz 17.4.6 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Sei U eine offene Menge und zg € U. Ist
f:U\{z0} — C eine holomorphe Funktion, die in einer punktierten Umgebung K (zo,7)\{z20}
beschrinkt ist, so ldsst sich f holomorph nach zy fortsetzen.

Beweis. Betrachte die Funktion g : U — C mit

(z — 20)2f(2) fiir z€ U\ {20}

0 flir z = 2

9(2) =

Diese ist natiirlich ebenfalls auf U \ {z} holomorph und wegen

lim 9(2) —9(x0) _ lim (2 — 20)f(2) = 0
z—2( z — ZO z—2(
z€U\{z0} 2€U\{20}

auch in zg komplex differenzierbar. Damit ist g auf U holomorph und besitzt eine Potenzrei-
henentwicklung um 2. Da g(a) = ¢’(a) = 0, ist sie von der Form

g(z) = Z an(z — 20)".
n=2

Damit definiert
o0
Z an(z — zo)"*2
n=2

die gesuchte Fortsetzung. U

17.5 Holomorphe Funktionen auf Kreisringen und ihre Laurententwicklung

Definition 17.5.1. Seien R > r > 0 und 29 € C, so nennen wir
K(z0,7, R) :== K(20,R) \ B(20,7) ={2€C|r<|z—2| <R}

den abgeschlossenen Kreisring um zg mit innerem Radius r und duflerem Radius R. Entspre-
chend sei der offene Kreisring durch

B(zp,7, R) :== B(z0,R) \ K(20,7) ={2€C|r <|z—2]| <R}
bezeichnet.

Definition 17.5.2. Eine Reihe der Form

oo

Z an(z — z0)"

n=—0oo

mit a, € C heifit Laurentreihe. Die Reihen

i a_p(z—20)"" bzw. i an(z — 20)"
n=1 n=0

nennt man Hauptteil (singuldrer Teil) bzw. Nebenteil (requlirer Teil) der Laurentreihe. Eine
Laurentreihe heifit konvergent im Punkte z, falls ihre Hauptteile und Nebenteile im Punkte
z konvergieren.
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v

Abbildung 17.15: Kreisring

Lemma 17.5.3. Se:

o0

Z an(z —20)"

n=—oo

ewne Laurentrethe. Ist % der Konvergenzradius der Potenzreihe

o.)
g a_pz",
n=1

so konvergiert der Hauptteil der Laurentreihe

Za—n(z - ZO)_n
n=1
auf
C\ K(z0,7) ={2€C|r<|z— 2]}

und stellt dort eine holomorphe Funktion dar. Ist zusdtzlich R der Konvergenzradius des
Nebenteils und ist r < R, so konvergiert die Laurentreihe auf dem Kreisring

B(zp,7,R) ={2€ C|r <|z—2]| <R}

und stellt dort eine holomorphe Funktion dar. Auferhalb des abgeschlossenen Kreisrings
K(zp,m,R) ={2€C|r<|z— 2| <R}

divergiert die Laurentreihe.

Bemerkung. Ist der Hauptteil einer Laurentreihe von null verschieden und besitzt er nur
endlich viele Summanden, so konvergiert er offensichtlich auf C \ {0}.

Beweis.  Ist % der Konvergenzradius der Reihe

0o
p(Z) = Z a—nzna
n=1
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so ist der Hauptteil der Laurentreihe wegen

S-S () ()

genau dann konvergent, falls

1 1
z— 2 T

und somit
|z — zo| >

gilt. Da p auf B(0, %) holomorph ist, ist wegen der Kettenregel der Hauptteil p(
Menge

1 ) auf der
z—20

{zeC|r<|z—2|}
holomorph. U

Wir wollen nun die Umkehrung des obigen Lemmas zeigen, ndmlich dass auf Kreisringen
holomorphe Funktionen eine Darstellung durch eine Laurentreihe besitzen. Dazu werden wir
zunéchst eine Integralformel fiir holomorphe Funktionen auf Kreisringen herleiten.

Satz 17.5.4. Es sei U C C eine offene Menge, die den abgeschlossenen Kreisring K (zo,7, R)
fir 0 < r < R enthdlt. Sei f:U — C eine holomorphe Funktion und ~y, : [0,27] — C, t —
20 + reit, v entsprechend. Dann gilt fiir alle z € B(zo,r, R)

1 f(w) 1 [ f(w)
)_%i/w—zdw_M/w—zdw'
TR Ir
1 fw)

e et
R

eine auf B(zo, R) holomorphe Funktion und

_ 1 [ f(w)
Hy(2) = 27ri/w—zdw
e

eine auf C\ K(zo,r) holomorphe Funktion. Wir nennen Hy den Hauptteil von f und Ny den
Nebenteil von f.

Dabei definiert

Beweis. Wegen der Holomorphie von f auf U ist die Funktion @ : U — C mit

F=1GE) i w e U\ {2}

fl(z) firw=z

auf U \ {z} holomorph und in z stetig. Wegen des Hebbarkeitssatzes ist dann ) aber auch
auf ganz U holomorph. Da die Kreise yg und 7, in U homotop sind, gilt gemifl 17.3.9(a):
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Mit z € B(zo, R) folgt

/f )=/ /f _ z)/wl_zdw:/g(_zjj)zdw—%if(z).

TR TR

Wegen z € C\ K(ZQ,T‘) ist

/f w—z /f—z B Z)/wl—zdw:/tjtj(ﬁ])zdw’

Ir

und die Behauptung ergibt sich durch Subtraktion beider Identitdten und nachfolgende Di-
vision durch 2. U

Mit Hilfe der Entwicklung des Cauchykerns in Lemma 17.4.3 erhalten wir nun fiir den Ne-
benteil und Hauptteil einer auf einem Kreisring definierten holomorphen Funktion folgende
Reihendarstellungen:

Satz 17.5.5 (Laurententwicklung). Es sei U C C eine offene Menge, die den abgeschlossenen
Kreisring K(zo,r, R) fiir 0 <r < R enthdlt. Sei f : U — C eine holomorphe Funktion. Dann
gilt fiir alle z € B(zo, R)

Ny(z) = % j(iu)zdw—z ;Ti/(zuf(:))nﬂdw (z = 20)"

n=0

TR R
und
o 1 f(w) _ & —(n+1)
Hy(z) = 2mi wfz _n=0 2mi /f 20)dw | (2= z0)

Yr

fiir alle z € C\ K(zo,r). Auf dem Kreisring B(zg,r, R) konvergieren beide Reihen und wir
erhalten

f(2) = Np(2) + Hp(z) = Y an(z—20)"
mit ) F(w)
n = 5 7(10 o) dw,

Yp
wobei v, (t) = zo+pe't mitt € [0,27] einen parametrisierten Kreis um zy mit Radius p € (r, R)
bezeichnet.
Beispiel.  Betrachte die holomorphe Funktion f: C\ {1,2} — C mit
1 1 1
oG- (-2 -1

Wir wollen die Laurententwicklung auf dem Kreisring B(0, 1,2) bestimmen. Es gilt fiir den
Nebenteil und Hauptteil

f(z) =
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und
o0

1 1 1
Hy(z) = (1-2) :_z(l—%) :_nz:;]z’”l'

Nun wollen wir Singlaritdten fiir holomorphe Funktionen definieren.

Definition 17.5.6. Sei U C C offen und zp € U. Ist f : U\ {20} — C eine holomorphe
Funktion, so heift zy isolierte Singularitdit von f. Ist

o0

fz)= > an(z—z)"

die Laurententwicklung von f mit Entwicklungspunkt zg, so heifit

ord,,(f) =inf{n € Z | a,, # 0}
die Ordnung der Singularitét. Ist ord.,(f) = —oo so heiit die Singularitit wesentlich. Ist
ord,, (f) < 0 bzw. ord,, > 0, so heift zy eine Polstelle bzw. Nullstelle der Ordnung |ord,, (f)|.

17.6 Der Residuensatz und seine Anwendungen

Definition 17.6.1. Sei f : B(z9,R) \ {20} — C eine holomorphe Funktion. Sei ~,(t) =
20 +re, t € [0,27] ein parametrisierter Kreis um zg mit Radius » < R . Dann heit

Resoo() = 51 [ £z
Ir

das Residuum von f in zj.
Bemerkungen.

(a) Da die parametrisierten Kreise 7, in B(zp, R) \ {20} paarweise homotop sind, ist die
Definition unabhéngig von der Wahl von ~,.

(b) Ist f : B(z0,R) \ {20} — C eine holomorphe Funktion, so besitzt f auf B(zg, R) \ {20}
die Laurententwicklung

f(z)="Y an(z—20)
Dann ist wegen Satz 17.5.5
a_ 2m/f )dz = Res., (f)

Ist allgemeiner + : [a,b] — B(zo, R) \ {20} eine stiickweise stetig-differenzierbare Kurve
mit Windungszahl w(~, z9), so gilt:

n —1 _
27rz/f =5 Z an/ z—zp)"dz = a_ 15— (z—zo) dz = Res;, (f)w(v, 20),

n=—oo

denn fiir n # —1 ist — 20)"*! Stammfunktion von (z — z9)".

n—i—l(
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Satz 17.6.2 (Residuensatz). Es sei U C C eine offene Menge und S C U eine Menge ohne
Hiufungspunkte in C. Sei f: U\ S — C eine holomorphe Funktion und v : [a,b] — U\ S
eine geschlossene, in U nullhomotope Kurve. Dann ist die Menge

{ze 5 w(y,2) #0}

eine endliche Menge {z1,...,z,} und es gilt:

k
/f(z)dz =27 ZReszj (Hw(, 25).

Jj=1

Y

Abbildung 17.16: zum Residuensatz

Beweis. Da v : [a,b] — U in U nullhomotop ist, existiert eine Homotopie H : [0, 1] x
[a,b] — U mit Hy(t) = H(0,t) = ~(t) und Hi(t) = H(1,t) = p € U. Dann ist K =
H([0,1] X [a,b]) kompakt und der Schnitt von S mit K ist endlich, denn unendliche Mengen
haben in kompakten Mengen einen Hiufungspunkt. Ist S = SN K = {z1,...,2K}, so ist
7 : [a,b] — U auch in U \ (S \ S) nullhomotop, denn die Homotopie “trifft” die Punkte aus

S\S nicht. Seien h; : U\{z;} — C die Hauptteile von f in den Singularitéten {z1,..., 2z} C K.

Abbildung 17.17: zum Beweis (der besseren Darstellbarkeit halber ist « hier einfacher gewé&hlt)
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Dann ist

F::f—Zhj

Jj=1

eine auf U \ (S \ S) holomorphe Funktion und ihr Kurvenintegral iiber v ist wegen des
Cauchyschen Integralsatzes gleich null. Also folgt:

Da der Haupteil h; durch eine auf C\ {z;} konvergierende Reihe der Form
~1
Z an(z — z;)"
n=-—00
gegeben ist, folgt aus obiger Bemerkung
/hj(z)dz = 2mia_yw(v, z;j)
5
und somit die Behauptung des Satzes. U

Wir geben noch folgende praktische Methode zur Berechnung von Residuen an.

Satz 17.6.3. Hat f in zy einen Pol k-ter Ordnung, so ist g(z) = (2 — z)*f(2) in einer
offenen Umgebung von zy holomorph und es gilt:

Res., (f) =

CESANC)

Beweis. Da f in zg einen Pol k-ter Ordnung hat, besitzt f in zg eine Laurententwicklung
der Form

a_f a_—q

f(z) = k+...+(z_zo)1+;an(z_zo)n.

(z — 20)
Dann besitzt g(z) = (2 — 20)* f(2) in 2o die Potenzreihenentwicklung

e e}

Q(Z) =a_p+...+ a,l(z — zo)k_l + Za"(z _ Zo)n—i-k:‘
n=0
Insbesondere ist ¢ in 2y holomorph und es gilt
LI
Reszy (f) = a-1 = WQ (20)-
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Beispiel.  Betrachte f(z) = &, so hat f in zg = 1 eine Polstelle zweiter Ordnung, denn
% ist holomorph. Da g(2) = f(2)(z — 1)? = €** folgt:

Res,, (f) = ¢'(1) = ie.

Nun wollen wir den Residuensatz verwenden, um gewisse reelle Integrale zu berechnen.
Zunéchst wollen wir folgende uneigentliche Integrale untersuchen: Sei f : R — C eine Regel-
funktion, d.h. Realteil und Imaginérteil von f seien Regelfunktionen. Nach Definition 5.4.1
existiert das uneigentliche Integral
oo
/ f(x)dx
—0o0

genau dann, falls die Grenzwerte

r oo 0
Tlgrolo f(x / f(x)dx und hm f Ydx =: / f(x
0
exitieren. Wir definieren dann:
oo 00 0
/f(a:)dx:/f(x)d:c—k / f(z)dx
—00 0 —00

AuBerdem folgt mit dem Majorantenkriterium (Satz 5.4. 2) Ist ¢ : R — R eine positive
Regelfunktion mit |f(z)| < ¢(z) und existiert das Integral f (z)dz, so auch das Integral

— 00

oo
| f(z)dz. Ist insbesondere f absolut integrierbar, d.h. existiert
o

/OO |f (2)|dz,

so auch das Integral von f: R — C.

T (0.)
Bemerkung. Der Grenzwert lim [ f(z)dz kann existieren, ohne dass das Integral [ f(z)dx
—00

,

existiert. Ein Beispiel hierfiir ist die Funktion f(z) = x. Den Grenzwert lim [ f(z)dz nennt

T—00 —_r

oo

man auch Cauchyschen Hauptwert des Integrals [ f(z)dxz. Existiert das Integral, so stimmt
—00

es offensichtlich mit seinem Cauchyschen Hauptwert iiberein. Wir wollen nun mittels des

Residuenkalkiils Fourierintegrale berechnen.

Definition 17.6.4 (Fourierintegral). Sei f : R — C eine Regelfunktion. Existiert fiir jedes
p € R das Fourierintegral
oo
~ [ f@ye s,
—o0

so heif3t f : R — C die Fouriertransformierte von f.
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Bemerkung. Ist f absolut integrierbar, so ist wegen |f(x)e~®%| = |f(z)| auch f(x)e ®*
absolut integrierbar und die Fouriertransformierte existiert.

Satz 17.6.5. Sei S C C\R eine endliche Menge und f : C\.S — C eine holomorphe Funktion

mit
lim max|f(z)|-r=0.
r—00 |z|=r
Betrachte fiir p € R die holomorphe Funktion g, : C\ S — C mit g,(2) := f(2)e~**. Dann
gilt:
, —2mi Y. Res;(gp), p>0

. z€S
lim [ f(z)e”"Pdz = o Jmest
=00 2mi Y, Res.(gp), p <0

-r z€eS
imz>0

Beweis.  Seien p <0 und r >0, so dass S C {z € C| |z| < r} sowie
St ={z€ S| imz > 0}.

Sei v der Integrationsweg, der sich aus dem Intervall [—r, 7] und dem Halbkreis v, : [0, 7] — C
mit 7, (t) = ret zusammensetzt. Dann folgt aus dem Residuensatz:

A

Abbildung 17.18: Integrationsweg fiir p < 0

+r ™
/f(z)dz = /f(x)eipxdx—l—/f(reit)eipreitireitdt = 27 Z Res.(gp)-
vy -r 0

z€ST
Fir 0 <t <7 gilt wegen p < 0:

it . AR .
ipre — |6 1prcost‘ X ‘6 zpzrsmt‘ — 6prsmt S 1.

‘e
Damit erhalten wir:

|z|=r

™
/f(reit)e_ipreitreitdt < 7w max|f(z)] - r.
0

Die Annahme an f impliziert somit die Behauptung. Den Fall p > 0 behandelt man analog
mit Integrationsweg ¢ — re =%, 0
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Beispiele.
+oo
(a) Betrachte fiir a > 0 die Funktion f : R — R mit f(z) = ﬁ Das Integral [ |f(z)|dz
—0o0

existiert.
AuBlerdem ist f: C\ {£ia} — C mit f(z) = ﬁ eine holomorphe Funktion. Mit

gp(z) = f(z)e "P* = (2 +ia)(z —ia)

folgt
R o
esm(gp) ~ %a
und
e pa
Res_ia(gp) = %ia’
Also folgt fiir p > 0
e ipx pa pa
A e e e
1) / 212t ™ 94 a
—00
und fiir p <0
~ epa 7-[-61704
p— 2 .7 p—
1) m 2ia a
(b) Als weitere Anwendung zeigen wir:
+o0o
/ dv 7
t+1 2
—00

Betrachte
(A1) =(2— i) +i)=(z—eT)(z+eT)(z—ieT)(z+ieT).
Setzen wir zg = e und S = {20, —20, 120, —120}, so ist die Funktion f:C\ S — C mit

1 1
f(z) = A1 - (z — 20)(z + 20)(z — iz20) (2 + i20)

holomorph. Insbesondere gilt:
St = {2,iz} ={z €S| im(z) > 0}.

Also folgt aus obigem Satz:

+oo
d
/ 1'4 _T_ 1 = 27ri(ResZ0 (f) + Resizo (f))

—0o0
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Abbildung 17.19: zu Bsp. (b)

Wir erhalten fiir die Residuen:

1 1 1
R == = —_
sz (f) 220(z0 — i20) (20 +i20)  2z3(1—i)(L+1d) 423
und
" 1 B 1
€Sizg (izo — 20)(i20 + 20)(2iz0)  2iz3(i — 1)(i + 1)
_ 1 _ /)
N —41’28’ N 428'
Da
1
ZS’:@%’” =1i-20 —i( \;%Z),
folgt
+
/OO dx 5 (1+4) 2mi/2 T
= 2mi 1) = = —.
x4+ 1 423 V2
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Kapitel 18

Maf3- und Integrationstheorie

Literatur zur Maf3- und Integrationstheorie:

(a) Evans/Gariepy: Measure theory and fine properties of functions. Studies in Advanced
Mathematics.
Schneller Einstieg auf den ersten 26 Seiten.

(b) Amann/Escher: Analysis III. Grundstudium Mathematik, Birkhduser.
Ausfiihrliche Einfithrung auf 165 Seiten.

(c) Heinz Bauer: Maf- und Integrationstheorie, de Gruyter Lehrbuch.
Ausfiihrliche, aber dennoch iibersichtliche Darstellung der Maf3- und Integrationstheorie
(Standardwerk in der deutschen Lehrbuchliteratur).

(d) Elstrodt: MaB- und Integrationstheorie: Grundwissen Mathematik, Springer.
Ausfiihrliche Darstellung der MaB- und Integrationstheorie, Speziallektiire.

18.1 Mafle und messbare Mengen

In der Mafltheorie mochte man Teilmengen eines Raumes X ein Volumen zuordnen. Wir sind
hauptsichlich am Fall X = R" interessiert, aber fiir viele Anwendungen ist es notwendig,
allgemeinere Réume zu betrachten.

Definition 18.1.1. Sei X eine Menge und P(X) die Potenzmenge von X. Eine Abbildung
p:P(X)— (0,00 :={zeR| >0}U{o0}
heilt ein dufleres Maf$ auf X, falls Folgendes gilt:
(i) u(@®) =0,

(i) p(A) < 7 p(Ag), falls A C U Ax (Subadditivitit).
k=1 k=1
Bemerkungen.

(a) Aus (i) und (ii) folgt die Monotonie von p, d.h. u(A) < u(B), falls A C B:

o0

Setze B = U Aj mit Ay :B,AZ:Q)furz> 1.
i=1

413
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(b)

(¢)
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o
Die Reihe ) p(Ag) besteht aus Gliedern p(Ag) > 0. Sie konvergiert also genau dann,

k=1
n
falls die Partialsummenfolge > u(Ar) = s, beschrénkt ist. Divergiert die Reihe, so
k=1
setze
o
> u(Ag) = 0.
k=1

oo

Nach dem Umordnungssatz (2.6.2) ist > u(Ag) unabhéngig von der Summationsrei-
k=1

henfolge.

w heiBt Wahrscheinlichkeitsmafs, falls pu(X) = 1.

Beispiele.

(a)

Sei X eine Menge, xg € X. Definiere

{1 falls xg € A,
Ozy =
0 sonst.

0z, ist ein duBleres Maf auf X, denn d,, () = 0 und sind A C |J Ai und xp € A, so ist
k=1
xg € Ay, fiir ein kg € N. Daraus folgt

1= 6w0 (A) = 5380 (Ako) < Z(Swo (Ak)
k=1

Dieses duflere Mafl heif3t Diracmays.

Sei X eine Menge, so setze

cardA falls A endlich,
n(A) = {

00 sonst,

wobei card die Kardinalitéit bezeichnet. Dieses duflere Maf3 heifit auch Zdhlmafs, da es
die Anzahl der Elemente einer Menge zahlt. Ist X endlich, so definiert

cardA

A) =
M( ) card X

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf X. Dieses Maf} findet insbesondere in der elementaren
Statistik eine Anwendung.

Ist p ein duBeres Mafl auf X und A C X, so heifit 14 mit
u1a(B) = u(A B)

fir B € P(X) das duflere Mafl p eingeschrinkt auf A.
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Das wichtigste Beispiel ist das duflere Lebesgue-Maf$ auf R™. Ist I ein beschrianktes Intervall,
so heifit
Il =b—a

die Linge von I, falls I durch (a,b), (a,b], [a,b) oder [a,b] mit a < b € R gegeben ist. Eine
Menge Q C R™ der Form
Q=L x...x1,

heifit Quader. Wir definieren das Volumen des Quaders durch
vol@ :=vol,,Q = |I1]-- - |I,,],

d.h. das Volumen eines Quaders ist definiert als das Produkt seiner Kantenléngen.

bz|--"~ ) Q

. .
az ; ; -
ax bx X

Abbildung 18.1: Quader mit Volumen volzQ = (b, — az)(by, — ay)(b, — a.)
Definition 18.1.2 (Auferes Lebesguemafl). Die Abbildung A := A" : P(R") — [0, o0] mit

A(A) := inf ivole | AC [j Qj

j=1 J=1
heifit dufleres Lebesgue-Mafs auf R™.
Satz 18.1.3. X ist ein duferes Mafs.
Beweis. A(@) = 0, denn die leere Menge ist in jeder Menge enthalten und somit auch in

jedem Quader mit beliebig kleinen Kantenldngen.

o0 [e.e]

Sei A C R"und A C |J Ag. Wir kénnen annehmen, dass Y A(Ay) konvergiert, denn sonst ist
k=1 k=1

die Eigenschaft (ii) in der Definition des &ufleren Mafles trivialerweise erfiillt. Nach Definition

von A(Ayg) ist zu gegebenen € > 0 die Zahl A\(Ay) + 57 keine untere Schranke von
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o
Daher existieren Quader Q; mit Ay C |J Q, und
j=1

ACUA’“CUUQ’%
k=1

k=1j=1

Jj=

und somit mittels geometrischer Reihe

(e 9] o0 [e.9] € o0 1
MA) < szomgkj <D OAAR) + oF = D AAR) + € (1 — - 1)
k=1 j=1 k=1 k=1 2
= > M) +e
k=1
Da € > 0 beliebig ist, folgt:
AA) < 37 A4y,
k=1

Bemerkungen.

(a) Da die Summanden alle positiv sind, folgt:

D) volQr, =D ) volQy,.

k=1 j=1 j=1k=1

(b) Ist @ ein Quader im R™, so ist
Q) = vol@,
denn
MQ) =inf$> vol@; | @ c |J @y p < vol@.
J=1 j=1

Auflerdem kann man zeigen:

vol@ < Z volQ);

j=1
fiir eine beliebige Uberdeckung von @ mit Quadern Qj, 7 € N. Daher ist
vol@ < A(Q).

Beweis von (18.1):
1. Es gilt

N
volQ) < Z volQ;

=1

o0
> volQr, < A(Ag) + €/2F. Dann gilt
=1
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fiir jede endliche Uberdeckung von Q mit Quadern Q1, ..., Qx.
2. Ist @ kompakt und wird von {Q;} mit j € N iiberdeckt, so ersetze Q; durch offene
Quader Q) mit

! / €
Q; C Q; und vol@; < volQ; + o

oo .o

Damit ist aber | Q; eine offene Uberdeckung von ) und wegen der Kompaktheit wird
j=1

@ bereits von endlich vielen @, ..., Q'y, iiberdeckt. Dann folgt aus 1.:

N 00 o) 00
€
volQ < Z;VOIQ} < Z}vol@} < Z}vole + o7 = Z;vole + e
Jj= Jj= Jj= Jj=

Da € > 0 beliebig ist, folgt (18.1) fiir kompakte @. Ist @ nicht kompakt, so existiert fiir

(o]
jedes € > 0 ein kompakter Quader @' C @ mit vol@ < volQ' +e. Ist Q C |J Qp, so ist
k=1

, oo
Q' c |UJ Q und
k=1

o
volQ < volQ' + € < Zvole +€
k=1

fiir jedes € > 0. Daraus folgt die Behauptung auch fiir beliebige Quader.

AuBere MaBle haben folgenden Schénheitsfehler: Sie sind nicht unbedingt additiv, d.h. ist u
ein dufleres Mafl und sind Ay, ..., A, paarweise disjunkte Mengen, so folgt nicht notwendi-

gerweise:
n

> (A = u(lJ Ai) (Additivitit).
i=1 i=1
Als einfaches Beispiel betrachte das dufiere Mafl p : P(R™) — [0, 0o] mit
1 fir A#0,
p(A) = {

0 sonst.
Sind A, B C R" nicht leere disjunkte Mengen, so ist wegen
1=p(AUB) < p(A) + p(B) =2

die Additivitdt nicht erfiillt. Jedoch ist, wie wir sehen werden, diese Additivitat fiir die Teil-
klasse der messbaren Mengen erfiillt.

Definition 18.1.4. Sei p ein dufleres Mafl auf der Menge X. Eine Teilmenge A C X heifit
messbar, falls

w(E) = p(ENA)+p(E\ A)

fiir alle Mengen E C X gilt.
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Abbildung 18.2: zu Def. 18.1.4

Bemerkungen.
(a) Da E=(ENA)U(FE\ A), folgt aus der Subadditivitét von p
w(E) < p(ENA)+pu(E\ A)
fur alle A, F C X.
(b) Ist u(A) =0, so ist
w(ENA)+p(EN\A) < p(A) + p(E) = n(E),
d.h. A ist p-messbar.
(c) Sei A¢:= X \ A das Komplement von A, so gilt:
EnNA°=En(X\A)=(EnX)\A=FE\A
und damit ist A messbar genau dann, falls
u(E) = p(ENA) + p(EnN A%

fir alle B C X. Wegen (A¢)¢ = A folgt somit: A messbar < A° messbar.

Abbildung 18.3: zu Bem. (c)

Wir werden sehen, dass die - messbaren Mengen eine o-Algebra bilden.
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Definition 18.1.5. Sei A C P(X) ein nicht leeres System von Teilmengen von X. Dann
heifit A eine Algebra, falls Folgendes gilt:

(i) Ac A= A°c A,
(ii) A Be A= AUBe A

oo
Folgt auflerdem aus A; € A, j € N stets auch |J A; € A, so heiit A eine o-Algebra. Das
j=1
Paar (X, A) heit dann Messraum oder messbarer Raum (englische Bezeichnung: measurable
space). Die Mengen in A heilen A- messbare Mengen.

Bemerkung. Ist A eine Algebra, so ist A abgeschlossen unter endlichen Mengenopera-

tionen. Denn sind A, B € A, so sind wegen AN B = (A°U B°)° und A\ B = AN B° auch
[e.e]

ANB e Aund A\ B € A . Ist dariiberhinaus A eine o-Algebra, so gilt auch () A; € A, falls

J=1
Cc

o0 o0

Aj€A denn ) A;=( U 45| .
j=1 j=1

Wegen A N A¢ = () enthilt jede Algebra und somit auch jede o-Algebra die leere Menge.

Wegen ()¢ = X enthalten sie auch X. Insbesondere ist das Mengensystem (X, (}) die kleinste

o-Algebra in X.

Lemma 18.1.6. Ist u : P(X) — [0,00] ein duferes Maf, so bilden die messbaren Mengen
eine Algebra A. Sind A, B € A, so ist

W(E N (AUB)) = w(E 1 A) + p((E\ A) N B).

s

Abbildung 18.4: zu Lemma 18.1.6

Beweis.  Wegen Bemerkung (c) nach Def. 18.1.4 geniigt es zu zeigen: A, B € A = AUB €
A. Seien A, B € Aund E C X. Dann folgt aus der Messbarkeit von A und B:

W(E) A (BN A) + p(BN\ A) P (B0 A) + p((E\ A) N B) + u((E\ A)\ B).

Da
EN(AUB)=(ENA)U(ENB)=(ENA)U((E\A)NB),

folgt aus der Subadditivitat von u:
wWENA) +u((E\NA)NB)>uEN(AUB)) (18.2)
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und somit aus
W(E) > p(E N (AUB)) + p((B\ A)\ B) = u(EN (AU B)) + u(E\ (AU B)) > u(E)
die Messbarkeit von A U B. Insbesondere muss in (18.2) Gleichheit gelten, d.h.
W(E N (AUB)) = w(E 1 A) + p((E\ A) N B).
U

Nun wollen wir zeigen, dass A eine o-Algebra darstellt. Dazu bendtigen wir noch folgendes
Lemma.

Lemma 18.1.7. Es scien {A;}jen eine Familie disjunkter, messbarer Mengen und S =

U A;. Dann gilt fir alle E C X:
j=1

o0

() =3 w(ENA) +p(B\ S) = p(ENS) + (BN 5).

Insbesondere ist S messbar.
Beweis. Sind A,B€ Aund ANB =0, soist (E\ A)N B = FEN B und wegen Lemma

18.1.6 gilt:
w(EN(AUB))=u(ENA)+ u(ENB).

Ist {A;};en eine disjunkte Familie messbarer Mengen, so folgt durch Induktion

k

k
(B0 4) =Y u(EN4,).
j=1

J=1

k
Da |J A; messbar ist, erhalten wir somit fiir alle £ C X

j=1

k k k
wE) = wENJA) +uE\J4) =Y mENA)+u(ENS).
j=1 j=1 j=1

Dies impliziert:

wE) > S uENA)+uENS) =" wEA A+ (BN S)
j=1 j=1

— W(ENS)+u(E\S) > u(E).

U
Bemerkung. Ist E=5= J Aj und ist die Familie {4;};en disjunkt, so folgt
j=1
p(lJ 45 =D u(4)).
j=1 j=1

Diese Eigenschaft wird auch o-Additivitdt oder abzihlbare Additivitit genannt.
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Satz 18.1.8. Sei u: P(X) — [0,00] ein duferes Maf$ und A sei das Mengensystem der ji-
messbaren Mengen. Dann ist A eine o-Algebra und es gilt fir jede disjunkte Familie {A;} en
von messbaren Mengen aus A:

[e.9]

p((JA4) => u4,)).
Jj=1 J

—1

Beweis. Die o-Additivitat folgt schon aus obiger Bemerkung. Fiir den Nachweis, dass A

eine o-Algebra ist, bleibt zu zeigen:
oo

Fiir eine gegebene Familie {A4;} ey von messbaren Mengen ist |J A; ebenfalls messbar. Ist
j=1

die Vereinigung disjunkt, so folgt dies aus Lemma 18.1.6. Falls die Vereinigung nicht disjunkt

ist, betrachte die messbare Familie {C}};cy mit C; = A; und

j—1
Cj = A]’ \ U Al
=1
fiir j > 1.

a2

«aw .y
La .

Abbildung 18.5: zum Beweis von Satz 18.1.8

Diese Familie ist auch disjunkt, denn ist k£ < j, so ist Cy C Ay, und C; N Ay = 0.

n n

Da | C; = U A; (Induktion iiber n), ist wegen Lemma 18.1.6
j=1 j=1
Ua=U4
j=1 j=1
messbar. 0

Definition 18.1.9. Die o-Algebra der beziiglich des dufleren Lebesguemafles A messbaren
Mengen des R™ bezeichen wir mit £(R"). Ihre Elemente heiflen Lebesgue-messbar.

Definition 18.1.10. Sei A C P(X) eine o-Algebra. Eine Abbildung p : A — [0, 00] mit
w(0) = 0 heiit (o-additives) Map, falls

p(lJA) =D u(A).
i=1 =1
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fiir jede disjunkte Familie A; € A, i € N. Ist p ein Mafl auf (X,.A), so heifit das Tripel
(X, A, 1) Mafsraum. Die Elemente der o-Algebra heiflen messbar.

Bemerkungen.

(a) o-additive Mafle heiflen manchmal auch abzéhlbar additive Mafle. Sprechen wir in Zu-
kunft von Maflen, so meinen wir immer auf einer o-Algebra definierte o-additive Mafle.

(b) Insbesondere definiert jedes dulere Mafl p ein Mafl auf der o-Algebra der p-messbaren
Mengen.

Satz 18.1.11 (Hauptsatz iber Mafe). Sei (X, A, n) ein Mafiraum. Dann gilt:
(a) Fiir alle A, B € A ist
W(AUB) = u(A\ B) + u(B\ 4) + u(B 1 A).
Falls B C A und u(B) < 00, so folgt insbesondere
u(A) — p(B) = p(A\ B).
und somit die Monotonie p(B) < pu(A).
(b) Ist {A;}jen eine monoton steigende Familie von messbaren Mengen, d.h. Ay C Ay C

- CAjCAj C---, s0 gilt:

tim u(4;) = u(|J 4).

Jj—0o0

Tt

Il
—

J

(¢) Ist {Aj}jen eine monoton fallende Familie von messbaren Mengen, d.h. ist Ay D Ay D
DA DAj1 D und ist p(Ar) < oo, so gilt:

tim p(4;) = u(() 4.

j—o00

Ny

1

J

Bemerkung. Jedes MaB p besitzt auch die Eigenschaft der Subadditivitét, denn ist {A;}en
eine Familie von messbaren Mengen und

7j—1
Cy = A;\ | 4,
=1

so folgt wie im Beweis des Satzes 18.1.8 zusammen mit der Eigenschaft (a) :

8

o0

p(\J A =n(lJ Cj) =D uC)) <D u4,).
=1 ‘ j=1

j=1 j=1

Beweis.
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zu (a) Da AUB sich als disjunkte Vereinigung dreier Mengen darstellen ldsst, ndmlich AUB =
(A\B)U(B\ A)U (AN B), folgt aus der Definition des Mafles 18.1.10:

(AU B) = u(A\ B) + u(B\ A) + u(AN B).
Ist BC A,soist B\A=0,ANB=B,AUB = A und somit

n(A) = p(A\ B) + pu(B).

zu (b) Ist
A0=®,A1CAQC”'CAJ'CAH_lC-”

eine monotone Folge messbarer Mengen, so ist {Cj}jen = {4 \ Aj_1}jen disjunkt.

Abbildung 18.6: aufsteigende Mengenfolge

Durch Induktion zeigt man:

CjUCj_lu...UC;[:Aj.

Daraus folgt:

j=1 j=1 k=1 j=1
und somit
[eS) [es) [es) k k
M(JL:JI Aj) = M(JL:JI Cj) = ; w(Cj) = lim ; u(C)) = lim N(jL:JI Cj) = lim p(Ag).

zu (c) Sei Ay D Ay D A3 D ---DA; D Aj1 D -+ eine messbare monoton fallende Folge, so
betrachte die messbare monoton steigende Folge

k k
Bk =A1\Ak.:A1\ﬂA]= UBJ
J=1 J=1
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o0 o0
Insbesondere ist |J Bj = A1\ [ A; messbar und wegen (a) gilt:
j=1 j=1

() (1)

Auf der anderen Seite folgt aus (a) und (b) und der Definition von By,

I (U Bk) @ Jim p(By) = p(Ar) — lim p(Ay)

— 00
k=1
und somit die Behauptung.

U

Definition 18.1.12. Sei X, A ein messbarer Raum. Ein Mengensystem F C A heif3t Erzeuger
von A, falls A die kleinste o-Algebra ist, die E enthélt. Man schreibt dann A = o(E).

Sei (X, d) ein metrischer Raum, so nennen wir die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra
die Borel-c-Algebra und bezeichnen sie mit B(X).

Bemerkungen.

(a) B(X) ist somit die kleinste o-Algebra B, welche die offenen Mengen in X umfasst. Die
Borel-o-Algebra in einem metrischen Raum wird sowohl durch die offenen Mengen als
auch durch die abgeschlossenen Mengen erzeugt.

(b) Die Borel o-Algebra B(R™) wird schon von den Quadern erzeugt. Denn jede offene
Menge U C R"™ ldsst sich als abzdhlbare Vereinigung von Quadern schreiben. Betrachte
dazu die Menge aller Quader, deren Eckpunkte rationale Koordinaten besitzen und in
U enthalten sind. Diese Menge ist abzdhlbar und {iberdeckt U.

Fiir eine grofie Klasse von dufleren Maflen p auf metrischen Rdumen ist die Borel-o-Algebra in
der Algebra der p-messbaren Mengen enthalten. Um ein Kriterium dafiir anzugeben, benéti-
gen wir die Definition des Abstandes von Mengen in metrischen Réumen.

Definition 18.1.13. Sei (X,d) ein metrischer Raum und seien A, B nichtleere Teilmengen
von X. Dann heifit
d(A, B) :=inf{d(z,y) | x € A,y € B}

der Abstand von A zu B. Ist A = {x} einpunktig, so setze
d(xz,B) = d({z}, B).
Ferner heifit diam(A) := sup, ,ec4{d(z,y)} der Durchmesser von A.
Satz 18.1.14 (Kriterium von Caratheodory). Sei p ein dufSeres Maf$ auf X mit
n(AU B) = u(A) + u(B)

fiir alle Mengen A, B C X mit d(A,B) > 0. Dann ist die Borel-o-Algebra in der o-Algebra
der p-messbaren Mengen enthalten.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die abgeschlossenen Mengen messbar sind. Sei also
C C X eine abgeschlossene Menge, so ist zu zeigen

w(E) = p(ENC)+pu(E\C)

fir alle £ C X. Ist u(E) = 00, ENC = () oder E\ C = 0, so ist dies trivialerweise erfiillt. Sei
also u(E) < oo, ENC # () oder E \ C # () . Definiere

Cp={reX|dxzC) <-}

S|

Dann gilt, falls ENC, # :
1
d(E\C,,ENC)>d(E\C,,C)> o

Also gilt nach Voraussetzung:

W(E\Co) + u(ENC) = p((E\ C) U(ENC)) < u(E).

Die letzte Beziehung ist fir E \ C, = 0 trivialerweise erfiillt. Der Satz ist bewiesen, falls
Folgendes gilt:
lim p(E\Cy) =p(E\C). (18.3)

n—oo

Beweis von (18.3): Betrachte die Menge

Rk_{er(<d(x 0) < }:Em(ck\ck+1).

eT‘\»a

Dann gilt:

3

Ck+1

Abbildung 18.7: zu (18.3)

E\C = (E\C,) UR;ﬁ
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denn da C' abgeschlossen ist, ist d(z, C') > 0 fiir jedes z € E\C. Damit folgt aus der Monotonie
und Subadditivitdt des dueren Mafles pu:

o0

WENCn) < p(E\C) < p(E\Cy) + > n(Ry).
k=n

Um hm Zk . W(Rr) = 0 nachzuweisen, reicht es, die Konvergenz von Z w(Ry) zu zeigen.
=1
Mit Hllfe der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir Ry, # () und Ry o # (Z)

d(Rg, Rjpp2) > —— — —— > 0.

Damit folgt nach Annahme

> 1(Rat) = p (U R%) < w(E).

k=1 k=1

Dies Beziehung gilt auch, falls einige der Mengen Ry leer sind. Genauso folgt:

ZM (Rog41) = (U R2k+1> < u(E).

=1 k=1

Addieren wir beide Ungleichungen, so ergibt sich fiir m — oo:

> n(Re) < 2u(E) < oo
k=1

0

Wir zeigen nun, dass das duflere Lebesguemafl A das Kriterium von Caratheodory erfiillt und
somit L£(R") die Borel-o-Algebra B(R"™) enthilt. Insbesondere sind alle offenen und abge-
schlossenen Mengen im R™ beziiglich des Lebesguemafles messbar.

Satz 18.1.15. Das duflere Lebesquemafl A erfiillt die Bedingung von Caratheodory, d.h. sind
A, B C R™ und ist d(A, B) > 0, so gilt:

AAUB) = A(A) + A(B).

Beweis. Es seien A, B C R™ mit d(A, B) > 0. Setze 0 := w. Nach Definition von A
existiert zu jedem e > 0 eine Uberdeckung von AU B mit Quadern @, so dass

> volQ; < A(AUB) +e

j=1
Durch weitere Unterteilung der Quader ); kénnen wir annehmen, dass
diam(Q;) < 6

Seien @}, die Teilmenge der Quader aus der Familie der Quader Q; mit @ N A # ) und Q]
die Teilmenge der Quader mit Q] N B # (. Wegen d(A, B) = 26 sind die Quader aus der
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Familie @}, disjunkt zu denen aus der Familie )/ . AuBerdem iiberdecken die Quader Q. die
Menge A und die Quader Q] die Menge B. Damit erhalten wir

AA) +AB) = Y vol@) + ) vol@ <) vol@,
k l J
< MAUB)+e.
Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt
AMA)+ A(B) < ANAUB)
und somit aus der Subadditivitéit von A die Behauptung. U

Definition 18.1.16. Ist (X,d) metrischer Raum und A = B(X) die Borel-o-Algebra, so
heifit p auch Borel-Maj3.

Bemerkung. Das duflere Lebesgue-Maf, eingeschrinkt auf B im R™, ist ein Borelmas.

18.2 Messbare Abbildungen

Definition 18.2.1. Es seien (X, .A4) und (X', A’) messbare Rdume. Eine Abbildung f : X —
X' heifit messbar, falls
fHA) € Afiir alle A’ € A'.

Satz 18.2.2. Sei (X', A") eine o-Algebra und f : X — X' eine Abbildung. Dann ist
FRA = {1 (A) | A e A}
eine o-Algebra iiber X. Ist E' Erzeuger von A’, so ist f~'(E') Erzeuger von f~'A’.
Beweis. Sei Al eine Familie von Mengen in A". Da
Urta=r1Jan e 14,
i=1 i=1

ist A’ € A’ soist auch X\ f~1(A) = f~1(X\ A) € f~LA. Der Rest des Beweises sei als Ubung
iiberlassen (siche MfP. IV, Blatt 5). U

Satz 18.2.3. Seien (X, .A) und (X', A') messbare Riume und E' ein Erzeuger von A’. Dann
ist f: X — X' genau dann messbar, falls f~1(E') C A.

Beweis. st f messbar, so ist f~1(E’) C A fiir jedes E' C A'.

Ist umgekehrt f~1(E’) C A, so ist wegen Satz 18.2.2 die Mengenfamilie f~!(E’) ein Erzeuger
von f71(A"), d.h. f~1(A') ist die kleinste o-Algebra, die f~!(E’) enthilt. Da A aber nach
Annahme auch f~(E’) enthilt, folgt: f~!(A’) C A. Also ist f messbar. U

Korollar 18.2.4. Seien (X,d) und (X',d") metrische Riume und f : X — X' stetig. Sind
B, B' die Borel-o-Algebren iiber X und X', so ist f : X — X' messbar.

Beweis. Da die offenen Mengen Erzeuger der Borel-o-Algebren sind und fiir stetige Ab-
bildungen das Urbild offener Mengen offen ist, folgt die Behauptung aus Satz 18.2.2. U
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Mittels messbarer Abbildungen kann man o-additive Mafle auf o-additive Mafle abbilden.

Satz 18.2.5. Seien (X, A), (X', A’) messbare Riume und u ein o-additives Maf$ auf (X, A).
Sei T : X — X' messbar, so definiert

(T)(A) == (T~ A7)
ein o-additives Maf auf (X', A"). T heifit das BildmaBl von p bzgl. T

Beweis. Zu zeigen ist nur die o-Additivitét. Sei {A] }ren eine disjunkte Mengenfamilie
mit A} € A’. Dann sind auch die Mengen 71 4} disjunkt und es gilt:

(@G:

Tu(|J Ap) = (T | Ap) = w(J T714) = D (T AL = Y Tu(4)).
k=1 k=1

k=1 k=1 k=1

0

Satz 18.2.6. Seien T1 : (X, A) = (X", A") und Ty : (X', A') — (X", A”) messbare Abbildun-
gen, so ist Too Ty : (X; A) = (X", A”) messbar und es gilt:

(T o Th)p = To(Th ).
Beweis.  Sei A" € A", so gilt:
(Ty o T(A") = p(T7 T AY) = Toa(Ty A7) = To(Ty ) (A7),

0

Definition 18.2.7. Sei T': (X, A) — (X, A) messbar und p ein Maf auf (X, A). Dann heifit
u T-invariant, falls

(TH)(A) = W(T~1A) = u(A)
fiir alle A € A gilt.

18.3 Translationsinvarianz des Lebesguemafles

Definition 18.3.1. Sei A € R", so heifit die Abbildung T;, : R” — R” mit T,(z) = a + z
Translation.

Bemerkung. Da T, stetig ist, ist T, beziiglich der Borel-o-Algebren messbar. Da T, ! =
T_,, ist die Inverse ebenfalls eine Translation.

Satz 18.3.2. Das Lebesque-Maj ist translationsinvariant.

Beweis. Sei (Q ein Quader, so ist

T.Q={z+talze@}=Q+a
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ebenfalls ein Quader mit gleicher Kantenlinge wie ). Daher gilt: volT,Q = volQ Sei A C R",
so gilt somit:

NI 'A) = inf{> volQ; | | JQ; > T,'A}

j=1 J=1
o o0
= inf{) volTuQ; | |JT.Q; > A}
j=1 J=1
o e, o]
= inf{z volQ; | U QD> A}
j=1 j=1
= AA).
U
Bemerkung. Es gibt jedoch auch andere translationsinvariante Mafle auf R™. Definiere

p: P(R™) — [0, 00] durch

0 sonst.

M(A):{1 fiir A # 0,

Dann ist p(T5A) = pu(A). Allerdings besteht die o-Algebra der p-messbaren Menge nur aus
der leeren Menge und R”.

Satz 18.3.3. Sei u ein auf der Borel-o-Algebra B = B(R™) definiertes translationsinvariantes
Maf$ mit

u([0,1]") = 1.

Dann stimmen u und X\ tberein.
Beweis.

(1) Das u-Ma$ jeder beschrankten Borel-Menge ist endlich, denn fiir jedes k € N ist

[—k‘, /ﬂ]n C U (Ta([oa 1]n))

(L:(k’l,m ,kn)EZn,‘k”Sk‘

und daher ist wegen der Subadditivitdt von p
([, ™) < ([0, 1] card{ (k.- k) € Z7 | il <k} =1+ (2 + 1)

Da jede beschrinkte Menge von einem Wiirfel der obigen Form iiberdeckt wird, folgt
die Behauptung.

(2) Der Rand 0Q) eines Quaders Q C R™ hat Mafl null bzgl. . Denn ist Q@ = I x --- x I,
ein Quader, so besteht der Rand aus Ebenen der Form

Iy x oo X Iy Xa X Igpg X ooox Iy
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mit a € R. Da p translationsinvariant, monoton und o-additiv auf den Borelmengen ist,
ist wegen (1)

oo > pu(ly X ... X Iyg X [a,a+1] X Tgpq X oo X 1) (18.4)

oo
1

> ,u(UIl><...><Ik_1x{a+;}x]k+1x---><ln) (18.5)
j=1
(o)

= ZH(Tl><"'><Ik—1><a><fk+1><"'><fn) (18.6)
j=1

und daher ist pu(ly X -+ X Iy_1 X a X Iy1q X - x I,) =0.

(3) Bezeichne fiir jedes k € N und m = (my,...,my), m; € {1,...,k — 1} mit Q(m, k) den
Wiirfel (Quader mit gleichen Seitenlédngen) in R™ gegeben durch

@ml—i—l]x X[% mn—i—l]
k' ok E’ ok '

Q(m, k) = [

Jeder dieser Wiirfel ist Translat von Q(0,k) = [0, £] x -+ x [0, £], denn

Q(m7 k) = Ta([()? %] X X [07 %])

mit a = (%, -+, %), Wegen der Tranlationsinvarianz von p besitzen fiir festes k die

Wiirfel Q(m, k) das gleiche Maf}, d.h.

M(Q(m’ k)) = :U’(Q(O’ k))

U Qmk)=,1"

und das Innere der Quader disjunkt ist, gilt:

1=u( | QmE)= Y w@Qmk) =pQQOFk)- k"
) )

Also folgt fiir alle Wiirfel der Form Q(m, k)

p(QUm,B) = - = AQUm, })).

Da p translationsinvariant ist, ist u(Q) = A(Q) fiir alle @ der Form

mi mp+1 my mp+ 1 .
Ist nun @) ein Quader, dessen Eckpunkte rationale Koordinaten haben, so lésst er sich als
endliche Vereinigung von Wiirfeln der obigen Form schreiben, deren Inneres paarweise
disjunkt ist. Aufgrund der o-Additivitdt stimmen somit Lebesguemafl und p auf allen
rationalen Quadern iiberein. Da die rationalen Zahlen dicht in R liegen, existiert zu
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einem beliebigen Quader @ eine aufsteigende Folge ()1 C Q2 C ... C @; C ... rationaler
Quader mit

Uai=a
j=1
Aus dem Hauptsatz iiber messbare Mengen folgt somit:
p(Q) = lim p(Q;) = lm MQ;) = A(Q).
j—o0 j—o00
(4) Sei nun A C R™ eine Borel-messbare Menge und @); eine Familie von Quadern, die A

iiberdeckt. Dann gilt
oo o0
=300) =3 N6

Nun folgt aus der Definition des Lebesguemaﬁes: u(A) < A(A). Sei nun A eine be-
schrinkte Borelmenge, so ist sie in einem Quader @ enthalten. Dann folgt mit Hilfe des
Hauptsatzes

p(A) = Q) — @\ A) = AQ) — (@ \ 4) = AMQ) = AQ\ A) = A(4)

und somit stimmt p auf allen beschrinkten Borelmengen iiberein.

(5) Ist A beliebige Borelmenge und Qr = [—k,k]", so ist Ay := A N @ eine monoton
o0
steigende Folge von Borelmengen. Da A = |J Ay, folgt wiederum aus dem Hauptsatz

k=1
iiber Mafle:
AA) = lim A(Ag) = hm w(Ag) = pu(A)

k—o0

und somit ist A = p.

0
Korollar 18.3.4. Sei u ein translationsinvariantes Borelmafl auf R™ mit
w([0,1]") = a < oo.
Dann ist p = a - A.
Beweis.  Ist a > 0, so ist 2 ein translationsinvariantes Mafl mit 2([0,1]") = 1. Daher
ist é w= A Ist @ =0, so ist  wegen der Translationsinvarianz trivial. U

Nun zeigen wir, wie sich das Lebesgue-Maf3 unter bijektiven affinen linearen Abbildungen
transformiert.

Satz 18.3.5. Sei F': R" — R"™ eine bijektive affine lineare Abbildung mit F(x) = a+ Lx und
L € GL(n,R) sowie a € R™. Dann ist F beziiglich der Borel-o-Algebra messbar und es gilt:

1

" det L] A4

fiir alle Borel-messbaren Mengen A.
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Beweis.

(1) Wegen der Stetigkeit von F' ist F' auch Borel-messbar. Da F' = T, o L, ist F(\) =
To(L(N)). Daher geniigt es zu zeigen: L(\) = \deiltu - A, denn dann ist

1 1 1

FO)(4) = To( L) = Tl MA) = 1o A= (4) = o

A(A).

(2) L(A) ist ein translationsinvariantes Borelma$, denn ist A € B(R™), so gilt:
TULONA) = LONT-oA) = ML UT-0A)) = ML~ (A - a))
= ML7HA) ~ L7H(a)) = M(LT(4))
= LA)(4)
fiir alle Borelmengen A € B(R") und a € R™.
(3) Da L(M\)([0,1]™) = AM(L71[0,1]") < co und L(\) translationsinvariant ist, existiert wegen

Korollar 18.3.4 ein v = a(L) > 0 mit L(\) = - A\. Wir werden nun «(L) schrittweise
berechnen.

(i) Sei L orthogonal, so ist | Lz|| = ||| fiir alle z € R™ und somit L=(B(0,1)) =
B(0,1). Daraus folgt fir a:

aA(B(0,1)) = L(A)(B(0,1)) = ML~ (B(0,1))) = A(B(0, 1))

und somit o« = 1. Da | det L| = 1, ist der Satz fiir orthogonale lineare Abbildungen
bewiesen.

(ii) Sei nun ey, --- ,e, € R"™ die kanonische Basis des R"” und L € GL(n,R) mit Le; =
a;e; und a; > 0. Dann folgt:

1 1
L7Y[0,1]") = [0, —] x --- x [0, —
(0.1 = [0, ) x -+ x [0, =]
und wir erhalten fir a:
1 1
= XLt 1h™) = = .
o= AL, 1)) aj-...-ap |detL]

(iii) Sei L € GL(n,R) beliebig, so ist LL! eine symmetrische Abbildung mit positiven
Eigenwerten ;. Daher existiert wegen Korollar 13.6.4 eine orthogonale lineare
Abbildung C' € O(n) und eine lineare diagonalisierte Abbildung D mit De; =
VBie; und LL! = CD2C*. AuBerdem ist (det L)? = det LL! = (det D)? und somit
|det L| = det D. Aus der Orthogonalitdt von C folgt:

L=CDD 'C'L = CDG,
wobei G = D™'C*L. Wegen LL! = CD?*C"* und
GGt = p ctLrtc(p~Y) = p~'ctep*ctcp™! = D' D?D! =id
ist auch die lineare Abbildung G orthogonal. Aus (i) und (ii) folgt mit

1 1 1
C(\) = :
) | det L]

L(\) = CDG()\) = CD(\) = C( A

et 0V = qt !
die Behauptung.
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18.4 Messbare Funktionen

Auf der Mafitheorie aufbauend entwickeln wir nun die Integrationstheorie. Dabei betrachten
wir reellwertige messbare Funktionen, die aber auch co und —oo als Wert annehmen kénnen.
Daher miissen wir zunéchst den Begriff der offenen Menge von R auf R fortsetzen. Sei

R ={-c0c} URU {+00}.

Die Anordnung “<” von R wird auf R durch —oco < 2 < oo fiir alle x € R fortgesetzt.
Die Begriffe Supremum und Infimum, die in Definition 1.5.2 nur fiir nach oben beschrinkte
bzw. nach unten beschrinkte Teilmengen von R erklirt wurden, lassen sich auf R wie folgt
ausdehnen: Ist A C R, so setze

{sup A falls A C R nach oben beschrankt,
sup A =
00 sonst

bzw.

. inf A falls A C R nach unten beschrénkt ,
inf A =

—00  sonst.

Die Intervalle (a,00] = {z € R| 2 > a} und [~o00,a) = {x € R | z < a} heiBen offene
Intervalle. Zusammen mit den offenen Intervallen auf R bilden sie die Menge aller offenen
Intervalle auf R.

Ein Punkt 29 € A C R heifit innerer Punkt von A, falls ein offenes Intervall I existiert mit
xg € I C A. A heif}t offen, falls A nur aus inneren Punkten besteht.

Mit dieser Festsetzung lisst sich der Konvergenzbegriff auf R ausdehnen (siche auch den
Abschnitt {iber uneigentliche Grenzwerte, insbesondere Definition 3.5.2).

Definition 18.4.1. Sei (z,)nen € R eine Folge, so schreiben wir lim z, = ¢ € R, falls in
n—oo

jeder offenen Umgebung von ¢ fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) Folgenglieder liegen.

Bemerkung. Da in jeder offenen Umgebung ein offenes Intervall liegt, reicht es, offene
Intervalle zu betrachten. Ist ¢ = 0o, so bedeutet dies:

Ya>0 dng VYn>ng:z, > a.

Definition 18.4.2. Sei (z,)nen € R eine Folge, so heifit ¢ € R Héufungspunkt (HP) von
(Zn)nen, falls in jeder offenen Umgebung von ¢ unendlich viele Folgenglieder z;, liegen. Des-
weiteren definiert man:

lim z, = sup{a | a HP von (z,,)nen}
n—oo

und
lim z, = inf{a | a HP von (z,)nen}-
n—oo

Bemerkungen.
(a) Jede Folge (z,)nen in R hat einen Hiaufungspunkt, denn ist die Folge beschriinkt, so

folgt dies aus dem Satz 2.3.5 von Bolzano-Weierstrafl (siehe auch Satz 2.3.11).
Ist (zy,)nen nicht nach oben (unten) beschrinkt, so ist 400 (—o0) ein Haufungspunkt.
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Insbesondere existiert in diesem verallgemeinerten Sinne der Limes superior und Limes
inferior fiir eine beliebige Folge. Ist die Folge (2, )nen nicht nach oben beschriankt bzw.
nicht nach unten beschrankt, so gilt

lim x, = oo bzw. lim z, = —oc.
n—oo n—o00

(b) Sei (an)nen die monoton fallende Folge mit a,, = sup{zy | K > n}, so gilt:

lim z, = lim a, = inf{a, | n € N}.
n—oo n—oo

Genauso gilt fiir die monton steigende Folge by, = inf{zy | k > n}:

lim z, = lim b, = inf{b, | n € N}.
n—00 n—oo

Aus Griinden, die im Folgenden ersichtlich werden, ist es in der Mafitheorie zweckmifig, die
Rechenregeln in R auf R teilweise auszudehnen. Allerdings wird R mit diesen erweiterten
Rechenregeln nicht zu einem Korper, ja nicht einmal zu einer abelschen Gruppe beziiglich der
Addition. Fiir die Addition setzen wir

a+ (£oo) = (£00) +a = o0

fiir alle @ € R und
+00 + 00 = +o0 sowie (—o0) + (—00) = —o0.

Fiir die Multiplikation setzt man

+oo fiir a € (0, o0,
Foo fiir a € [—00,0).

a-(j:oo):{

Weitere zweckmiifiige Festlegungen sind (diese werden nicht in allen Biichern iiber Mafltheorie
zugelassen )

0-(£o0) =(+00)-0=0 und + o0+ (—o0) = (—00) + (c0) = 0.

Diese Regeln sind mit Vorsicht zu genieflen! Zum Beispiel gelten weder das Assoziativgesetz
beziiglich der Addition, noch das Distributivgesetz, denn

(—00) = (+00 + (=00)) + (=00) und (+00) + ((—00)) + (=00) = (+00) + ((—00)) =0

+00 = (5 = 3)(400) und 5(400) — 3(+00) = (+00) + (—o0) = 0.

Definition 18.4.3. Wir bezeichnen mit B (R) die Borel-o-Algebra von R, d.h. die o-Algebra,
die von den offenen Mengen in R erzeugt wird.

Bemerkung. Jedes einzelne der vier Mengensysteme
{(a, 0] | a € R}, {[a,00] | a € R}

{[-00,a) | a € R}, {[-o0,a] | a € R}

ist ein Erzeuger von B(R). Der einfache Beweis sei als Ubung iiberlassen.
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Satz 18.4.4. Sei A eine o-Algebra diber X und f : X — R eine Funktion. Dann sind
dquivalent:

(a) f ist (A-B(R))-messbar,

(b) f~1(a,o0] ist messbar fir alle a € R,
(c) f~[a,o0] ist messbar fir alle a € R,
(d) f~1[—o0,a) ist messbar fiir alle a € R,
(e) f~Y[—o0,a] ist messbar fiir alle a € R.

Bemerkung. Funktionen f : X — R werden in der Mafitheorie im Unterschied zu den
reellwertigen Funktionen f : X — R oft numerische Funktionen genannt. Da wir die Werte-
bereiche dieser Funktionen immer angeben, kénnen wir auf diese Unterscheidung verzichten.
Wollen wir numerische Funktionen addieren oder multiplizieren, so werden wir die obigen
Rechenregeln mit den entsprechenden Vorsichtsmafinahmen verwenden.

Beweis. Da jedes einzelne der Mengensysteme
{(a,00] | a € R}, {[a,00] | a € R}, {[-00,a) | a€R}und{[-occ,a]| a € R}

B(R) erzeugt, folgt die Behauptung des Satzes aus Satz 18.2.2 (Urbild des Erzeugendensys-
tems einer o-Algebra messbar < f messbar). U

Ist f,, : X — R eine Folge von Funktionen, so definiere

(sup fn)(x) := sup{fu(z) | n» € N} und (érellf\lfn)(l') = inf{f(z) | n €N},

neN

sowie

(Tn fu)(e) = Tn fu(e) und (lm fo)(r) = lm fu(2).

n—oo n—oo
Die Funktion sup f,, heifit obere Einhiillende, die Funktion inf f,, heifit untere Finhiillende der
Folge (fn)nen-

Satz 18.4.5. Fiir jede Folge (fy)nen von messbaren Funktionen f, : (X, A) — (R, B(R)) sind
die Funktionen

sup fn, inf fn, lim fn und lim f,
neN n—o00

neN n—00
messbar. Insbesondere ist li_)rn fn messbar, falls der punktweise Grenzwert existiert.
n (o]
Beweis.  Da fiir alle a € R die Mengen (sup f,,) "}[—0c0,a] und (inf f,)"[a, 0o] wegen

neN neN

(sup fn) 1[~00,a] = {z € X | fo(z) < a fiir alle n € N} = ﬂ fil[=o0,d]
neN n=1

und

(gbrelgfn)_l[a, o] ={zx € X | fu(x) > a fir alle n € N} = ﬁl £t a, o]
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sup

fon+1
fn

Abbildung 18.8: Einhiillende einer Funktionenfolge

messbar sind, folgt die Messbarkeit von sup f, und in& fn aus Satz 18.4.4. Aus der altenativen
neN ne
Darstellung des Limes superior (siche obige Bemerkung) folgt:

i fulw) = lim sup{fi(e) | k= n} = inf sup{fu(e) | k= n}

n—oo

und somit ergibt sich aus der Messbarkeit von

F,(x) :=sup{fu(z) | k>n}
auch die Messbarkeit von lim f,(z) = inf F,. Da
n—o0 neN
lim f,(x) = lim inf{fx(z)| k> n}=supinf{fi(z) | &k > n},
n—00 n—00 neN

folgt auch die Messbarkeit des Limes inferior. U

Korollar 18.4.6. Sind f1,...,f. : (X, A) — (R,B(R)) messbar, so auch max(fi,..., fn)
und min(fi,-- -, fn)-

Beweis. Betrachte die Folge f1,..., fn_1, fu, fn, fn, ... und wende Satz 18.4.5 an. U

Wir wollen zeigen, dass die Summe und das Produkt messbarer Funktionen messbar sind.
Dazu beweisen wir zunichst folgendes Lemma.

Lemma 18.4.7. Sei f : (X, A) — (R", B(R")) eine Abbildung mit f(x) = (fi(x),..., fu(z)), fi:
X — R. Dann ist f genau dann messbar, falls ihre Komponenten f; messbar sind.

Beweis. Die Projektionen p; : R" — R mit pj(z) = x; sind Borel-messbar, da sie stetig
sind. Ist f messbar, so auch f; = p;o f.
Seien fi,..., fn messbar und Q = I1 X ... x I, C R™ ein Quader. Dann ist

U =1 € A

j=1
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denn f;llj € A. Da die Quader die Borel-o-Algebra von R” erzeugen, ist f wegen Satz 18.2.2
messbar. U

Satz 18.4.8. Sind f,g: (X, A) — (R, B(R)) messbar und a, 3 € R. Dann sind auch o.f + 3¢,
f g und |f| messbar.

Beweis. Seien f,g : X — R reellwertig und messbar. Dann ist h : X — R? mit h(z) =
(f(x), g(x)) messbar. Da die Funktionen s,p : R?> — R mit s(x1,22) = 21 +22 und p(z1, 22) =
x1 - 2 Borel-messbar sind, sind

f(x)+ g(x) =soh(x), sowie f(x)-g(x)=poh(z)
messbar. Es seien nun f, g : X — R messbar. Dann sind die Funktionen f,, g, : X — R mit
fn(x) = Inax(—n, Hlln(f(l‘), n))a sowie gn(x) = max(—n, min(g(:L‘), n))

messbar. Wegen

Abbildung 18.9: zum Beweis von Satz 18.4.8

(f +9)(@) = lim (fu +ga)(@) mnd (£ -g)(x) = lim_fu(2) - gu(a)

folgt die Messbarkeit von f - ¢ und f + g. Da die konstanten Funktionen messbar sind, sind
auch die Funktionen «f, 8g und af + Sg messbar. Insbesondere ist —f messbar und damit

auch |f| = max(f,—f). U

Fiir jede Funktion f : X — R definiere ihren positiven Anteil f*: X — [0, 00] und negativen
Anteil f~: X — [0, 00] durch

fT (@) = max{f(x),0} und f~(z) = max{—f(x),0} = (—=f)" ().

Dann gilt: f= fT— f~ und |f| = fT + f~.
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Korollar 18.4.9. Eine Funktion f : (X, A) — (R,B(R)) ist genau dann messbar, falls f+
und f~ messbar sind.

Beweis.  Ist f messbar, so auch —f und wegen Korollar 18.4.6 auch f* und f~. Sind f*
und f~ messbar, so auch f = f* — . U

Von grofler Bedeutung fiir die Integrationstheorie sind die messbaren Funktionen, die nur
endlich viele Werte annehmen. Sie sind Verallgemeinerungen der in der elementaren Integra-
tionstheorie eingefiithrten Treppenfunktionen (siehe Kapitel 5, Definition 5.1.1).

Definition 18.4.10. Eine messbare Funktion f : (X,.A) — (R, B) heifit A- Treppenfunktion,
falls f nur endlich viele Werte annimmt. Es sei T'(X, A) die Menge aller A-Treppenfunktionen
und TH(X,A) = {f € T | f > 0} die der nicht negativen Treppenfunktionen. Die nicht
negativen Treppenfunktionen werden manchmal auch elementare Funktionen genannt.

Bemerkungen.
(a) Ist f € T(X,A), soist f(X)={ai,...,an} € R. Insbesondere sind die Mengen
Aj=f"Haj)e A
paarweise disjunkt und messbar und ihre Vereinigung ist X. Dann gilt:

fzzanAj = Z yXfﬂ(y), (187)
j=1

yef(X)

1 z€ A
XA =

wobei fiir eine Teilmenge A C X

0 sonst

die charakteristische Funktion von A bezeichnet. Die Darstellung (18.7) heifit auch ka-
nonische Darstellung der Treppenfunktion f.

(b) T(X,A) ist ein Vektorraum {iber R, namlich ein Untervektorraum aller Funktionen
f X — R. Denn wegen 18.4.8 ist die Summe und das Vielfache messbarer Funktionen
wieder messbar. Auflerdem nimmt die Summe zweier Funktionen mit endlich vielen
Werten ebenfalls nur endlich viele Werte an.

(c) Sei f : R — R die charakteristische Funktion f = xgq, so ist f € T(R,B(R)). Im
Unterschied zu den Treppenfunktionen im Sinne von Definition 5.1.1 miissen daher die
Mengen, auf denen die Funktion konstant ist, keine Intervalle oder Vereinigungen von
Intervallen sein.

(d) Mit o
M(X,A) ={f:(X,A) — (R,B(R)) | f messbar}
bezeichnen wir die Menge der messbaren Funktionen und mit

MY(X,A)={fe M(X,A)| f=0}

die Menge der nicht negativen messbaren Funktionen. Beide Mengen sind keine Vek-
torrdume, wie die Bemerkung nach 18.4.2 zeigt. Im ersten Fall versagt das Assozia-
tivgesetz der Addition, im zweiten Fall ist die Existenz eines inversen Elementes nicht
gegeben. Hingegen bilden die messbaren reellwertigen Funktion einen Vektorraum.
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Wir zeigen nun, dass die nicht negativen messbaren Funktionen genau solche sind, die sich
als Limes einer monoton wachsenden Folge von nicht negativen Treppenfunktionen darstellen
lassen.

Satz 18.4.11. Sei f: X — [0,00] eine Funktion. Dann sind dquivalent:
(i) feM*(X,A)
(11) es existiert eine Folge (up)nen € TT(X,A) mit vy < ug <uz < ... < up < Upgq---
und lim u,(z) = f.
n—oo
Falls f beschrankt ist, kann (up)nen gleichmdflig konvergent gewdhlt werden.

Beweis.  Aus (ii) folgt (i), denn jeder Limes von messbaren Funktionen ist messbar.
Sei also f € MT(X,.A) und n € N. Dann sind die Mengen

Jj+1
on

}

Ajn={z e X | 35 < f(@) <
fir j € {0,...,n2" — 1} und
An2",n:{x€X‘ f(a:)Zn}

paarweise disjunkt und liegen wegen der Messbarkeit von f in A. Auflerdem folgt

n27l
UA4jm=x.
j=0
Damit ist
n2m j
up(z) := XA, € TH(X,A)
§=0

eine Treppenfunktion. Fiir jedes x € X ist (u,())nen eine monoton wachsende Zahlenfolge,
denn
Ajn =A% nt1UAzj11 041
fir j € {0,...,n2" — 1} und
(n+1)2n+1
AnQ",n = U Aj,n+1
j=n2n+1
sind disjunkte Vereinigungen. Falls z € A;, und j € {0,...,n2" — 1}, gilt daher:
J 2j

Ist x € Apan p, so folgt
n2n+1

up(x) =n = T < Up41(x).
Fiir jedes z € X ist lim wy(z) = f(x). Denn ist f(z) = oo, so ist © € Agn,, fiir alle n € N
n—oo

und somit uy(z) = n.
Ist f(z) < oo, so existiert fir alle n > f(z) ein

j€{0,...,n2" —1} mit z € Aj,.
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n+1

rl

2

Abbildung 18.10: zum Beweis von Satz 18.4.11; die breiten gestrichelten bzw. durchgezogenen
Linien deuten u, bzw. u,1 an, entsprechendes gilt fiir A, , bzw. A, ;1

Damit erhalten wir:
741 J 1

und somit gilt:
lim u,(x) = f(z)

n—0o0

fiir alle x € X. Ist f beschrénkt, so existiert ein ng € N mit f(z) < nyg fiir alle z € X. Damit
gilt fiir alle n > ng und =z € X:

j+1 5 1

0 < f(z) —up(z) < o 5 = -

Korollar 18.4.12. (a) Zu jeder beschrinkten A-messbaren Funktion f : X — R existiert
eine wachsende Folge (vn)nen € T(X, A), die gleichmdfSig gegen f konvergiert.

(b) Zu jeder nach unten beschrinkten messbaren Funktion f : X — R existiert eine monoton
wachsende Folge (vp)nen € T(X,A), die punktweise gegen f konvergiert.

(c) Ist f: X — R messbar, so existiert eine Folge (vp)nen € T(X, A), die punktweise gegen
f konvergiert.

Beweis.
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zu (a) Ist f beschrinkt, so existieren a, 8 > 0 mit
0< f(z)+a<p.
Wie in Satz 18.4.11 konstruieren wir eine wachsende Folge (uy,)nen € TF (X, A) mit

lim u,(x) = f(z) + a.

n—0o0

Da f(x) + a beschrénkt ist, konvergiert u,, sogar gleichméfig, denn fiir n > (3 ist

1
0 < f(z) —up(x) < o
Setze nun v, = u, — a.
zu (b) Wéhle o > 0 mit 0 < f(x) + o und argumentiere wie in (a).

zu (c) Da f messbar ist, sind auch f* und f~ messbar und es existieren u,, € M+ (X, A) und
ul, € M (X, A) mit

@) = lim ug(x) und £ () = lim u)(2).

Dann folgt:
J(@) = FH(@) ~ 1~ (@) = lim (un(@) — 1 (2)).

n—oo

18.5 Das Lebesgue-Integral

Definition 18.5.1. Sei p ein Ma$ auf (X, A), f € TT(X,.A) eine nicht negative Treppen-
funktion mit kanonischer Darstellung

= Z;ajxf‘j = D Wy
=

yef(X)
Dann heif3t .
[ =3 a4 = 3 s (wh)
Jj=1 yef(X)

das Integral von f bzgl. u.
Bemerkungen.

(a) Der Grund, weshalb man das Integral nicht fiir beliebige Treppenfunktionen definiert ist
der Folgende: Die Mafle der Mengen A; miissen nicht endlich sein. Hétten die Koeffizien-
ten «; unterschiedliche Vorzeichen und hétten wenigstens drei Mengen A; unendliches

n
MaB, so wire die Summe ) ojp(A;) nach den Abschnitt 18.4 vereinbarten Rechenre-
j=1
geln von der Summationsreihenfolge abhéingig.
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m
(b) Sei f = > Bjxp, eine andere Darstellung von f mit disjunkten (Bj)j<m € A, deren
j=1

Vereinigung die Menge X ergibt. Im Unterschied zur kanonischen Darstellung miissen
n

die Koeflizienten (3; nicht verschieden sein. Sei ) a;x A die kanonische Darstellung von
i=1
fund x € BN A; # 0, so folgt: 8 = f(x) = o; und somit

n

D Bin(By) =D > Biu(AinBy) =Y Y (AN By) =Y aip(Ai) = / fap.
j=1 i=1 j=1 i=1

7j=11=1

Diese einfache Beobachtung wird fiir den Beweis des folgenden Satzes niitzlich sein.

Satz 18.5.2. Sei (X, A, n) ein Mafraum, so gilt:

(a) [ xadp = p(A), falls A € A.
X

(b) Falls f,g € TT(X, A) und 0 < «, B < 00, so gilt

/(af+ﬁg)du=a/fdu+ﬁ/gdu-
X X

X

(c) Seien f,g € TT(X,A) mit f <g, so gilt:

! fin < [ gan

X

Beweis.

zu (a)

zu (b)

Die charakteristische Funktion der messbaren Menge A ist eine Treppenfunktion und
ihre kanonische Darstellung ist im Falle X \ A # () von der Form x4, =0+ x x\at1l-xa
und somit ist

/xAduzo-u(X\A)+1-u(A) = p(A).
X

Ist A = X, so ist xy die kanonische Darstellung und die Behauptung folgt sofort aus
der Definition.

Die Beziehung [ afdp = o [ fdu folgt unmittelbar aus der Definition. Seien nun f, g

X X
zwel nicht negative Treppenfunktionen mit den kanonischen Darstellungen
n m
f=)_ajxa, md f=3 Bixp,
i=1 j=1

Dann sind die Mengen A; N B; paarweise disjunkt und ihre Vereinigung ist X. Des
Weiteren ist

f+g= ZZ(O% + Bj)X a,nB;-

i=1 j=1
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Wegen Bemerkung (b) folgt somit

/ frgdn = Y i+ B)u(AiNBy) =Y > aip(AinBy) +> > Bin(A; N Bj)

¥ i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

n

= Z%ZM(A@'QBJ)+ZBJZ“(AimBj)
=1 j=1

j=1 =1

=1 j=1 X

X

zu (c) Schreibe g =g — f + f. Dann ist g — f € TT(X,.A) und aus (a) folgt

Jodu=[@=pans [fanz [ 1an
X X X

0

Bemerkung. Aus (b) folgt insbesondere: Sind Ay, ..., A, € A beliebig und aq, ..., ay >

n
0,so0ist f =3 ajx A eine Treppenfunktion und es gilt:
j=1

[ dn=>"amay.
j=1

Definition 18.5.3 (Integral fir f € M™(X,A)). Sei (X, A, p) ein Mairaum und f €
M*(X,A). Ist (up)neny € TT(X,.A) eine monoton wachsende Folge mit lim w, = f, so
n—oo

/fdu :nh_g)lo/undu.
X

X

definiere

Bemerkungen.
(a) Da up < upy1 mit [ updp < [upi1dp, existiert der Grenzwert in R.
X X
(b) Wir haben in Satz 18.4.11 gezeigt, dass eine solche Folge (uy,)nen existiert. Wir werden
nun zeigen, dass die obige Definition nicht von der Wahl der Folge abhéngt.

Lemma 18.5.4. Sei (uy)nen €ine wachsende Folge von Funktionen aus TV (X, A). Ist v €
TH(X,A) und v < lim uy,, so gilt:
n—o0

< 1
/v du < nh_)nolo/undu.
X X

m
Beweis.  Esselv =} ajx,, mita; >0und 4; € Afir j € {1,...,m}. Fiir vy > 1 und
j=1
n € N betrachte die Menge

B, :={x € X | yup(z) >v(z)} € A
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Da (up)nen eine wachsende Folge von Funktionen ist, ist B,, C B,+1. Falls v(x) = 0, so folgt
x € By, fiir alle n € N. Ist v(z) > 0, so folgt aus v(z) < lm wu,(x)
n—oo

lim yu,(z) > v(z).

n—o0

Also ist x € B, fiir n geniigend grofl und somit

G B, =X.
n=1

Dabher ist (A; N By)nen fiir jedes j € {1,...,m} eine monoton steigende Folge von messbaren
Mengen und es folgt aus dem Hauptsatz iiber Mafle:

n—oo

lim p(A; 0 Bn) = pu(A; 0 | Ba) = p(4)).
n=1

Auflerdem folgt aus der Definition von By, dass v - un(z) > v(z)xp, (7). Wir erhalten

m m m
)[U dp = ;aju(z‘lj) = nh_{go;%u(z‘lj N Bn) = nlbrgo;aj/)(XAjﬁBnd“

m
— o . . p— 1 . < 1 .
fim [ D i, = Jim [0, dn < Jim 3 [
x n=1 X X
Da v > 1 beliebig ist, folgt die Behauptung. U

Korollar 18.5.5. Sind (un)nen und (vp)nen zwei wachsende Folgen von Funktionen aus
TT(X,A) mit lim u, = lim v,, so gilt
n—oo n—oo

W3 | U=, | e
X X

Insbesondere ist das Integral in 18.5.3 nicht von der Wahl der Folge abhdngig, und somit ist
das Integral wohldefiniert.

Beweis. Da (vy)nen eine monoton wachsende Folge ist, gilt:
vg(x) < lim v, (z) = lim u,(z)

n—oo n—oo

fir alle z € X. Deshalb folgt aus Lemma 6.4

/vk(:v)d,u < li_)rn Up () dp.

X X
und somit
lim [ vg(x)dp < lim [ uy(z)du.
k—o0 n—r00
X X

Vertauschen wir die Rollen von (v,)pen und (uy)nen, so erhalten wir die umgekehrte Unglei-
chung. U
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Satz 18.5.6. (a) Es scien f,g € M (X, A) und o, 3 € [0,00]|. Dann gilt:

[as+89pdu=a [ au=+ 5 [ gan
X X

X
/fdu < /gdu-
X

X

(b) Ist f < g, so folgt:

Beweis.

zu (a) Wir beweisen zunéchst:

/(f+9)dM:/fdM+/9dM
X X

X
fiir alle f, g € M+ (X, A). Wihle monoton wachsende Folgen (uy,)nen und (vy,)nen nicht
negativer Treppenfunktionen mit lim u,(x) = f(z) sowie lim v,(z) = g(z) punkt-
n—0o0 n—0o0
weise. Dann ist ihre Summe (u,, + vy )nen ebenfalls monoton wachsend und konvergiert
punktweise gegen f 4 g. Nach Definition des Integrals 18.5.3 folgt mit Hilfe des Satzes

18.5.2
/(f—i—g)d,u: 1i_>m /(un—l—vn)d,u: li_}m /und,u—i— li_)m /vnd,u: /fdu—l—/gdu.
X X X X X X

Zu zeigen bleibt:
/ozfd,u = oz/fdu (18.8)
X

X

fiir alle f € M1 (X, A) und a € [0,00]. Ist a < 00, so folgt der Beweis wie oben. Ist
a = 00, so betrachte die Menge A := {z € X | f(z) > 0}. Diese Menge ist messbar und
die Treppenfunktionen wu,, = nx 4 konvergieren punktweise gegen oo - f. Also gilt

falls p(A) >0
/Oo‘fdﬂzlim/undlizlimn/,L(A): oo falls u(4) >0,
X THOOX n—00 0 falls u(A)=0.

Betrachte fiir n € N die monoton wachsende Folge
Av={ze X | f@)> )
messbarer Mengen. Wegen des Hauptsatzes iiber Mafle folgt:
Jimpu(Ay) = p(A).

Aus der Definition der Mengen A,, ergibt sich: %XAn < f. Sei nun (ug)gen eine monton
wachsende punktweise konvergente Folge von nicht negativen Treppenfunktionen mit
klim ur = f. Wegen Lemma 18.5.4 gilt fiir jedes n € N

—00

1 1
n,u(An) /nxAnd,u_ klgrgo/ukdu /fdu.
X X X
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Ist nun p(A) > 0, so existiert ein n € N mit p(A4,) > 0 und somit ist [ fdu > 0. Wegen
X
oo [ fdu = oo ist somit (18.8) im Falle u(A) > 0 bewiesen. Sei nun p(A) = 0 und u

X
eine nicht negative Treppenfunktion mit u < f, so folgt:

u <max{u(z) | z € X}x, und somit /udu <max{u(z) |z € X}u(A) =0.
X

Damit ergibt sich aus der Definition des Integrals: fdu = 0. Wegen der Regel co-0 =0
erhélt man somit (18.8) auch im Falle u(A) = 0.

zu (b) Der Beweis von (b) folgt durch Anwendung von (a) auf die Summen g = (g — f) + f.
U

Satz 18.5.7. Fiir alle f € M+ (X,.A) gilt:

/fd,u:sup{/ud,u‘u6T+(X,A),u§f} =:s

X
Beweis. Fiir alle u € TT(X,A) mit v < f gilt: fud,u < ffd,u,, d.h. [ fdu > s. Die

umgekehrte Ungleichung folgt aus der Definition des Integrals denn

/fdu:nh_{go/undugs
X

X

mit u, < f. U
Satz 18.5.8. Sei f € M* (X, A). Dann ist [ fdu =0 genau dann, wenn
X
{reX| flx)y >0} = A
eine p-Nullmenge ist, d.h. u(A) = 0.

Beweis.  Sei A, :={z € X | f(z)> 1}, soist (A,)nen monoton wachsend und |J A, =
n=1

A. Somit ist wegen des Hauptsatzes 18.1.11 iiber Mafe

p(A) = Tim p(An).

n—o0

Essei [ fdu=0.Aus 0 < 1y, < f folgt:
X

1 1
0 < —p(An) = / —Xa,dp < /fdu =0.
mn n

Insbesondere ist p(A) = 0. Sei nun p(A) = 0, so folgt aus f < oo - x4 nach Satz 18.5.6
/fdugoo‘/xAd,u:oo-OZO,
X X

also [ fdp = 0. 0
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Bemerkung. Sei (X, A , 1) ein Mafiraum und B(x) eine Aussage, die von z € X abhingt
(Aussageform siehe Definition 1.1.2). Man sagt, die Aussage gilt u-fast iberall (fast sicher),
falls eine p-Nullmenge N C X existiert, so dass die Aussage B(z) wahr ist fiir alle x € X\ N =
Ne. Ist also f € MT(X,A) und [ fdu =0, so ist wegen Satz 18.5.8 f(z) = 0 p-fast iiberall
richtig.

Satz 18.5.9 (Satz von der monotonen Konvergenz / Satz von Beppo Levi). Sei (fn)nen eine
monoton wachsende Folge von Funktionen aus M* (X, A). Dann gilt:

/ (lim f)dp = lim ! jxm

n—00
X

Beweis. Essei f := lim fn- Da (fn)nen eine monoton wachsende Folge ist, gilt fiir jedes
keN: fp<fir1<f und somlt ffkdu < f frr1dp < ffdﬂ Insbesondere ist aufgrund von

Satz 18.5.6(b)
hm /fkdu</fdu

Fiir den Beweis der umgekehrten Ungleichung betrachte fiir u € T (X, A) mit v < f und
oo
v > 1 die Mengen B, = {z € X | vfu(x) > u(z)}. Dann ist B,, C Bp41 und | B, = X.
n=1
Insbesondere ist vf, > u - xp . Da (u-xp, Jnen € TH(X, A) eine monoton wachsende Folge
mit li_>m u-xp, (r) = u(z) ist, folgt aus Lemma 18.5.4
n—oo

< 1 <~ li .
/u dp < nlggo/uxBndu < vnlggo/fndu
X X X

Da « > 1 beliebig ist, erhalten wir [u dp < lim [ f, dp und aus Satz 18.5.7 die umgekehrte
X ’n—><x>X

Ungleichung. 0

Bemerkung.  Ohne Monotonieannahme ist der Satz falsch. Betrachte (R, B, \). Dann ist
fn = %X[o,n} € MT(R,B) und [ fpdu = 1. Jedoch konvergiert (fy)nen auf R gleichméfBig
R
gegen 0 und somit ist
/ lim f,du=0.
n—oo
R

Nun definieren wir das Lebesgue-Integral einer Funktion f, indem wir sie in ihren Positivteil
fT und Negativteil f~ zerlegen.

Definition 18.5.10. Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Eine Funktion f : X — R heit u-integrierbar,
falls sie messbar ist und die Integrale von f* € M*(X, A) endlich sind.

Die reelle Zahl
[ tin= [ sran- [ 5 an
X X X

heifit das Lebesgue-Integral von f (iiber X beziiglich p).
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Bemerkung. Ist wenigstens eines der Integrale [ f*du, [ f~du endlich, so nennen wir f
quastintegrierbar. * *
Satz 18.5.11. Fliir jede Funktion f : X — R sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) f ist integrierbar.
(b) Es existieren integrierbare Funktionen u,v € M+ (X, A) mit f =u —v.
(c) f ist messbar und es existiert eine integrierbare Funktion g mit |f| < g.
(d) f ist messbar und |f| integrierbar.
Beweis.

(a) a=b
Ist f integrierbar, so auch f*, f~.

(b) = ()
f ist messbar, denn w und v sind messbar. Auflerdem ist

9(x) == u(z) +v(z) = |u(z) —v(z)| = |f(2)]
integrierbar. Da u,v € M+ (X,.A) und integrierbar sind, gilt

/(u—i—v)d,u—/ud,u,—i-/vd,u<oo.

X X X

(c) = (d)
Da f messbar ist, sind f*, f~ messbar und somit auch |f| = f* + f~ € MT(X, A).
Da [|fldp < [ gdp < oo ist | f| integrierbar.
X X

(d) ga(;) messbar ist, sind auch f*, f~ messbar und da [ ffdu < [|fldu < oo, ist f
integrierbar. * *
U
Nun wollen wir einige Eigenschaften integrierbarer Funktionen diskutieren.
Korollar 18.5.12. Ist f : X — R integrierbar, so ist
A={re X | |f(x)] = oo}
eine p-Nullmenge, d.h. f(x) € R fast iberall.
Beweis. Da f integrierbar ist, ist wegen Satz 18.5.11 auch |f| integrierbar und insbe-

sondere messbar. Daher ist die Menge A ebenfalls messbar. Da oo - x4 < |f|, folgt aus Satz
18.5.6

00 - fi(A) —oo-/xAdu—/ooxAduS/\f\du<oo,
X X X
und somit ist p(A) = 0. U
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Korollar 18.5.13. Sei f: X — R messbar und p-fast iberall null, d.h.

iz € X | f(z) # 0} =0.

Dann ist f integrierbar und [ fdu = 0.
X

Bewezs. Sei A ={x € X | f(zr)# 0}, soist |[f| < oo-xy. Da wegen Satz 18.5.11
[ oox 4dp = oou(A) = 0 gilt, ist 0o - x4 integrierbar. Die Integrierbarkeit von f folgt somit
X

aus Satz 18.5.11(c). 0

Korollar 18.5.14. Sind f,g: X — R integrierbar, so auch max(f,g) und min(f,g).

Beweis.  max(f,g) und min(f, g) sind messbar und | max(f, g)| < |f|+|g|, sowie | min(f, g)|
|f] + |g|- Wegen Satz 18.5.11(c) sind |f|, |g| und daher auch max(f, g) sowie min(f,g) inte-
grierbar. 0

Satz 18.5.15 (Linearitit des Integrals). Seien f,g: X — R integrierbar und o, B € R. Dann
ist auch af + Bg integrierbar und es gilt:

s+ s9du=a [ san+5 [ gan
X

X X

Beweis. Da |af+8g| < |a||f|+]8] g, folgt die Integrierbarkeit von « f + g mit Hilfe von
Satz 18.5.11 aus der Integrierbarkeit von f und g. Der Rest folgt durch Zerlegung der Funk-
tionen f und g in ihren positiven und negativen Anteil und aus der Definition des Integrals.
Die Details seien als Ubung iiberlassen. U

Korollar 18.5.16. Seien f,g: X — R messbar und f(z) = g(x) fast tiberall. Ist f integrier-
bar, so auch g und [ gdp = [ fdpu.
X X

Beweis. Da (g — f)(z) fast iiberall gleich null ist, ist wegen Korollar 18.5.13 die Funk-
tion g — f integrierbar mit [(g — f)du = 0. Aus g = g — f + [ folgt mit Satz 18.5.15 die
X

Integrierbarkeit von ¢ und wir erhalten: [ gdp = [ fdp. U
X X

Bemerkung. Andern wir also eine Funktion auf einer Menge von Maf null durch eine
messbare Funktion ab, so dndert sich nichts an ihrer Integrierbarkeit. Genauer: Sei f eine
intgrierbare Funktion und A eine Menge von Maf§ null. Dann ist fiir jede messbare Funktion
g auch die Funktion f = fx x\a T 9xa integrierbar und die Integrale von f und f stimmen
iiberein.

Satz 18.5.17 (Monotonie des Integrals). Sind f,g : X — R quasiintegrierbar und gilt f <

g p-fast tdberall, so gilt:
[ fan< [ gan

X X
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Beweis. Sei zunichst f < g iiberall. Aus der Voraussetzung f < g ergibt sich f* < g%
sowie f~ > ¢g~. Dann folgt aus 18.5.6:

/fduz/ﬁdu—/f‘dué /g+du—/g‘du=/gdu-

X X X
Anderenfalls betrachte

>
>
>

mit gleichem Integral wie g. 0

Korollar 18.5.18. Es sei f : X — R messbar und g : X — R integrierbar mit
|f(@)] < g(z)

fast tiberall. Dann ist auch f integrierbar.

Beweis. Da|f| € MT(X,A),ist | f| quasiintegrierbar und wegen Satz 18.5.17 gilt [ | f|du <
X

[ gdp < oo. Daher ist |f| integrierbar und wegen Satz 18.5.11 auch f. U
X

18.6 Konvergenzsitze

Bisher haben wir als Konvergenzsatz den Satz von B. Levi kennengelernt, der besagt: Ist
(fr)nen € M (X, A) monoton wachsend mit f = li_>m fn, so gilt:
n [e.9]

i [ = /Mw

falls p ein Mafl auf A definiert. Aus diesem Satz ldsst sich leicht das Lemma von Fatou
beweisen.

Lemma 18.6.1 (Lemma von Fatou). Sei f, € M (X, A) und pu ein Map auf A. Dann gilt:

/hmmwsnm Fadp.

n—00 n—00
X X

Bemerkung. Der wesentliche Unterschied zum Satz von Beppo Levi ist, dass (fn)nen

nicht monoton sein muss Daher kann man Gleichheit nicht erwarten, wie das schon auf-

gefiithrte Beispiel f, = = X[o,n] Z€igt-

Beweis. Sei f(ac) = lim fp(z) = lim gp(x) mit g,(x) = inf{fx(z) | & > n}. Dann
n—00 n—o0

ist die Folge (gn)nen monoton wachsend und wegen des Satzes von B. Levi folgt: [ fdu =

X
lim [ gndu. Da [ gndp < [ frdp fir alle k > n, gilt [ gndp < inf{[ frdp | k& > n} und
nmeox X X X X

somit

k—o0

lim [ gpdp < lim inf{ [ fedp| k>n}= lm [ frdu.
n—oo n—oo
X X
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Satz 18.6.2 (Satz von der majorisierten Konvergenz / Satz von Lebesgue). Sei (X, A, ui) ein
Mafraum und fir die messbaren Funktionen f, fn, : X — R gelte:

1. li_>m fu(x) = f(x) fir p-fast alle x € X,

2. es emistiert eine integrierbare Majorante g der Folge (fun)nen, d.h. |fn(x)| < g(x) fir
fast alle x € X.

Dann sind alle f,, sowie f integrierbar und es gilt:
i [ 1, ~ fldu=0.
n—oo
X

Bemerkung.

(a) Da | [ fadp— [ fdul =] [(fo — F)du| < [|fa— fldp, folgt auch [ f, — [ fdpu.
X X X X X X

(b) Die Existenz einer integrierbaren Majorante ist notwendig. Wie in der Bemerkung nach
dem Satz von Beppo Levi betrachte wiederum das Beispiel f,, = %X[O,n]' Wie schon dort
bemerkt wurde, lassen sich Limesbildung und Integration nicht vertauschen. Dabei sind
alle f,, integrierbar und sogar beschréinkt, aber es existiert keine integrierbare Majorante.

Insbesondere ist f sup fp, = oc.
neN

Beweis.  Da f, messbar ist und |f,| < g, sind die |f,| und f, integrierbar. Da fiir p-fast
alle x € X le fa(z) = f(x), ist auch |f| < g p-fast iiberall. Daher sind auch |f| und

f integrierbar. Durch Abdndern von f und f, auf einer Menge von Maf null kénnen wir
annehmen, dass lim f,(x) = f(x) fiir alle x € X gilt (z.B. setze f, f,, gleich null auf der
n—oo

Menge der z € X, fiir die keine Konvergenz der Folge (f,(2))nen gegen f(z) vorliegt). Dann
ist
gn = fl+g9—1f == 1fl+9—fal = Ifl=9—1ful 20,
und es folgt g, € M (X, A) und lim g, = |f| + g. Mit dem Lemma von Fatou erhalten wir:
n—o0

/(|f|+g)du - /hmgndus lim [ gudp = lim /(!ng)du—/lfn—fldu
X

n—00 n—00 n—00
X X X
— [+ 9du- T [ 11 - Sl
X X

und es folgt
dnn [ 1= fldu =0,
X

0

Es sei X = [a,b] und X das Lebesgue-Ma$ auf der Borel o-Algebra von [a,b] C R. Wir hatten
in Definition 5.1.9 das Integral fiir Regelfunktionen f : [a,b] — R eingefiihrt. Fiir solche
Funktionen stimmt dieses Integral mit dem Integral beziiglich des Lebesgue-Mafles A iiberein,
d.h. es ist f; f(z)dx = f[a’b} f(z)d\(z) (siehe Ubungsaufgabe 2, Bl. 7, MfP IV).

Als erste Anwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz beweisen wir folgende
Aussage.
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Satz 18.6.3. Es sei f : [a,b] — R differenzierbar und die Ableitung f' sei beschrinkt. Dann
ist f' integrierbar und es gilt:

b
/ f'(2)dA(z) = 1(b) — f(a).

Bemerkung. Diesen Satz haben wir unter der Voraussetzung, dass f’ stetig ist, schon
einmal bewiesen. Allerdings muss die Ableitung einer differenzierbaren Funktion nicht stetig
sein. Man kann Beispiele von differenzierbaren Funktionen angeben, deren Ableitungen nicht
einmal Regelfunktionen sind.

Beweis. Wir kénnen f auf [a — 1,b + 1] differenzierbar fortsetzen, so dass f’ auch auf
[a—1, b+ 1] beschréinkt ist, d.h. es existiert ein M > 0 mit |f'(x)] < M fir alle x € [a—1,b+1].
Betrachte nun die Folge (g )nen : [a,b] — R mit

gulw) = n(f(o+ 1)~ [(@)).

Da f stetig ist, ist g, stetig und somit Borel-messbar. Dann ist auch

i T
f(z) = Tim gn(x)

Borel-messbar. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt |g,(z)] < M, denn

gn(z) = f'(zy) filr ein z,, € (z,2+1). Damit haben die {gy }nen eine integrierbare Majorante.

Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz erhalten wir

b
00
a

b
[ 7@ @) = lim [ g.(0) drGo)

€T
Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt: Ist F(z) = [ f(t)dA(t) und
a

f stetig, so ist F'(z) = f(z). Dies impliziert

b

b
/gn(fc) d\(x) :n/(f(x—i—:b) — f(2)) dA\(z) :n(F(b+%)—F(b)—F(a%—%)—!—F(a})

und somit erhalten wir
b

lim [ gn(2)dA(x) = f(b) — f(a).

n—oo
a

0

Es ldsst sich aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz eine Version fiir Reihen ableiten:

Satz 18.6.4. Sei (X, A, u) ein Mafraum und fiir die messbaren Funktionen f,f, : X — R
gelte:

1. f(z) = k§1 fr(z) fiir u-fast alle x € X,
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n
2. Es existiere eine integrierbare Funktion g € M (X, A) mit | 3. fx| < g p-fast diberall
k=1
fir alle n € N.

Dann sind f und alle f, mit k € N integrierbar und es gilt:

> [ s = [ an
X

k=1%

n
Beweis. Betrachte die Partialsummenfolge g, = >  fx. Nach Voraussetzung besitzt die
k=1

o0
Folge (gn)nen eine integrierbare Majorante. Ferner gilt lim g,(x) = > fi(z) = f(z) fir
n—o00 =1

p-fast alle x € X. Also erfiillen f und g, alle Voraussetzungen des Lebesgueschen Satzes von
der majorisierten Konvergenz und wir erhalten:

Lebesgue .. 1 - _ -
[ i [ ondn= i [ 3% =3 [ s
X X =

k=1%

Weitere wichtige Anwendungen des Satzes von der majorisierten Konvergenz sind:

Satz 18.6.5 (Stetige Abhéngigkeit des Integrals von einem Parameter). Es sei M ein metri-
scher Raum, (X, A, n) ein Maffraum und f : M x X — R habe folgende Eigenschaften:

(a) Fiir alle p € M sei f(p,-) : X — R integrierbar.
(b) Fir p-fast alle x € X sei f(-,x) : M — R stetig in po € M.

(c) Es existiert eine Umgebung U C M wvon pg € M und eine integrierbare Funktion g €
M*(X,A), so dass fiir allep € U gilt |f(p,-)] < g p-fast iberall.

Dann ist die Funktion F': M — R mit

F(p) = /f(p,w)du(x)
X

stetig 1n pg.

Beweis. Betrachte eine Folge (pn)nen in U mit li_>rn Pn = po. Setze fn(x) := f(pp,x)
n o

fir n € N. Nach Voraussetzung existiert eine integrierbare Funktion ¢ € M™ (X, A) mit
|fu(x)| < g(z) fir p-fast alle z € X. Ferner ist li_>m fu(x) = f(po, ) fiir u-fast alle x € X.
n o

Somit ldsst sich der Lebesguesche Satz 18.6.2 von der majorisierten Konvergenz auf (f,,)nen
anwenden. Wir erhalten:

lim F(p,) = lim [ fo(z)dp = [ lim fu(z)dp = [ f(po,)du = F(po).
o= [t o= |

n—00
X

und somit die Stetigkeit von F in py. U
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Eine weitere Anwendung ist die sogenannte

Satz 18.6.6 (Differentiation unter dem Integralzeichen). Es sei I C R ein Intervall und
f:Ix X — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften.

(a) Fiir allet € I sei f(t, ) : X — R integrierbar.
(b) Fiir jedes v € X sei die Funktion t — f(t,x) auf I differenzierbar.

(c) Es emistiere eine integrierbare Funktion g € M* (X, A), so dass fiir jedes t € I und fiir
u-fast alle x € X gilt:

]%{ (t.0)] < gla).
Dann ist die Funktion F : I — R mit F(t) := [ f(t,x)du auf I differenzierbar und es gilt fir
X
jedes ty € I:
0
/af tO)
X

Beweis. Zu gegebenem ty € I sei (t,)nen eine Folge in I mit ¢, # to fiir alle n € N und
lim ¢, = tg. Dann gilt:
n—oo

F(t,) — F(t t — J (&
) = P _ [ Sl) = St02)
n — L0 n — L0
X
Wegen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung existiert ein s, € (to,t,) (bzw. s, €
(tn,to), falls tg > tn) mit

Fltn, ) = F(t0,2) = (1 — t0) - S (5 2).
Damit ist i )~ flton)  of
L ln,x) — f(lo,®
) = L= 00D) B,

Aus (c) folgt daher die Existenz einer integrierbaren Funktion g € M1 (X, A) mit |f,(z)| <

g(x) fiir alle n € N und p-fast alle x € X . Aus der Differenzierbarkeit der Funktion ¢ — f(t,z)

ergibt sich lim f,(z) = %{(to, x) fiir alle z € X. Somit erhalten wir aus dem Lebesgueschen
n— o0

Satz 18.6.2 von der majorisierten Konvergenz:

/ %:(to,x)dﬂ(w) = / Tim f,(w)dpa(x) hebesie i [ fu(e)du(z)
X

n—o0
X X
F(t,) — F(t
= i 2 2 E) gy
n—00 t, — to

woraus sich zugleich die Differenzierbarkeit von F' auf I ergibt. U
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18.7 Produkt-Mafl und der Satz von Fubini

Definition 18.7.1. Es seien (X, A, 1) und (Y, B, v) MaBrdume. So heifit
pRv:P(X xY)—0,00]

mit

p@v(S) =inf{d  u(A)v(B;) | Sc|JAix Bi,A; € A B; € B}
=1

=1

das dufere Produktmafl. Mit C bezeichnen wir die o-Algebra der p ® r-messbaren Mengen.

Definition 18.7.2. Sind (X, .A) und (Y, B) messbare Rédume, so nennen wir
AxB={AxB| A€ A, B¢€ B}

das Mengensystem der Rechteckmengen (Produktmengen) von A und B. Die von A x B

Abbildung 18.11: Beispiel einer Rechteckmenge
erzeugte o-Algebra bezeichen wir mit A ® B. Sie heifit die Produkt-o-Algebra iiber X x Y.
Wir werden zeigen, dass A ® B in C enthalten ist.
Lemma 18.7.3. Es seien A1 x By € A B und Ay X Bs € Ax B, so ist
(A1 X B1) N (Aa x Bg) = (A1 NAy) x (B1NBy) € AxB

und

(Al X Bl) \ (Ag X Bz) = ((A1 \Ag) X Bl) U ((A1 N AQ) X (Bl \ Bz))

die disjunkte Vereinigung zweier Elemente in A x B. Insbesondere ist
(X X Y) \ (Al X Bl) = (A1 X Bl)c

die disjunkte Vereinigung von Elementen in A x B.
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abl2

. / . \ [

bl2

|
.

b2

|
- T

ab2 b2

al I ! a2 X al a2 X

Abbildung 18.12: zu Lemma 18.7.3
Lemma 18.7.4. Betrachte das Mengensystem

Q:={|JR;| Rjc AxB}.

j=1
Dann gilt:
Q={{JR;| Rj€AxB und R;NRy=0, falls j # k}.

=1

Auflerdem ist S\ R € Q und SN R € Q fiir Se€Q und Re AxB.

n—1 00
Beweis.  Ist (Rj)jen € AxB, sosind die Mengen B,, := R,,\ |J R; disjunkt und |J B, =
j=1 n=1

U R». Da
n=1
n—1
By=R,\|JRj=R.N(R1U...UR, 1)°=R,NR{N...OR; |,
j=1

ldsst sich B, wie folgt als disjunkte Vereinigung von Elementen in A *x B schreiben: Wegen
Lemma 18.7.3 sind die Mengen R} von der Form R} = le- U R? mit R},RJZ € Ax B und
le» N R? = (). Aus dem Distributivgesetz der Mengenlehre (siehe Satz 1.1.7) folgt

B,= |J (RunRPn..ORMY.
k;e{1,2}

Wegen Lemma 18.7.3 sind die Mengen R,, N lel Nn...N RZ”_‘ll alle in A % B enthalten. Sie sind
paarweise disjunkt, denn

(R,NRMN...AR™ DN (R n...ARM) =,

falls kj # 1, fir ein j € {1,...,n — 1}. 0
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Sei S C X xY und z € X,y € Y. Dann heiflen die Teilmengen
SYV={xeX| (z,y) € S} bzw. S ={y €Y | (z,y) € S}

Horizontalschnitt bzw. Vertikalschnitt von S beziiglich x bzw. y. Die Horizontalschnitte be-

Y A !

DI

Abbildung 18.13: Horizontal- und Vertikalschnitte

sitzen folgende Eigenschaften: Fiir (S;);eny C X x Y gilt

00 Y 00 0o y -~
(U Si) = U(Si)y und ( SZ-> = ﬂ(si)y
i=1 i i

=1

sowie

(S1\52)7 = (51)Y\ (52)" und (59)Y = (5¥)°
fir S1,5, C X x Y. Entsprechendes gilt fiir die Vertikalschnitte S,..

Y )

s1-2y

s12y

Abbildung 18.14: zu den Eigenschaften von Schnitten

Lemma 18.7.5. Die beiden Mengensysteme
H={SCXxY| SYecAVyeY} bmw V:={SCXxY| S,eBVzeX}
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der Teilmengen von X X Y mit messbaren Horizontalschnitten bzw. Vertikalschnitten sind
o-Algebren, die jeweils die o-Algebra A ® B enthalten.

Beweis. Wir zeigen dies fiir H. Zunéchst ist A % B in diesem Mengensystem enthalten.
Denn ist
R=AxBeAxB,

Y _ A, fallsy € B c A
0, fallsy & B

und somit sind die Horizontalschnitte von R messbar (d.h. in A). Haben alle S; fiir i € N

o0
messbare Horizontalschnitte, so auch |J S; wegen
i=1

() -G

=1

so ist fiir jedes y € Y

Besitzen S1,S2 C X x Y messbare Horizontalschnitte, so auch Sp \ S2 wegen

(51 \ S2)? = (51)”\ (52)”.

Damit bildet H eine o-Algebra, die A x B enthilt. Da A ® B die kleinste o-Algebra ist, die
A x B umfasst, ist A® B in der o-Algebra H enthalten. Genauso bildet V eine o-Algebra, die
A ® B umfasst. U

Bemerkung. Ist also S € A® B, so sind sowohl ihre Horizontalschnitte S¥ als auch ihre
Vertikalschnitte S, messbar, d.h. S¥ € A und S, € B. Damit sind auch u(SY) und v(S;)
erklart. Betrachte die folgende Teilmenge

F={ScA®B| y+— u(SY) e M+(Y,B)}
von A® B . Fiir S € F ist dann das Integral

p(8) 1= [ u(s")avty) //xSy Jpu(2)dv (y //xSxydu )du(y)
Y

erkliart. Wir wollen zeigen, dass F unter gewissen Voraussetzungen mit der o-Algebra A ® B
iibereinstimmt. Als ersten Schritt beweisen wir einige wichtige allgemeine Eigenschaften des
Mengensystemes F.

Lemma 18.7.6. Das Mengensystem A x B ist in F enthalten. Sind A € A und B € B, so
gilt fir R=A X B:

o
Ist dariber hinaus (My)nen eine disjunkte Folge in F, so ist auch ihre Vereinigung |J M,
n=1

in F enthalten und es gilt
p(lJ M) = p(My)
n=1 n=1

Da jedes S € Q) sich als disjunkte Vereinigung von Elementen aus A x B darstellen ldsst, ist
auch Q in F enthalten.
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Beweis. Sei R=A x B € Ax B, so folgt:
uw(A) yeB
() = 41
0 y ¢ B.
Also erhalten wir: y — p(RY) = u(A)xg(y) € Mt (Y, B) sowie

p(R) = / W(RY)d(y) = / (A5 )dv(y) = p(A)w(B).

Y Y
Betrachte nun eine disjunkte Folge (M,,) von Mengen in F. Dann sind auch die Horizontal-

schnitte (M,)Y fir jedes y € Y disjunkt und es gilt fiir M = |J M,:

n=1
= u(J MY) = n(y).
n=1 n=1

Insbesondere ist y — u(MY) messbar als Limes der messbaren Funktionen y Zﬁ:l (M)
fir £ — oo geméf Satz 18.4.5.
AuBerdem folgt mit Hilfe des Satzes von Beppo Levi:

[e.e]

oMy = / u(|) M2)dv(y) = / S u(M2)dv(y)
n=1

v n=1 Y n=1

B. Levi Z/MM?J )dv(y Zp( M,).

n= 1Y n=1

Es bestehen folgende Beziehungen zwischen dem &dufleren Mafl p ® v und p:

Lemma 18.7.7. Sei S € (), so gilt

p(S) = 1@ u(S).
Sei E C X XY eine beliebige Menge, so folgt
p@v(E)=inf{p(S)| ECS e N}.

Beweis. Sei S€Qund S C |J A; x B; mit A; € Aund B; € B. Dann folgt

i=1
00

p(S):/u(Sy)dy(y)g/ (Ui % By <Z/A « By)Vduly ZM

Yy v =1 1= 1Y
(18.9)

Nach Definition von p® v gilt somit: p(S) < = ®@v(S). Auf der anderen Seite ldsst sich S € Q
als abzihlbare disjunkte Vereinigung S = U Al x Bl mit A} x B} € A x B schreiben. Dann

i=1

=D (A x B) =) u(ADv(B]
i=1 i=1

folgt:
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Aus der Definition von p ® v folgt daher auch: p(S) > p® v(S). Sei nun £ C X X Y eine
beliebige Menge. Dann gilt mit (18.9):

pev(E) = inf{) uA)wv(B;)| S=|JAixB;>E}
i=1 =1
> inf{p(S)| ECcSeQ}=mf{uv(S)| ECSecQ}
> pev(E).

0

Satz 18.7.8. Seien (X, A, u) und (Y, B,v) zwei Mafriume. Sei M € AQB, so ist M messbar
beziiglich des duferen Mafles u ® v. Insbesondere definiert p ® v ein Mafl auf AR B.

Beweis. Da die u ® v-messbaren Mengen eine o-Algebra bilden und A ® B die kleinste
o-Algebra darstellt, die A x B enthélt, geniigt es, die Messbarkeit der Mengen A x B € A% B
zu zeigen. Seien also A x B € AxBund E C X XY gegeben. Sei S € Qund F C § € Q.
Dann sind auch S\ (A x B) und SN (A x B) Elemente von €2 und aus Lemma 18.7.7 folgt:

k@B (A x B))+p@u(EN (Ax B)) < p(S\ (A B)+ (SN (A x B)) = p($)
fur alle S D E mit S € . Wieder mit Lemma 18.7.7 erhalten wir durch Bildung des Infimum:
@B\ (Ax B)+peu(EN(Ax B) <inf{p() | § E}=pov(E),

d.h. A x B ist messbar. U

Nun wollen wir unter gewissen Voraussetzungen zeigen, dass auch p ein Mafl auf A ® B
definiert, welches mit u ® v iibereinstimmt. Dazu miissen wir nur noch zeigen, dass F mit der
von A x B erzeugten o-Algebra A ® B iibereinstimmt. Die o-Additivitét ist schon in Lemma
18.7.6 bewiesen worden.

Wie wir jetzt sehen werden, stimmt F mit A ® B {iberein, falls das Ma8l p o-endlich ist.

Definition 18.7.9. Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Dann heifit u o-endlich, falls eine Folge

oo
(Ay)nen von A-messbaren Mengen existiert mit u(A,) < oo fir alle n und |J A, = X.

n=1

Bemerkungen.

(a) Ist p o-endlich, so existiert eine monoton wachsende Folge (B, )nen € A mit den Eigen-

o0
schaften u(B,) < oo und |J B, = X. Betrachte dazu die Folge B,, := A; U...U A,.
n=1
(b) Wéhrend das Lebesgue-Maf o-endlich ist (denn der R™ lésst sich als abzéhlbare Vereini-
gung von Quadern darstellen), ist das Zahlma8 (siche Beispiel (b) nach Definition 18.1.1
)einer iiberabzihlbaren Menge X nicht o-endlich. Denn nach Definition ist das Z&dhlmafl
einer Menge A C X nur dann endlich, falls A endlich. Da eine abzédhlbare Vereinigung
endlicher Mengen abzéhlbar ist, kann somit das Zahlmaf einer iiberabzahlbaren Mengen
nicht o-endlich sein.

Lemma 18.7.10. Sei X eine Menge und A eine o-Algebra, die von einem durchschnittsta-
bilen Mengensystem E erzeugt wird, d.h. sind Ay, As € E, so ist auch Ay N As € E. Sei nun
F ein Mengensystem mit den Eigenschaften:
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I.ECFCAund X € F.
2. Sind A,B € F und A C B, so folgt B\ A € F.

3. Ist (Ap)nen € F eine disjunkte Folge, so folgt: |J A, € F.

n=1

Dann stimmen F und A tiberein.

Bewets. Den Beweis dieser Aussage kann man zum Beispiel in dem Buch von Heinz
Bauer, “Maf3- und Integrationstheorie”, finden (siehe Satz 2.4). Man hat zu zeigen, dass die
Vereinigung einer beliebigen Folge von Mengen aus F wieder in F liegt. Denn dann ist F eine
o-Algebra. Sie stimmt mit A {iberein, denn A ist die kleinste o-Algebra, die F enthélt.

Um zu zeigen, dass die Vereinigung einer beliebigen Folge von Mengen aus F wieder in F
liegt, betrachtet man die zugeordnete disjunkte Folge. Ihre Elemente sind dann in F, falls
der Durchschnitt zweier Elemente von F wieder in F liegt. Fiir den Erzeuger F ist dies
nach Annahme richtig. Mit Hilfe eines kleinen aber genialen Tricks beweist man es dann fiir
beliebige Elemente. U

Satz 18.7.11. Seien (X, A, n) und (Y,B,v) zwei Mafiriume und das Mafl pu sei o-endlich.
Dann gilt
F={ScA@B| y— u(SY) e M*(Y,B)} = A B.

Beweis. Wir haben schon in Lemma 18.7.6 gezeigt, dass F den durchschnittstabilen
Erzeuger A+ von A®B enthilt. Wir haben dort auch gezeigt, dass die abzdhlbare Vereinigung
disjunkter Mengen aus F wieder in F liegt. Es bleibt daher zu zeigen: Sind S; C Se € F, so
auch Sy \ S7. Wir nehmen zunéchst an, dass das Maf3 p endlich ist, d.h. u(X) < oco. Dann ist

p((S2\ 51)%) = p((S2)? \ (51)7) = p((S2)?) — u((S1)?),

denn 1((S2)Y) < oo. Da nach Annahme die Abbildungen y — u((S;)Y) fiir ¢ € {1;2} messbar
sind, ist somit auch y — p((S2 \ S1)¥) messbar. Also ist Sy \ S1 € F.
Sei p nun o-endlich. Dann existiert eine monoton wachsende Folge (A, )nen in A mit p(Ay) <

oo und |J A4, = X. Betrachte das endliche Maf} p1,, : A — [0,00) mit pn(A) :== p(ANA4,).

n=1
Sei S € A® B, so ist wegen obiger Ausfithrungen die Funktion y — 1, (SY) eine Element von
M (Y, B) und somit insbesondere messbar. Da wegen Satz 18.1.11

w(SY) = lim u(SYNA,) = li_}In pn(SY),

n—00

ist auch y — p(SY) als Limes messbarer Funktionen wieder messbar.

Bemerkung. Sei M € A® B, so folgt aus Lemma 18.7.7
p(M) <inf{p(S) | M C S € Q} =pev(M).

Wir werden nun zeigen: Sind sowohl p als auch v o-endlich, so stimmen die Mafle © ® v und
p iiberein.
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Satz 18.7.12 (Prinzip von Cavalieri). Seien (X, A, u) und (Y,B,v) zwei MafSriume mit o-
endlichen Mafen p und v. Sei M € A®Q B, so gilt y — u(MY) € M (Y,B) und v — v(M,) €
M™ (X, A) und es folgt:

(M) = / W(MY)dv(y) = / v(My)dpu(z).
Y X

Beweis.  Die Messbarkeit der Funktionen y — pu(MY) und x — v(M,) ist eine Konsequenz
von Satz 18.7.11.
Fir die Integralgleichheit geniigt es nun zu zeigen:

p(0M) = [ u()dvy) = e v(01),
Y

denn durch Vertauschen der Rollen von X und Y erhalten wir auch

/V(Mx)du(a:) =puv(M).

X
Wie oben bemerkt, gilt p(M) < p®@v(M) fiir alle M € A®B. Sei nun zunéchst M C Ax B €
A Bund pu(A),v(B) < co. Dann folgt mit 18.7.6:

pEU(Ax B\ M) = p@u(dxB)—pov(M)<pev(dx B) - p(M)
— (A x B)\ M) < p@w((Ax B)\ M).
Wir erhalten
URVAXB)—p@v(M)=pv(Ax B)—p(M)

und somit p(M) = p® v(M). Ist nun M C A ® B beliebig, so existieren wegen der o-
Endlichkeit von g und v monoton wachsende Folgen (A,,)nen, An € A und (Bp)nen, Bn € B

o o
mit jeweils endlichen Maflen und |J A, = X sowie |J B, =Y. Dann ist auch C,, = A, UB,,

n=1 n=1

o
eine monoton wachsende messbare Folge mit |J C, = X x Y und es gilt
n=1

pRu(M) = ILm pRv(MNCy) = ILm p(MNCy) = p(M).
U

Bemerkung. Das Prinzip von Cavalieri ist das wichtigste Werkzeug zur Berechnung von
Produktmaflen. Die Verallgemeinerung auf Integrale liefert der Satz von Fubini.

Satz 18.7.13 (Fubini). Es seien (X, A, ) und (Y,B,v) zwei o-endliche Mafirdume. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(a) Fiir jedes f € MT(X x Y, A® B) folgt
Y / f(x,y)dp(z) € MY (Y,B) und z s / f (@ y)dv(y) € M+(X, A)
X Y

und

[ sewiweney = [ [ 1wt = [ [ o).
Y X XY

XxXY



11. Oktober 2024 463

Abbildung 18.15: Zum Prinzip von Cavalieri. Speziell fir (X, x) = (R, ) kann man f(y) :=
A(MVY) als Graph iiber Y veranschaulichen.

(b) Sei f: X xY — R integrierbar beziiglich u®@v. Dann ist f(x,-) v-integrierbar fiir p-fast
alle x € X und f(-,y) ist u-integrierbar fir v-fast alle y € Y. Auflerdem sind die fast
tiberall definierten Funktionen

Y /f(fv,y)dﬂ(x) und T /f(ﬂﬁ,y)dV(y)
X Y

v- bzw. p-integrierbar und es folgt:

[ sewis vy //fwydu iv) = [ [ s pivwia)
XY

XxY

Beweis.  Wir beweisen Teil (a) in 3 Schritten:

1. Im ersten Schritt beweisen wir (a) fiir eine charakteristische Funktion x,, mit M €
A®B. In diesem Fall ist der Beweis eine direkte Konsequenz des Prinzipes von Cavalieri.

Wegen x,,(z,y) = xpw(®) = xpy, (y) folgt

y s p(MY) = / X (@)du(z) = / st (1) dps(z) € M*(Y, B)
X X

und

z s (M) = / xor, (W)l (y) = / st (@ 9)dv(y) € M*(X, A).
Y Y

Auflerdem gilt:

/ (@9 ® V) (ey) = @ p(dr) TP v Cavalier / H(MY)dv(y)

XxY Y
= //XM?/ )du(z)dv(y Z//XMwydu z)dv(y).
Y
pe () = [v(M)du(e) = / / ar (9 v () dp().

X

Genauso folgt
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2. Die Aussage in (a) gilt auch fiir alle Treppenfunktionen p € TT(X x Y, A ® B). Denn

ist o = z CjXpy, mit ¢ > 0 und M; € A® B, so folgt aus Schritt 1.
=

yH/ (2, y)dpi( Z /xM<xy>dﬂ<>eM+<Y,B>

und
m
=1

x /gp(x,y)du(y) = ch /XMJ- (z,y)dv(y) € MT(X, A)
Y J Y

und somit mit Hilfe der Linearitét des Integrals

[ witusn Xy, / rdnen) 2 g [ [ xas e ndu@av )
Y X

XXY =1 xky J=1
| [ e vntyiviy).
Yy X
Genauso folgt:
/wd(u®1/)=//<ﬁ:vydu dv(y).
XXY X

Sei nun f € MT(X x Y, A® B). Dann existiert eine monoton wachsende Folge von
Treppenfunktionen ¢, € TT(X x Y, A® B), n € N mit li_}rn on(z,y) = f(z,y). Somit
n—oo

erhalten wir fiir jedes y € Y eine monoton wachsende Folge x — ¢, (z,y) von Trep-
penfunktionen in 77 (X, A), die punktweise gegen x +— f(z,y) konvergiert, und nach
Definition des Integrals folgt

/ f(.y)dp(e) = lim / on(, 9)du(a). (18.10)
X X

Auflerdem ist die Funktion y — [ f(z,y)du(z) als Limes messbarer Funktionen selbst

X
messbar. Des Weiteren folgt mit Hilfe von Schritt 2 und Anwendung des Satzes 18.5.9
von Beppo Levi

n—0o0
XxY X XY

re / s Q¢n(x,y)d#($) dv(y)
Yy
/(K f(z,y)du(z) | dv(y).
Y

[ tawen) 2w [ pden 2t [ [ e ndu@an)
Y X
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Analog folgt die Messbarkeit von x +— f f(x,y)dv(y) und die Identitét

/fxy (n@v)(z,y) //fxydu )dv(y).

XxY

Beweis von (b):
Sei nun f eine pu ® v-integrierbare Funktion und

f=f—f mit fffTeMT (X xY,A®B)

die Zerlegung von f in seinen positiven und negativen Anteil. Wegen Teil (a) sind die Funktio-
nen y — [ f(x,y)dp(z) und y — [ f~(x,y)du(z) beide v-messbar. Aus der Integrierbarkeit
X X

von f folgt wegen Satz 18.5.11 auch die p ® v-Integrierbarkeit von |f| und wegen Teil (a)
des Satzes ist die Abbildung y — [ |f(z,y)|dp(z) ein Element in M* (Y, B). AuBerdem ist
X

deshalb
/ (X (@)l duly) | dv(z) = / Fld(u®v) < oo
Y

XxY
und wegen Korollar 18.5.12 gilt [ |f(z,y)|du(x) < oo fiir v-fast alle y € Y. Da nun
X
fl=f"+f" uwd ' f e M (X xY,AxB),
sind auch

/ f* (@ y)du(z) < oo und / § (@ y)du(z) < 0o
X X

fiir v-fast alle y € Y, némlich fiir alle diejenigen y € Y, fiir die das Integral [ |f(z,y)|du(x)
X

endlich ist. Fiir solche y ist das Integral

/fa:ydu /f*xydu /f (2, ) dpu(z (18.11)

definiert. Damit erhalten wir:

[ sawen = [ frauey / Frduev)

XxY xY

o
Y

b

7 (2, y)du(e //f (2, 9)dp)dw (y)

X

/
Qf*mydu /f (z,y)dp(z) | dv(y)
/

(18.11)

[z y)du(x)dv(y).

e

X



466 11. Oktober 2024

Wie lédsst sich die Produkt o-Algebra aus Erzeugendensystemen berechnen?

Satz 18.7.14. Es seien (X, A), (Y, B) messbare Riume und A bzw. B habe die Erzeugenden-

systeme E 4 bzw. Eg. Weiter nehme man an, es gebe Folgen (Ap)nen € E4 und (Bp)nen € Ep
o o0

mit |J Ap =X und \J B, =Y. Wiein Definiton 18.1.12 bezeichne o(E) die von E erzeugte

n=1

n=1
o-Algebra. Dann gilt:
A@B=0({Ax B| A€ E4, B¢€ Eg})

o0 o0
Beweis. Da | 4, =X mit A, € E4 und |J B, =Y mit B,, € Eg und weil ferner E 4
n=1 n=1
und Eg Erzeugendensysteme sind, gilt:
c{AxB| A€ Eyq, BEER})=0({AxY | Ac E4}U{X x B| B € Eg})

—o({AxY | Ac AYU{X xB| BeB})=c({AxB| Ac A, BEB})=AxB.

Korollar 18.7.15. Ist B(R¥) die Borel o-Algebra von R¥, so gilt fiir m,n € N:
B(R™)® B(R") = B(R™"")

und
AT @ A =\

Beweis. Ein Erzeugendensystem von B(RF) ist durch die Menge aller Quader Q* C R*
gegeben. Wegen Satz 18.7.14 wird B(R™) @ B(R™) durch

{QMxQ"| Q™ CR™ Q" CR", mit Q™,Q" Quader}

erzeugt. Da jeder Quader @ C R™"™ von der Form Q™ x Q" ist, folgt die erste Behauptung.
Des Weiteren gilt:

Ist A € B(R™"), so folgt

Lemmgl8.7.7 ™ ®Q )\n(Qm % Qn)

AT (A) = inf ¢ > XMQPINQN) | AC QT x Q) p = AT @AM (A).
j=1 Jj=1

Ist AC Q C R™™™, so folgt:
ATFQR) = X" @ NH(Q) = A" @AM (Q \ A) + A" @ A"(A) < A™T(Q\ A) + N @ N (A)
und somit auch die umgekehrte Ungleichung
ATE(A) <A@ A(A).
Ist A C B(R™*™) beliebig, so existiert eine Folge (Q;)jen C R™™ von Quadern mit Q; C

Qj+1 und | Q; = R™ Dann ist |J (ANQ;) = A und
j=1 j=1

APF(A) = lim AT(ANQ;) = lim A" @ A" (AN Q;) = A" @ \'(A).
j—00

J—00



11. Oktober 2024 467

Bemerkung. Statt [ fdA™(z) schreiben wir auch [ f(z)d™z oder [ f(z)dz. Ist f :
R R™
R™*" 5 R integrierbar, so folgt aus dem Satz von Fubini:

[ swarnw = [ [ f@aa ) an.

Rm+n Rm™

Beispiel. (Volumenberechnung eines Drehkorpers) Sei ¢ : [a,b] — R? eine Kurve
mit ¢(t) = (g(t),0,t), wobei g : [a,b] — R eine stetige Funktion ist mit g(¢) > 0. Betrachte
die zugehorige Drehfliiche mit der Parametrisierung f : [a, b] x [0, 27] — R3, wobei

f(t, ) = (cos(p)g(t),sin(p)g(t), ).

Bezeichne mit

Abbildung 18.16: Drehkorper

D ={(z,y,t) | t€la,b],vVa*+y* <g(t)}
den zugehorigen ” Drehkérper”. Da D abgeschlossen ist, ist D € B(R3). Schreibe A2 = A2@\!,
so gilt nach dem Prinzip von Cavalieri (und der Kreisflichenformel):

b b b
M (D) = /)\Q(Dt)dt = /gQ(t)w dt = W/gz(t) dt.

Ist g(t) = r, so ist D ein Zylinder und es gilt die Formel:
M(D) =7r*(b—a) (“Grundfliche mal Hohe”).

18.8 Transformationsformel

Wir haben gesehen, wie sich das Lebesgue-Maf§ A : B(R™) — R unter affin linearen Abbildun-
gen T : R” — R™ transformiert (siehe Satz 18.3.5): Ist T invertierbar mit 7'(z) = a + L(x)
und L € GL(n,R), so folgt:

_ AB)

| det L

NTH(B))
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fiir alle B € B(R™). Da T ein Homéomorphismus ist, ist mit A € B(R") auch T'(A) € B(R™)
und es folgt, indem man T'(A) fiir B einsetzt und umstellt:

AMT(A)) = A(A)|det L| = / | det L|x od\ = / | det L|dA = / | det DT (x)|dA,
R”
denn DT'(z) = L. Sind allgemeiner X,Y C R" offen und 7' : X — Y ein Diffeomorphismus,
so liegt daher die Vermutung nahe, dass die Identitét
ANT(A)) :/\det DT (x)|d\(x)
A

fiir alle Borel-messbaren Mengen A C X gilt. Fiir die Formulierung der Transformationsformel
bendtigen wir noch folgende Bezeichnung: Fiir X € B(R™) sei

B(X)={AeBR")| AC X}.
Dann ist B(X) eine o-Algebra.

Satz 18.8.1 (Transformationsformel). Es seien X, Y C R™ offen, T : X — Y ein C'-
Diffeomorphismus. Dann folgt:

(a) Fiir alle A € B(X) gilt

MT(A)) = / | det DT()[dA(x).
A

(b) Fiir alle f € MT(Y,B(Y)) ist

[ Hwax) = [ £oT(@) det DI (@)]aAw).
X

Y

(c) Eine Funktion f :Y — R ist genau dann \-integrierbar iber Y, falls f oT|det DT| iiber
X M-integrierbar ist. Dann gilt:

[ Hwax) = [ £oT@) det DI (@)laAw).
Y X

Beweis. Wir werden diesen Satz in mehreren Schritten beweisen.

1. Schritt:
SeiSC(Q: C ; ein abgeschlossener Wiirfel, d.h. ein Quader mit fester Kantenlénge d > 0. Dann
gilt:
NT(Q)) < / | det DT (z)|dA(z).
Q
Beweis: Da @ kompakt und die Funktion = ~ ||(DT(z))~!|| stetig ist, existiert

o= gleag!\(DT(x))”H-
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(Fir A € L(R™,R™) ist ||A| := sup{||A(v)| | |[v|] < 1}, wobei wir auf R™ bzw. R™ die
euklidischen Normen benutzen.)
Zu jedem e > 0 existiert wegen der gleichméfiigen Stetigkeit der Abbildung = — DT (x) €
L(R™,R™) auf Q ein ¢ > 0 mit

|DT(z) — DT (y)|| < (18.12)

B

sobald ||z — y|| < ¢'. Wihle m € N so, dass m > ‘/gd und setze k := m”. Seien {Q;}i<j<k
die abgeschlossenen Wiirfel der Kantenlidnge % =: dp, welche durch Unterteilung von @ in k
gleich grofie Teilwiirfel entstehen. Dann gilt

diam@; = max{|lz —y| | =,y € Q;} = Vndp =6 <&

fur j € {1,...,k}. Zu jedem Q; wéhle ¢; € Q; mit

| det DT(¢;)| = min{|det DT'(z)| | = € Q,}.

Ist h: Q; — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung, so folgt aus dem Mittelwertsatz (siehe
Korollar 15.3.16) fir z,y € Q;:

[h(z) = ()|l < |l =yl - max{[| DA(2)] | 2 € @5}

Wende diese Ungleichung auf h : Q; — R™ mit h(z) = T'(x) — DT(g;)(x) an. Dann ist ihre
Ableitung gegeben durch Dh(z) = DT(x) — DT(g;) und es folgt mit Hilfe von (18.12):

1T () = T(q;) — DT(g;)(z — ¢;)
= [Ia(z) = h(g)l <z = gjll - max{[|DT(z) = DT(g5)|| | = € Q;} < [l — qa'\lga
denn ||z — g;|| <0 < ¢'. Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich somit:
1T @)} < IT(gy)ll + [1DT(g5)(x — g;)|l + 55
Verwenden wir fiir Teilmengen A, B des R™ die Bezeichnung
A+B:={z+y|zecAye B},
so impliziert diese Abschétzung :
T(Q)) € Ta)) + DT(a;)(Q; — q;) + B(0,5>).
Nun folgt aus der Definition von «
B(0,6°) = DT(;)DT(gj)”"(B(0.6)) € DT(q;)(B(0.5¢))

und somit

T(Qj) C T(qj) + DT(q;)(Qj + B(0,d¢) — q;).
Aus der linearen Transformationsformel 18.3.5 erhalten wir mittels der Translationsinvarianz
von A:

MT(Qj)) < |det DT'(gj)| - MQj + B(0,d¢) — ;) = [ det DT'(g;)| - MQj + B(0, e)).
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Da Q; ein Wiirfel der Kantenlénge dy ist, ist @; + B(0, d¢) in einem Wiirfel der Kantenlinge

0o + 2de = do(1 + %56) = 60(1 + 2v/ne)
0

enthalten. Daraus folgt:
ANT(Q;)) < |det DT(g;)[05 (1 +2v/ne)" = [det DT(g;)| - A(Q;) - (1 + 2v/ne)".
Summation {iber alle @); liefert

k

NTQ) < (1+2v/ne)" Y |det DT(g5)A(Q;) < (1 + 2y/me)" Z / | det DT(x)|dA(x)
j=1 i= IQ]
— (14 2/me)" / | det DT(2)|dA(x).
Q

Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt die Behauptung.

Bemerkung. Die Aussage von Schritt 1 ldsst sich auch auf Quader {ibertragen.

2. Schritt:
Sei A € B(X), so gilt:

MT(A)) < / | det DT(x)| d\(x).
A
Beweis: Man zeigt die Ungleichung erst fiir offene Mengen. Ist U C X offen, so existiert eine
oo

abzéhlbare Familie von abgeschlossenen Quadern (Q;)jeny mit |J @Q; = U. Man kann sogar
j=1
zeigen, dass man die Quader disjunkt wéihlen kann. Dann gilt:

MNTU)) < Z 7(Q,)) <Z/|detDT JdA( Z/ 2)| det DT(2)|dA(x)

Jj= 1Q] J=lg

BLev / Z )| det DT ()| dA(x) = / - |det DT(2)]dA(z).
J=1 U
Sei nun A € B(X), so gilt (siehe z.B das Buch von Elstrodt):

AA) =inf{\(U) | U offen,A C U}.
Daher existiert eine Folge Uy D Uy D ... D Uy D ... D A offener Mengen mit A\(A) =
AN UL
Nekhzrile zunéichst an, dass [ |det DT (z)|dA(z) < oo. Dann folgt mit dem Satz 18.6.2 von
Lebesgue : *

MNT(A) < kll_{](r)lo |detDT(a;)|d)\(:c):kli_>nolo/\detDT(:c)\XUk(x)d)\(a:)
Uk

/ | det DT (x)|x a(z)dA(z).
X
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Ist [ |det DT'(x)|d\(z) = oo, so betrachte die offenen Mengen
X

X, =B(0,n)N{x € X | |det DT (z)| < n}.

Insbesondere ist (X, )nen eine monoton steigende Folge von Mengen mit X = (J;7 ; X,, und
| |det DT(z)|d\(z) < co. Dann gilt:
Xn

AT(A) = AT G AN X,)) = A [j T(ANX,)) " Tim A(T(AN X,))
= n=1
< tim [ et DT(@)x a0y, dN(a / |det DT (x) 4 (2)dA()

X

/ | det DT (z)|d\ ().

A

3. Schritt:
Fiir alle f € M*(Y, B(Y)) gilt:

/f JAA(y /foT 2)| det DT ()[dA(z).

Beweis: Sei f = xp mit B € B(Y) und A :=T~}(B) € B(X). Dann gilt:

/ F(5)dA() = A(B) = A(T(A)) < / xal det DT()[dA(z).
Y

X

Da xgoT = Xp-1(B) = Xas folgt die Behauptung fiir f = x 5. Damit folgt der 3. Schritt auch
fiir alle Treppenfunktionen f € T* (Y, B).

Fiir beliebiges f € M T (Y, B) wihle eine monoton wachsende Folge (f,)neny € TT (Y, B(X))
mit nh—>Holo fn(z) = f(x) fir alle z € X. Dann gilt:

[rix =t [ @) < tw [ 1,0 7| det DI (@)]dNz)
Y X

Y

_ / f o T(x)| det DT (z)|dA(z).
X

4. Schritt:
Fiir alle f € M+ (Y,B(Y)) gilt:

/f JAA(y /foT|detDT( JdA(z).

Beweis: Betrachte den C!-Diffeomorphismus 7! : Y — X, so gilt fiir g € M (X, B(X)):

/ (#)dA () < / g0 T ()| det DT~ ()| dA(y).

X Y
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Setze g(x) = f o T'(x)| det DT (x)|, so folgt:

/foT z)| det DT (z)|d\ (= /f )| det DT(T~(y))| - | det DT~ (y))|dA(y).

Da
id=D(ToT Y (y) = DI(T ' (y)) o DT 1(y),

ist |det DT(T~(y))-det DT (y)| = |det DT(T~'y) o DT~*(y)| = 1 und die Behauptung folgt
mit Schritt 3.

5. Schritt:
Ist f:Y — R integrierbar, so zerlege f = f* — f~ und wende Schritt 4. auf f* und f~ an.
0

Beispiel. Betrachte die Transformation 7' : (0,00) x (0,27) — R? mit T(r,¢) = r -
(cos g, sin ). Dann ist 1" ein Diffeomorphismus auf sein Bild

BildT = T((0,00) x (0,27)) = R?\ {(x,0) | = > 0}.
Insbesondere ist Bild T fast ganz R? bis auf eine Menge vom Maf3 0 (bzgl. \2). Es gilt:

cos —rsin
|det DT'(r, p)| = |det 4 LA |
sinp  rcosp

Ist f € MT(R?,B(R?)) oder f integrierbar, so folgt:

oo 21

/f(ac)d)\2 / f(rcosp,rsin@)rd\*(r,p) = //f(r cos @, 1 sin @) rdedr.
2 Rx (0,27) 0 0
+oo
Wir benutzen diese Formel, um [ e =2 4z zu berechnen. Mit Hilfe des Satzes von Fubini gilt
—0oQ
+oo  +oo “+oo +oo +00 9
/exzde)P(x,y) = / ( / ex2ey2dx> dy = / ey2< / ex2da:> dy = ( / edeac) .
RQ —0oQ0 —0o0 —00 —00 —00
Aus obiger Formel folgt andererseits mit z2 + y? = r2:
oo 21 o0 [e'¢)
e*‘”z*de)\Q(:c, y) = e*’”Qrdcpdr =2or [ e rdr=2r | lim e "r- Xio.,1(r)dr
n—00 [0,7]
R2 0 0 0 0
. " -2 n
" 9n lim “rdr = 2 lim = lim (—67"2 + %) = 7.
n—oo n—oo 0 n—oo
0
Also erhélt man
+oo
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18.9 LP-Riume

Eine fundamentale Rolle spielen in der Physik — und hier insbesondere in der Quantenmecha-
nik — die L? Rdume. Dabei handelt es sich um vollstédndige normierte Funktionenvektorriaume
(Banachrdume), wobei die Norm mit Hilfe des Integrals definiert wird. Im Falle p = 2 erhélt
man den Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen.

Die Integrationstheorie ldsst sich leicht auf komplexwertige Funktionen ausdehnen. Sei (X, A, )
ein Mafiraum. Eine Funktion f : X — C mit f(z) = fi(x) + ifa(z) heiBit messbar, falls
fi, f2 + X — R messbar sind. Ist f messbar, so auch |f| = \/fZ + fa. f heiBt integrierbar,
falls fi1, fo : X — R integrierbar sind. Ist f integrierbar, so heif3t

)Zfdﬂ5:)[f1d,u+i!f2du€(c

das Integral von f. Seien f,g : X — C integrierbar und o« € C. Dann sind f + g und «af
integrierbar und es gilt:

a/fduz/afdu und /(f+g)du=/fdﬂ+/gdu-
X X

X X X

Lemma 18.9.1. Ist f : X — C integrierbar, so auch |f| : X — R und es gilt:

')[fdu‘ S)[lf!du-

Beweis. Sei f = f1 + ¢ fy integrierbar. Dann ist wegen

[fl = VIAP+fl? <A+l

| f| messbar. Da aus der Integrierbarkeit von f; und fo auch die Integrierbarkeit von |f;| und
| f2| folgt, erhalten wir mit [ |f|dp < [|fildpu + [ |f2]dp < oo auch die Integrierbarkeit von
X X X

|f]. Sei nun o € C mit |a| = 1 und

/fdu :oz/fd,u:/ozfd,uER.

X X X

Wegen Re(z) < |z| Vz € C folgt somit:

[ tin| = e [agin= [Reapydn < [ Is1dn
X X X

X

Definition 18.9.2. Fiir f : X — C messbar und p > 1 definiere

I#= (| If!p(w)dﬂ(w)>l/p-
X
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Dann heif3t
LV =LP(X, A u)={f:X — C| f messbar, | f||, < oo}

der Raum der LP-Funktionen.

Bemerkung. LP ist ein C-Vektorraum, denn ist o € C und f,g € LP, so ist ||af]], =
la| - || fllp < oo und da

[f +glP < (IF1+1g])P < (2max([f],[g]))” = 2 max(|f[",[g|") < 2°(|f]" + [9]"),

ist mit f, g € LP stets auch f + g € LP.
Wir wollen nun zeigen, dass || ||, die Dreiecksungleichung erfiillt. Dazu zeigen wir zunéchst
die folgende fundamentale Ungleichung.
Satz 18.9.3 (Holdersche Ungleichung). Es seien p,q > 1 reelle Zahlen mit
1 1
S+t =1
P q
Sind f,g: X — C messbare Funktionen, so gilt:

1F - gl < W f1lp - llgll-

Bemerkung. Betrachten wir Funktionen mit Bildraum R statt C, so kénnten wir auch
zulassen, dass f den Wert co annimmt.

Beweis.  Wir konnen 0 < || f||, < oo und 0 < ||g|l; < oo annehmen. Denn ist || f]|, =

([1fP)}/P = 0, so ist |f|P = 0 und somit auch |f| = 0 p-fast iiberall. Dann ist auch f = 0

X

p-fast iiberall und daher [ |f - gldu = 0. Fiir ||f||, = oo oder ||g||, = oo ist die Aussage klar.
X

Aus der Anwendung der Jensenschen Ungleichung (Ubungsblatt 7, Aufgabe 4.e) folgt

xi\l'...-xﬁn§A1x1+...+/\nxn

n
fir alle z; > 0 und A; > 0 mit ) A\; = 1.
=1
Insbesondere fiir n = 2 erhalten wir mit A\ = % und Ay = %

11
riry < =1 + —29.
p q

Setzen wir 1 = aP und x5 = b? fiir a,b > 0, so ergibt sich
1 1
a-b< =aP + —b9.
p q

Also erhalten wir fiir a = ||J|c;ﬁi‘ und b = ‘ﬁéﬁi‘ die Abschitzung

[f@)] g(@)| _ 1|f(x)P | 1]g(x)[?
: S p + q .
1l lglle — 2 Iflz @ llgllg
Da ||f|I[5 = [ |f(2)|Pdp und ||g||d = [|f(z)|9du, folgt durch Integration der obigen Unglei-
X X

chung:

!VMMM!U(WQ)WK)<

a.) gl

dp(z) +

1 1
< du(z) = -+ —-=1.
v AR @ ="



11. Oktober 2024 475

Bemerkung. Insbesondere erhalten wir fiir p = ¢ = 2 die Cauchy-Schwarzsche Unglei-

chung
1/2 1/2
/If-gldué (/Iledu> </|g|2du> .
X X X

Aus der Holderschen Ungleichung lisst sich die Dreiecksungleichung (Minkowskische Unglei-
chung) ableiten.

Satz 18.9.4 (Minkowskische Ungleichung). Es seien f,g: X — C messbar und p > 1. Dann
qgilt:

1f =+ gllp < 17 llp + llgllp-
Beweis.  Fiir p =1 folgt die Ungleichung aus |f + g| < |f| + |g| durch Integration. Es sei

also 0.B.d.A. p > 1 und ||f + g/, > 0 sowie || f||p, [|g]|p < co. Betrachte ¢ > 1 mit %—i— % = 1.
Dann gilt:

[ir+aran = [1r+gl1r+grtdns 1907+ gp  dus [ ol 1f + g~ du
X X X X
= A+ gl gl - 1f + g
18.9.3
22 Wl 1+ g+ gl - 1 + 9L = (Ll + gl ) 1S + 97 .
1 _ 1_p-1
Daa—l—p— - , folgt
1/q pT_l
I1f+gPY, = /|f+g!(”1)qdu = /\f+9!pdu
= |f+glz"
und weiter
I+ gl = [ 17+ glPdu < (11 + lgll) - 17 + "
X
und somit nach Division durch || f + gHg_l die Behauptung. 0

Dies zeigt, dass || ||, eine Halbnorm auf £? definiert.

Definition 18.9.5. Sei V' ein C-Vektorraum, so heifit || || : V' — R eine Halbnorm, falls
1. ||f]| > 0 fiir alle f € V,
2. af]l = |af || f]| fur alle « € C, f € V und
3 If +gll < NFII + llgll fir alle f,g € V.

Bemerkung.  Hingegen muss aus || f|| = 0 nicht f = 0 folgen. Ist dies der Fall, so ist || ||
eine Norm (siehe Definition 13.2.3).

Korollar 18.9.6. Auf L£P(X, A, p) wird durch || ||, eine Halbnorm erkldrt.
Beweis.  Folgt aus Satz 18.9.4. U
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Bemerkungen.
(a) Esist || f||, = 0 genau dann, falls f = 0 p-fast iiberall.

(b) Man kann aus £P wie folgt einen normierten Vektorraum machen:
Sei
N={fel?| f(x) =0 fir u-fast alle z € X}.

Dann ist N ein Unterraum von £P. Wir teilen nun die Funktionen in £P in A quivalenz-
klassen ein: Wir nennen zwei Funktionen f,g € LP dquivalent (in Zeichen f ~ g), falls
f—g=:he N.Ist f e LP sobezeichnen wir mit

1=A{f"1f' ~fr={f+h|heN}
die Menge der zur Funktion f dquivalenten Funktionen. Insbesondere gilt fiir f,g € LP
[fl=lgl<=f-g=heN.

Eine Funktion in der Klasse [f] heifit auch Reprdsentant der Klasse [f]. Die Menge aller
Aquivalenzklassen bezeichen wir auch mit

LP = LP/N.

Wir erkldren nun eine Addition bzw. skalare Multiplikation auf LP, indem wir Re-
prasentanten addieren und dann zur Aquivalenzklasse iibergehen. Genauer definiere fiir
[f],[g] € LP und ae € C

(i) [f1+ 19l =1[f +4dl,
(i) alf] = [af].
Diese Definitionen sind unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten, denn ist [f'] = [f]

und [¢'] = [g], soist f/ = f+hiund ¢’ = g+hy mit hy,he € N. Wegen f'+¢' = f+g+h
mit h = hy + ho € N liegen f’ + ¢’ und f + ¢ in der gleichen Klasse, d.h.

[/ +41=1f+9].
Genauso folgt
[oef] = [af"],
falls [f] = [f'], denn dann ist auch a(f — f’) € N. Das Nullelement ist durch
0]={0+h|heN}=N
gegeben. Auch die Halbnorm || ||, ist auf L definiert durch

1Al == ([ £llp-

Denn ist [f'] = [f], also f' = f+ h mit h € N, so ist || f||, = ||f'|l, wegen Korrolar
18.5.16. AuBerdem definiert || ||, eine Norm und nicht nur eine Halbnorm auf L”, denn
ist

1A 1llp = Lfllp = O,
so ist f = 0 p-fast iiberall, d.h. [f] = 0.
Wir werden in Zukunft die Elemente in LP und £P meist mit den gleichen Symbolen
bezeichnen.
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(¢) Fiir p = 2 ist die Norm || |2 durch das Skalarprodukt

:/&umwwmm,
X

mit [f], [g] € LP induziert (wobei g die komplex Konjugierte bezeichnet), d.h. es gilt

Ifll2 = (f, /)2

Genauso wie im Falle der Norm, hingt die Definition des Skalarproduktes nicht von der
Wahl des Reprisentanten ab (siehe 13.1.1 fiir die Definition des Skalarproduktes auf
einem komplexen Vektorraum).

Satz 18.9.7 (Riesz-Fischer). (LP, || ||p) ist ein vollstindiger normierter Vektorraum fir alle
p > 1. Insbesondere ist (L%, || ||2) ein Hilbertraum.

Beweis. Sei ([fn])nen eine Cauchyfolge in LP. Dann bilden auch die Représentanten
(fn)nen eine Cauchyfolge in £P, d.h.

Ve>03dnoeN Vnm>ng:|fn— fmlp <e

Insbesondere existiert zu jedem k € N und € = 2% ein ng € N mit || fp, — fnllp < 1 fiir alle
m > ng. AuBerdem konnen wir die Folge (nj)ren streng monoton wachsend wahlen Setze

gk = fnk - fnk+1) S0 gllt

y4 V4

Mink 1

< E lgkll, < or =1
k= k=1

P

4
h. [ ( > ]gk|)pdu < 1 fiir alle £ € N. Mit dem Satz von B. Levi folgt:
X k=1

/ (g \%I)pdu <1

X

00 p 00
Also ist die Funktion (Z | gk|> integrierbar und wegen Korollar 18.5.12 gilt > |gr(z)| < oo
k=1 k=1
o0
fiir p-fast alle z € X. Insbesondere konvergiert wegen Satz 2.5.8 die Reihe > gi(z) fiir p-fast

k=1
alle z € X. Da
l
ng = fnl - fne+17
k=1

existiert f(z) := llim fn,(z) fiir p-fast alle z € X. Setze diese Funktion zu einer messbaren
—00
Funktion f: X — C fort (z.B. setze f(z) = 0, falls Elim fn,(z) nicht existiert).
—00
Wir miissen noch zeigen: || f — fi, ||, — 0 fiir m — oo und f € £P. Dazu benutzen wir nochmal,

dass (fn)nen eine Cauchyfolge in L£P darstellt. Also existiert zu jedem € > 0 ein ny € N mit

| fo— fmllp < € firalle £,m > ny.
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Aus dem Lemma 18.6.1 von Fatou folgt:

J 15— b= [ g Vo = Pl < 1 [ 1 = foPdp = Y oy Sl <
4 4 00 k—o0 k—00

und somit
If = fmllp < € fiir alle m > ny. (18.13)

Aus der Dreiecksungleichung folgt:
1fllp = I1f = fm & fonllp < I = Finllp + [[fmllp < 00

Also ist f € L£P und [f] € LP. Aus (18.13) erhalten wir

tim (/] = fullp = I ([ = fullp = lm_ [ = fll, = 0

m— 00

und somit ist der normierte Vektorraum (L”, || ||,) vollsténdig fiir alle p > 1. U

Bemerkung. Der Beweis des Satzes von Riesz- Fischer zeigt auch: ist ( f,,)nen eine Cauchy-
folge in LP, so existiert eine Teilfolge f,, und eine Funktion f € £P mit

f(z) == lim f,,(x)
{—00
fiir p-fast alle z € X. Ist insbesondere (f,,)nen eine Folge in LP und f € £P mit
Jim [ fn = fllp =0,
so existiert eine Teilfolge f,,, mit
f(z) == lim f,,(x)
{—00

fir p-fast alle x € X. Wie das folgende Beispiel zeigt, ist es im allgemeinen notwendig, fiir
die punktweise Konvergenz eine Teilfolge zu betrachten.

Beispiel.  Sei X = [0, 1] und A das Lebesguema$ auf [0, 1]. Betrachte die Folge der Intervalle

ool ) o] [5) (5 o] (3] -

Sei I, C I das n-te Intervall dieser Aufzéhlung, so besitzt fiir kein x € [0, 1] die Folge x7, ()
einen Grenzwert. Denn fiir jeweils unendlich viele n € N hat die Folge den Wert 1 und 0. Auf
der anderen Seite gilt

Ixr.llp = A(I,) = 0 fiir n — oo.



Kapitel 19

Differentialformen und Integralsatze

Ziel dieses Kapitels ist eine Verallgemeinerung des Kurvenintegrals, das wir in Abschnitt 17.2
behandelt haben. Es ermoglicht uns, Integrale nicht nur {iber Kurven, sondern auch iiber
hoherdimensionale Objekte, wie z.B Untermannigfaltigkeiten, zu definieren.

19.1 Differentialformen

In Abschnitt 17.2 haben wir 1-Formen iiber Kurven integriert. Statt iiber Kurven wollen
wir nun auch iiber k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten integrieren. Die geeigneten Inte-
granden werden Differentialformen von Grade k sein. Diese ordnen jedem x € U C R” eine
alternierende k-Form zu.

Definition 19.1.1. Sei V ein Vektorraum der Dimension n iiber R und V¥ :=V x ... x V.
N———

Eine Abbildung el
a:VF SR
heilt alternierende oder schiefsymmetrische k-Form, falls
(i) sie multilinear ist, d.h. fiir jedes 1 < j < k
al..., vy + v, ) = Al vg,.0) +pad. L))

gilt, wobei A, u € R, vj, v;- € V und alle anderen Variablen festgehalten werden;

(ii) sie alternierend ist, d.h

fiir alle v;,v; € V.

Der Dualraum V* = L(V,R) zu V ist der Vektorraum aller alternierenden 1-Formen. Die
Menge aller k-Formen auf V bezeichnen wir mit A*(V*). Insbesondere ist A'V* = V*. Wir
setzen AY(V*) :=R.

Bemerkungen.

479
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(a) AF(V*)ist ein Vektorraum iiber R. Ist o € AF(V*) und Sy, (siehe Seite 205) die Permu-
tationsgruppe der Menge {1, ..., k}, so gilt fiir jedes o € Sy

(Vg (1)s - - -5 Vo(k)) = signo a(vi, ..., vg),
wobei sign o das Vorzeichen der Permutation bezeichnet.
(b) Die Determinante ist eine alternierende n-Form auf R"™ und somit ist det € A™((R™)*).

(c) Ist v € R? und ist o : R? x R? — R definiert durch
a(v1,v2) = det(v, vy, v2),

so ist a € A2((R3)*)

Physikalische Interpretation von «a: Beschreibt v das Geschwindigkeitsfeld einer konstan-
ten Stromung, so lésst sich a(vy,v2) als der Fluss durch das durch v, vy aufgespannte,
orientierte Parallelogramm ansehen. Die Reihenfolge der Vektoren vy, ve gibt die Orien-
tierung des Parallelogrammes an. Sie bestimmt, ob die Stromung das Parallelogramm
in positiver oder negativer Richtung durchléuft.

(d) Bedingung (ii) ist dquivalent zu
al...,v,...,0,...) =0
fur alle v € V, wie man durch Anwendung von (i) fiir v = v; + v; nachrechnet.

Definition 19.1.2 (Auperes Produkt (Dachprodukt) von 1-Formen). Es seien V ein reeler
Vektorraum und a, ..., a; € A*(V*) = V* 1-Formen. Dann heifit

al/\.../\akzvk—>R

al(vl) oo O (’Uk)
a1 A A ag(vg, ... ) = det
ag(vy) ... ag(vg)

das duflere Produkt oder Dachprodukt des k-Tupels von 1-Formen (o, ..., a).
Bemerkungen.

(a) Aus der Definition der Determinante folgt:

arN...Nag € Ak(V*)

(b) Betrachte die lineare Abbildung L : V — R¥ mit L(v) = (ai(v),...,ar(v)). Dann
beschreibt ag A ... A ag(v1,...,vx) das “orientierte” Volumen des durch die Vektoren
k

2

L(v1),..., L(vg) aufgespannten Parallelotops P = {
1

(c) Das Dachprodukt besitzt folgende Eigenschaften:
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Abbildung 19.1: Parallelotop im R3

(i) Seien o, v, ..., € AL(V*) = V* 1-Formen und \, p € R, so gilt

At A AN+ i) A N = Ao A A A Ao A NG LAy

(2
(i) Ist o € Sk, so gilt
Qo) N oo N gy =signoag Ao A ag.

Sei eq,...,e, € V eine Basis von V und e;‘f € V* die Linearform definert durch e;(ei) = 05,
so sind €7, ..., e} eine Basis von V* (siche Satz 8.3.4). Sie heifit die zu ey, ..., e, duale Basis.
Mit Hilfe der dualen Basis erhilt man wie folgt eine Basis fiir A*(V*):

Satz 19.1.3. Seiey,...,e, € V Basis von V und €, ... e, € AY(V*) die duale Basis. Dann
1st
{6* /\.../\esz ‘ 1§i1<i2<...<ik§n}

1
eine Basis von AF(V*).

Beweis.  Die Vektoren e] A... A€, € A¥(V*) sind linear unabhiingig: Dazu nehme man
an, es sei
= Y age, A Ne =0 (19.1)

1<i1 <. <ip<n

fiir gewisse a;,..4, € R.
Fiir das geordnete k-Tupel (ej,,...,e;,) € VF mit 1 < j; < jo < ... < jp <n gilt:

e

1, fallsi; =j1,...,0 = J&

ey N Nejp (€, .., e5,) = det : : =

;'kl(ejl) ejl(ejk) {

0, sonst.
e (en) - e (e)

Denn ist die Determinante ungleich null, so ist die erste Spalte der obigen Matrix von null
verschieden. Daher existiert ein £ € {1,...,k} mit € (ej,) = 1, d-h. ip = j1. Da die erste Zeile
ebenfalls von null verschieden ist, muss £ = 1 gelten. Denn wére £ > 2, so ist i1 < iy = j; und
somit ist i1 # ji, fiir alle m € {1,...,k}, d.h. €] (e;,,) = 0. Also ist i3 = j;. Genauso folgt:
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Z.2:j27"'7im:jm-

Wenden wir nun « aus (19.1) auf (ej,,...,¢ej,) € VF mit 1 < j; < jo < ... < jr <7 an, so
folgt also aj, .. j, = 0.
Auf der anderen Seite spannen die Vektoren

{ei, Ao Nel | 1< <ig <...<ip <n}

den Vektorraum A*(V*) auf. Ist ndmlich o € A¥(V*), so folgt:

* *
a= g €y, i )es N Nef
1<iy<..<ix<n

denn beide Seiten stimmen auf allen k-Tupeln (ej,,...,e;,) € VFmit 1 < j; <... < jr <n
iberein. Da durch die Werte auf den geordenten k-Tupeln (ej,...,€j,) € V¥ eine k-Form
eindeutig bestimmt wird (Beweis!), folgt die Behauptung. U

Bemerkung.  Ist dimV = n, so folgt dim AF(V*) = (}). Insbesondere ist dim A™(V*) = 1
und dim A*(V*) = 0 fiir k& > n.

Das duflere Produkt von 1-Formen lésst sich wie folgt zu einem &ufleren Produkt von k-Formen
mit ¢-Formen ausdehnen:

Satz 19.1.4. Es gibt genau eine Abbildung
AR(V*) 5 ASV) — ARV,
(@, ) = anp
mit folgenden Figenschaften:

(i) aAB ist linear in jedem Faktor, d.h. fiir alle ay,as,a € A¥(V*) und By, B2, B € AY(V*),
sowie A € R gilt:

(a1 +ax))AB=a1 AB+asAB und aN(B1+52) =aAPr+aA B

sowie

MaAB)=Aa)AB=an (AF).
(ii) Sind a1, ..., o, B, ..., Be € AL(V*), so gilt:
(a1 Ao ANag) AN(BL Ao AB) =a1 Ao ANag ABL A ... A\ By

Bewets.
(a) Existenz: Sei e, ...,e, € V eine Basis und e}, ..., e € AY(V*) = V* die duale Basis.
Seien
a= Z iy .y, N\ - Aep € A*(V*) und B = Z bjy,...je€5 N\ - N€Ej, € AV,
1< <l J1<...<je

so definiere

alf:= g @iy iybjy, g€y N Nef Nes N LUAE,. (19.2)
J1<...<Jp

Diese Definition erfiillt die verlangten Eigenschaften, was man durch Nachrechnen iiber-
priift.
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(b) Eindeutigkeit: Ist A ein Dachprodukt mit den Eigenschaften (i) und (ii), so ist “A” nach
Wahl einer Basis eq,...,e, € V von der Form (19.2).

Bemerkung.

(a) Wir lassen auch den Fall k = 0 bzw. £ = 0 zu. Fiir A € R = A°(R) und o € A¥(v) setze

AN :=aANd =X q.
(b) Es gelten folgende weitere Rechenregeln fiir a € AF(V*), 8 € AY(V*) und v € A™(V*):

aN(BAy)=(anB)Ay

und
aAB= (DB Aa.

Der Beweis sei als Ubung iiberlassen.
Nun wollen wir Differentialformen auf offenen Teilmengen des R™ definieren.

Definition 19.1.5. Sei U C R” offen. Eine Abbildung w : U — AF((R™)*) heifit Diffe-
rentialform vom Grade k (k-Form). Eine k-Form w : U — AF((R™)*) heifft m-mal stetig
differenzierbar, falls fiir alle Vektoren vy, ..., v € R™ die reellwertige Abbildung

p— w(p) (v, ..., k)

auf U m-mal stetig differenzierbar ist. Wir bezeichnen mit QF (U) die Menge der m-mal stetig
differenzierbaren k-Formen auf U. Die Menge aller unendlich oft differenzierbaren k-Formen
auf U wird mit Q¥(U) bezeichnet.

Bemerkungen.

(a) Da A°((R™)*) = R, entspricht QY (U) der Menge der m-mal stetig differenzierbaren
Funktionen C™(U) auf U und Q°(U) der Menge der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen C*°(U).

(b) Sind z; : U — R die kanonischen Koordinatenfunktionen auf U C R™ und ey, ..., e, die
kanonische Basis des R", so folgt

(9%'1'
dzi(p)ej = oz (p) = dij-
Insbesondere ist dzi(p),...,dz,(p) fir jedes p € U die zu ey,...,e, duale Basis von

(R™)* = AL((R")").

Ist w eine k-Form, so existieren wegen Satz 19.1.3 Funktionen a;, ;. : U — R mit

wp)= Y aia(P)dzi (D) A Adwi(p).

1< <. < <n

Wegen w(p)(e;,, ..., €, ) = ai, i, (p) ist w genau dann m-mal stetig differenzierbar, falls
alle Koeffizienten a;,.. ;, : U — R m-mal stetig differenzierbar sind.
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Definition 19.1.6. Sei U C R” offen und w, 7 k-Formen auf U undA A € R. Dann definiere
das Produkt Aw : U — A¥((R™)*) und die Summe w + 7 : U — A¥((R™)*) durch

(Aw)(p) = Aw(p) und (w +n)(p) = w(p) + n(p)-

Sind w eine k- und 7 eine ¢-Form, so definiere ihr Dachprodukt w A 5 : U — AFH((R™)*)
durch

(wAn)(p) = w(p) An(p).

Bemerkung. Sind w,n € QF (U) und X € R, so ist auch A\w+n € QF (U), d.h. QF (U) und
QF(U) sind beziiglich der Addition und skalaren Multiplikation Vektorrdume iiber R. Sind
w e QF (U),ne Qb (U),soist wAne QrU).

Das Differential von k-Formen kann wie folgt definiert werden:

Definition 19.1.7. Sei w € Q¥(U) gegeben durch

w= Z iy . i, dxi, NN dxg,

1<ir<...<ip<n

Dann heif3t
dw = Z dailmik ANdxi, Ao A da:zk

1<i1<..<ip<n

die duflere Ableitung oder das Differential von w.
Bemerkungen.
(a) dw ist eine k + 1-Form. Ist m > 1 und w € QF (U), so ist dw € QFFL (U).

(b) Ist w = f: U — R stetig differenzierbar, dann ist dw = df eine 1-Form auf U. In Kapitel
15 hatten wir das Differential einer Funktion f mit D f bezeichnet. Um eine einheitliche
Schreibeweise zu gewéhrleisten, bevorzugen wir im Kontext der Differentialformen die
Bezeichnung df fiir R-wertige Funktionen.

(c) Ist w € QH(U) mit w(x) = 3. a;(x)dz;, so ist da; = Z o aldacj und somit
i=1 j=1

dw = Z oz, azdx] Ndz; = Z oz, A aidxj A dx; —|—Z oz, ~—aidzj A dz;
1,j=1 i<y j<i

- _Za ald:nl/\dx]jtza -a;dxj A da;

z<] j<Z

= Z oz, a]dxz Ndx; — Z oz, azdﬁr:Z Adx; (durch Umbenennung von i und j)

i<j i<j
0 0
1<)

Insbesondere ist fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : U — R mit w =
df =31 ax L da;:

o 0
ddf = Z(a o) —%8xif>dxiAdxj—0.
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(d) Sei U ¢ R" und w : U — AF((R")*) eine differenzierbare k-Form. Thre #uBere Ableitung
dw lésst sich auch koordinatenfrei definieren. Fiir Vektoren vy, ...,v; € R™ betrachte
die reellwertige Abbildung

p = w(p)(ve, ..., vk).
Definiere nun

k+1

D)1, vkg1) = Y (=D D@ (w1, D vp)) () (),
=1

wobei ¥; bedeutet, dass v; ausgelassen werden soll. Dann gilt: 7 ist eine k£ + 1-Form und
dw = 1. Uberpriifen Sie diesen Sachverhalt fiir k = 1.

Satz 19.1.8. (a) Seien w,n € Q¥(U) und A\, € R, so ist
d(Aw + un) = Adw + pdn.

Insbesondere definiert fir m > 1 die dufere Ableitung d : QE (U) — Q5L (U) einen
linearen Operator.

(b) Ist w € Q¥(U) und n € QL(U), so ist

dwAn) =dwAn+ (=1)*wAdy € QFTHU).

(c) Ist w € Q5(U), so ist
ddw = 0.

Beweis.
(a) ist trivial.
(b) Wegen der Linearitit der dufleren Ableitung reicht es aus, (b) fiir w,n von der Form
w= fdx;, N...Ndx;, =: f-dxr und n=gdr; A...ANdx;, =g -dxy
mit f,g € C1(U) zu beweisen (solche Differentialformen heifien auch Monome):

dwAn) = d(fgdxyNdxy)=(g-df + f-dg) Ndxr Ndzy
(df Adzg) A (gday) + (—1)*(fdzg) A (dg A dxy)
= dwAn+ (=DkwAdn.

(c) Wegen der Linearitdt von d geniigt es wieder, w von der Form
w= fdx;, N... Ndz;, =: fdxr

zu betrachten. Dann ist dw = df Adzy und wegen Teil (b) folgt mit Bemerkung (c) nach
Definition 19.1.7:

ddw = ddf Adzy — df Ad(1-dxp) = ddf A dxy — df Ad(1) Adap = 0.
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Beispiel. In diesem Beispiel wollen wir Beziige zu der in der Physik fiir R? gebriuchli-
chen Vektoranalysis aufzeigen. Sei U C R? eine offene Menge und F : U — R3 ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann kénnen wir F eine 1-Form wi, € Q}(U) und eine 2-Form
w% € Q3(U) zuordnen: Setze

wr(p)(v) = (F(p),v) und wi(p)(v1,v2) := det(F(p),v1,v2) = (F(p), (v1 X v2))
mit dem Kreuzprodukt x in R3. Sind F = (Fy, F», F3) die Komponenten des Vektorfeldes, so
gilt:
w}m = Fidx1 + Fodxo + F3dxs sowie w% = Fidxo A dxs + Fodxs A dxq + Fydxq A dxs.

Umgekehrt lisst sich jeder 1-Form und 2-Form auf U C R? eine Vektorfeld zuordnen.
Man rechnet nun leicht nach:

(a) df = ngradf fiir jede C'-Funktion f: U — R,
(b) dwp = wWipp,
(c) dw%—, = div F'dx1 A dxo A dxs.
Dabei folgt (a) aus df (p)(v) = (grad f(p),v) Vv € R3. Beweis zu (b):

F; F; F: F:
dwllp = &d:vg Adxy + @dﬁg Adxy + Qd:ﬂl A dxg + 26&23 A dxo
8.7}2 8333 a$1 8.7}3

F: F:
+Qd$1 Adxg + le‘Q A dxsg
81‘1 8:U2

_ (0F; 0F OF  OF OF, OF,

Beweis zu (c):

F' OF: OF:
dw% = @dxl ANdxo N dxs + 72(1.1‘2 Adxs Adri + 73d.%'3 A dx1 A dxs
ox1 0o Oxs

0F, n 0F» n 0F3
Bxl 8$2 83:3

) dx1 A dxo A dxs.

Da ddw = 0, so folgt fiir jede C?-Funktion f: U — R:
0= ddf = dwgraq f = Wrot grad
und somit rot grad f = 0. AuBlerdem folgt fiir jedes C2-Vektorfeld F : U — R3
0 = ddw} = dw?,p = divrotFdzy A doy A das

und somit divrotF = 0.

Vektorfelder und 1-Formen lassen sich in allen Dimensionen identifizieren. Ab Dimension 4
existieren jedoch keine Beziehungen zwischen Vektorfeldern und 2-Formen. Ist U C R* offen
und w € Q2(U), so bendtigt man eine Abbildung F : U — RS um w darzustellen. Da 2-
Formen auf U C R* in der relativistischen Elektrodynamik eine wichtige Rolle spielen, fiihrt
man, wenn man die Sprache der Differentialformen umgehen will, so genannte “Sechser”-
Vektoren ein.
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19.2 Zuriickholen (pull-back) von Differentialformen

Wir wollen nun das Integral von k-Formen definieren. Dazu benétigen wir die Operation des
Zuriickholens von Differentialformen.

Definition 19.2.1. Sei U C R™ und V' C R™ offen, ¢ : V — U stetig differenzierbar und w
eine k-Form auf U. Dann heifit die auf V' durch

(P w)(p)(v1, .- 0p) == w(e(P)(De(p)(v1), -, Dp(p)(vk)), p €V, 01, 0p €R™

definierte k-Form die mittels ¢ zuriickgeholte k-Form und wird mit p*w notiert. Ist w eine
0-Form, d.h. eine Funktion f auf U, so ist

(p*w)(p) = ©"f(p) = [ o o(p)-
Es gelten folgende Rechenregeln:
Lemma 19.2.2. Seien V C R™, U C R" offen und ¢ : V — U eine C'-Abbildung. Dann gilt:
(a) Sind wi,wy k-Formen auf U und f:U — R eine Funktion, so folgt
" (w1 + w2) = P w1 + P w2

und
" (fwr) = (fop)p™(w1) = @™ f A p*(w1).

(b) Sind fi,..., fr:U — R C'-Funktionen, so gilt:
O (dfi A Ndf) =d(fiop) A Ad(frop).

(c) Ist w eine k-Form auf U und n eine (-Form auf U, so gilt:

e wAn) =@ w A
(d) Ist W C RY offen, ¢ : W — V eine C'-Abbildung und w eine k-Form auf U, so gilt:

(pot)'w =" (¢'w).
Beweis.

(a) folgt unmittelbar aus der Definition von ¢*.
(b) Betrachte Vektoren v, ...,vx € R™ und p € V. Dann gilt:

O (dfy A ANdfi)(p) (o1, uk) = (dfy A Adf) (0(p) (De(p)(01), - - ., Dp(p) (Vi)
= dfi(e(p)) A ... Ndfr(e(p)) (De(p)(v1), ..., Dp(p)(vr))

df1(¢(p))De(p)(v1) - dfi(e(p))Dy(p)(vk)
= det : :
dfi.(p(p))Dp(p)(v1) -+ dfxp(p)Do(p)(vk)
d(fio)(p)(vi) - d(fioe)(p)(vk)
= det : :

d(frop)(p)(v1) --- d(feop)(p)(vk)
=d(fiop)(p)AN...ANd(frop)(p)(vi,y..., VL)
= (d(frop) A... ANd(fro9)) (D) (v1,-..,vL).
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(¢) Ist k =0, d.h. w = f eine Funktion und 7 eine ¢-Form auf U, so gilt:
w (fn) = (fop)e™n=¢"f Ae™n.
Wegen (a) geniigt es, (c) fiir w und 7 der Form
w= fdx;; N...Ndzx;, und n = gdzj A ... Adzj,

mit f,g : U — R zu zeigen, wobei z1,...,z, : U — R die kanonischen Koordinaten-
funktionen bezeichnen. Dann folgt aus (a) und (b) :

p'w = (fop)dpi A...Ndp;, und ¢*n=(gop)dpj A...Ndpj,
mit ¢; = z; o p. Wegen
wAn=(f-g)dxy N...Ndx; Ndzj AN dxy,
folgt daher mit (b):
e wAn) = (fop) (gop)dpi N...Ndpy Ndpj, ... Ndpj, = w A ™.

(d) Sei als Ubung iiberlassen (siche Aufgabenblatt 11, Aufg 3).
U

Bemerkung. Sei ¢ : V — U ein m + 1 -mal stetig differenzierbare Abbildung und w €
Qf(U) mit j < m. Dann ist p*w € Qf(V) Also definiert

" QNU) = QE(V)

wegen 19.2.2(a) einen linearen Operator.

Beispiel. Auf U = R? mit den Standard-Koordinaten z, y sei die 2-Form w(z, y) = dz Ady
gegeben. Um diese in Polarkoordinaten darzustellen, soll w mittels ¢ : V' := (0, 00) x (0, 27) —
U, o(r,¢) = (r cos ¢, rsin ¢) zuriickgezogen werden. Es gilt

D1

o (r,¢)dr + %(r, @) dop = cos pdr — rsin g de

d@l(?”, Qb) = d(:E 0 @)(Tv ¢) = 8¢

sowie

0 0
dpa(r,6) = dly o ¢)(r,0) = “J 2 (r,9) dr o+ 52 (1, 6) do = sin g dr + 7 cos g do

und somit nach Lemma 19.2.2 (b):

O'w(r,¢) = dpi ANdpa(r,¢) = (cosddr —rsingdp) A (sin ¢ dr + rcos ¢ de)
= r(cos® ¢ +sin? p)dr A dp = rdr A do.

Die duflere Ableitung kommutiert mit dem Zuriickziehen von Differentialformen, d.h. es gilt:
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Lemma 19.2.3. Seien V C R™ U C R" offen, ¢ : V — U eine C?-Abbildung und w € Q¥ (U).
Dann folgt
d(p*w) = p*dw.

Beweis. ~ Wegen Satz 19.1.8(a) und obiger Bemerkung sind dy*, p*d : Q¥(U) — QE1(V)
lineare Operatoren. Also geniigt es wieder, die Aussage fiir Elemente w € Q¥(U) der Form

w= fdx;, N...Ndx;,
zu beweisen. Dann gilt
Y'w = (fop)dpi N...\Ndp;,
und wegen Satz 19.1.8 (b) folgt
d(p*w) =d(fop) Ndpi, A...Ndpi, + fopd(dei, N...N\dp;,).
Durch Induktion iiber k zeigt man mit Satz 19.1.8(b)
d(dpi, N...Ndp;,) =0,
denn
d(depi, A---Adpy,) = d(dpi, A+ N, ) A, +(—1)""Tdgi, A---Nd;, , Addg;, = 040 = 0.

AuBerdem ist d(f o) = (df o p)Dyp = p*df, denn aus der Definition von ¢* und der Ketten-
regel folgt

p*df (p)(v) = df (¢(p))(De(p)(v) = d(f o ¢)(p)(v)
fiir alle p € U und v C R™. Daher folgt aus Lemma 19.2.2 (b) und (c)

d(p*w) = @*df N (dxiy N ... Ndzy, ) = Q" (df Ndxiy Ao ANdx;,) = pFdw.
U
Nun wollen wir der Frage nachgehen, wann eine k-Form w € QF(U) eine Stammform n €

QF1(U) besitzt, d.h. wann die Gleichung dn = w eine Losung besitzt. Wegen Satz 19.1.7 (iii)
ist dw = 0 ein notwendiges Kriterium dafiir.

Definition 19.2.4. Eine Differentialform w € QF(U) heiBt ezakt, falls sie eine Stammform
besitzt. Sie heifit geschlossen, falls dw = 0 gilt.

Bemerkungen.

(a) Die geschlossenen sowie die exakten k-Formen bilden Untervektorrdume von QF(U),
denn es gilt:

{geschlossene k-Formen} = ker(d : QF(U) — QFF(U)),

{exakte k-Formen} = Bild(d : Q*"}(U) — Q~(U)).

Wegen Satz 19.1.8 (c) sind exakte Formen geschlossen. Der Quotientenraum

H*(U) := {geschlossene k-Formen} /{exakte k-Formen}
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heifit k-te de Rhamsche Kohomologiegruppe. Fiir k = 0 definiert man:
H°(U) := {geschlossene 0-Formen} = {f : U — R | df = 0}.

Ist U zusammenhiingend, so ist H°(U) die Menge der auf U konstanten Funktionen.
Also folgt in diesem Falle HO(U) = R.

Fiir k = 1 und U sternférmig gilt: H'(U) = {0}, denn wegen des Lemmas von Poincaré
fiir 1-Formen ist jede geschlossene 1-Form auf U auch exakt.

(b) Es gilt: H'(R2\{0}) # {0}. Betrache die Windungsform (siche Kap. 17.2) w = —4drtedy,

x2+y2
Dann ist dw = 0, aber w ist nicht exakt. Man kann zeigen: H!(R?\ {0}) = R.

Nun wollen wir das fiir 1-Formen bewiesene Lemma von Poincaré (siehe Satz 17.2.12) auf k-
Formen verallgemeinern, d.h. wir zeigen, dass jede geschlossene k-Form auf einer sternférmigen
Menge exakt ist.

Zu einer offenen Menge U C R™ betrachte zuniichst die Zylindermenge

0,1] x U = {(t,z) | t€[0,1], = € U}.

Sei V'.C R™! eine offene Menge, die [0,1] x U enthilt. Jede k-Form 7 auf V lisst sich in
eindeutiger Weise schreiben als

n(t,x) = Z @iy iy (t,2)dE AN dxyy AN dxg,  +1(t @),

1<i1<..<ip_1<n

wobei

ﬁ(t, ﬂ?) = Z bjl-ujk (t, $)d$€j1 VANIAAN dl‘jk,

1<j1 <. <jp<n

d.h. 7 besteht aus allen Monomen, die dt nicht enthalten. Definiere fiir £ > 1 die Abbildung
K vom Raum der stetigen k-Formen auf V' in den Raum der k — 1-Formen auf U durch

1

(K(T]))(:C) = Z /ail_.ik_l (t, (L‘)dt dxi, N... A Cl[/CZ'k_1

1<i<..<ip—1<n \}

fiir € U. Damit ist K : QF(V) — QF~'(U) ein linearer Operator.

Lemma 19.2.5. Sei U C R" offen und V C R™*! eine offene Teilmenge mit [0,1] x U C V.
Seien g, ¥1 : U — V definiert durch

Yo(x) = (0,2) und ¥i(x) = (1, ).

Dann gilt firn € Q§(V):
d(K(n)) + K (dn) = ¢1n — ¢on. (19.3)
Beweis. Da beide Seiten in (19.3) linear von n abhingen, geniigt es, beide Seiten fiir

Monome zu iiberpriifen.
1. Fall: Zunéchst sei 7 von der Form:

n(t,x) = f(t,z)dt Ndxi, N... Ndx;,_, = f(t,z)dt A\ dxg.
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n
Dann folgt aus df (¢, z) = %(t,m)dt + > %(t,x)dmi wegen dt A dt = 0:
i=1 "

) "9
dn(t,z) = Z 835 (t,z)dx; Ndt ANdep = — Z 8:{' (t,z)dt A\ dx; N\ dzg.
i=1 ! i=1 "

Dies impliziert

1
= — Y af X XT; X
K (dn)(z) = ;(0 8%@, )dt)d i Ada.

Mittels Differentiation unter dem Integral gilt

1 n 1
d(K(n))(z) =d / ft,x)dt | day | = / gj(t,x)dt dz; A dzy.
0 i=1 \{ !

Wir erhalten:
d(K(n)) + K(dn) =0

Auf der anderen Seite folgt aus Lemma 19.2.2 (b)
Pon = (f o tho)d(t o ¢po) A d(wiy 0 ¢po) A Ad(wiy_, ©¢o)

und
Yin = (fovr)d(tovr) Nd(ziy o1) A ... Ad(ziy,_, ©11).
Dat: R x R™ — R die Projektion auf die erste Koordinate ist, d.h. t(s,z) = s, so folgt

topo(x) =0und toty(z) =1 und somit d(to ;) =0 fiir i € {0,1}.

Also erhalten wir

won = ¢in =0
und daher ist die Behauptung im 1. Fall bewiesen.
2. Fall:

Sei nun 7 ein Monom der Form n = f - dzy, wobei dzy = dx;; A ... Adx;,. Dann ist K(n) =0
und somit auch dK(n) = 0. Da

0 "0
dn(z,t) = a—‘:(t,x)dt Ndxr + E 83{‘
i=1 "

(t,z)dz; N dxy,

folgt aus der Definition des Operators K:
1
of
K(dn)(z) = a(t, x)dt | dey = f(1,2)dxr — f(0,2)dx;.
0

Aus Lemma 19.2.2 (b) folgt
Yin(x) = foi(z)d(zi, or) A... ANd(zg,, o1) = f(L,z)dxi, A... Ndx;, = f(1,z)dxr

sowie analog
Yon(z) = f(0,z)dx;.
Daher ist die Behauptung auch im 2. Fall bewiesen. U
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Sei nun U C R™ eine beziiglich 0 € R” sternférmige Menge und ¢ : R x R® — R" die
Abbildung mit ¢(¢,r) = t-x. Dann enthilt V := o~ 1(U) die Menge [0, 1] x U. Obiges Lemma
impliziert somit das folgende Korollar.

Korollar 19.2.6. Sei U C R"™ sternformig beziiglich 0 € R™ und w € Q¥(U). Dann ist
©*w € Q¥(V) und es gilt:
d(K(¢*'w)) + K(dp*w) = w.

Beweis. Sei w € Q¥(U) und 7 := p*w. Dann ist wegen Lemma 19.2.5
d(K (1)) + K(dn) = ¥1n — ¥on,
wobei 9,11 : U — V mit ¢go(z) = (0,z) und ¢1(z) = (1,2). Da potpi(zr) =1 -2 = x und
pog(z) =0, folgt
Pin = re'w = (poin)'w=id"w =w und Y57 = (pot)'w=0"w=0
und somit die Behauptung. U

Aus diesem Korollar erhélt man nun, dass jede geschlossene k-Form auf einer sternférmigen
Menge eine Stammform besitzt.

Satz 19.2.7 (Lemma von Poincaré). Sei U C R™ sternformig und w eine geschlossene k-
Form auf U. Dann ist w exakt.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Annahmen sei U sternformig beziiglich 0 € R™ und w
geschlossen. Dann folgt mit Lemma 19.2.3 dy*w = ¢p*dw = 0 und eingesetzt in Korollar 19.2.6
somit d(K (¢*w)) = w, d.h. w ist exakt. U

Das Lemma von Poincaré liefert auch eine Methode zur Berechnung von Stammformen fiir
geschlossene Formen im Falle von sternforigen Mengen.

Korollar 19.2.8. Sei U C R" eine sternformige offene Menge und

w= Z iy ip iy A .. Adzg, € QF (U)

1<i1 <. <ip<n

fir ein k,m > 1. Se:

1<iy <..<ip<n =1

& 1
n(x) = Z z:(—l)f_1 /tk_lailmik (tz)dt z;, dxi A ... d/x; N dxgy,
0

wobet d/$7£ die Auslassung von dx;, anzeigt. Dann ist n € QF=1(U) und falls w geschlossen ist,
folgt dn = w.

Beweis. Aus der Definition von 7 folgt sofort: n € QF=1(T)).
Wie im Beweis von Korollar 19.2.6 betrachte die Abbildung ¢ : RxR"™ — R" mit (¢, z) = t-x.
Dann enthélt V := ¢~ 1(U) die Menge [0,1] x U. Man zeigt nun:

K(¢p'w) =n. (19.4)
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Dann folgt aus Korollar 19.2.6 dn = w, falls w geschlossen ist. Wegen der Linearitéit des
Operators Ko* : QF (U) — QE=1(U) geniigt es, die Identitit (19.4) fiir Monome zu zeigen.
Sei also w € QF (U) von der Form

w(z) = f(x)dzy, A... A\dx;,.
Dann gilt:
Pr'w(t,x) = f(tx)dei, A...A\dpj,.

Da o, (t,z) = tz;,, folgt
d(piz = l’ildt + tdl‘ié.

Man zeigt nun durch Induktion iiber k:
k —_—
dpiy A ... Ndgi, (tx) = tFdagy, A N dag +> (=1 T g, dt Adag, A da, N da,
=1

Nach Definition des Operators K folgt

1

k
K(p*w)(x) = Y (-1)*! /tk—lf(m)dt i, dog, A dzy, . A da,

und daraus die Behauptung. U
Nun geben wir einige Anwendungen des Lemmas von Poincaré.

Bemerkungen. (Anwendungen in der Vektoranalysis)

(a) Sei w € Q¥(U) eine unendlich oft differenzierbare k-Form auf einer offenen Teilmenge
U des R™. Gesucht wird eine Losung 1 € QF~1(U) der Differentialgleichung

dn = w.

Wegen ddn = 0 ist dw = 0 eine notwendige Bedingung fiir ihre Losbarkeit. Ist nun U
sternférmig, so ist diese notwendige Bedingung wegen des Lemmas von Poincaré auch
hinreichend.

Wie sieht die Gesamtheit der Losungen
L,:={neQ* 1 U)|dy=w}

aus? Ist 7y eine spezielle Losung (diese kann mit Hilfe des Korollars 19.2.8 berechnet
werden), so ist fiir jedes 8 € QF~2(U) auch n = ny + d wegen ddf = 0 eine Losung. Ist
umgekehrt 7 eine beliebige Losung, so ist die Differenz 7 — ng € Q¥~1(U) geschlossen.
Also existiert wieder wegen des Lemmas von Poincaré ein 8 € QF~2(U) mit n—ny = df.
Dies zeigt, dass £, ein affiner Unterraum von Q¥~1(U) ist (vgl. 16.8):

L, ={m+dB|B e 2U)}
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(b) Teil (a) hat folgende Anwendungen in der Vektoranalysis. Sei U C R? eine offene und

sternférmige Menge und g : U — R eine C*°-Funktion. Dann existiert aus folgendem
Grund ein Vektorfeld F : U — R? mit

divF =g.

Betrachte die 3-Form w = gdxq A dxo N dxs. Diese Differentialform ist — wie alle 3-
Formen in R3 — geschlossen und damit existiert eine 2-Form 7 mit dn = w. Wegen des
Beispiels am Ende von 19.1 existiert ein Vektorfeld F : U — R? mit w% = 7. Also folgt
d?ﬁ7 = div F dx1 Adxo Adws und somit div F = g. Ist Fy : U — R3 eine spezielle Losung,
so ist die Menge aller Losungen von der Form

{Fy + 10t G| G:U — R® unendlich oft differenzierbar}.

Denn fiir jede beliebige Losung F : U — R3 gilt div(F — Fy) =0 = dw%_Fo = 0. Wie in
(a) gezeigt, existiert eine 1-Form /8 mit df = wltho- Sei G : U — R3 das zu 3 gehorige
Vektorfeld, also 8 = w};. Dann ist w?otG’ =df = w%_FO und somit ist rot G = F — Fj.

Sei nun H : U — R3 ein unendlich oft differenzierbares Vektorfeld. Gesucht ist die
Menge aller Vektorfelder F : U — R? mit

rotF' = H.
Mit analogen Argumenten wie oben folgt unter Beachtung des oben zitierten Beipieles:

Diese Gleichung hat genau dann eine Losung, falls div H = 0 gilt. Ist Fj eine spezielle
Losung, so ist die Gesamtheit der Losungen von der Form

{Fo+grad f | f: U — R unendlich oft differenzierbar}.

Die Losungen heiflen auch Vektorpotentiale von H.

Bemerkungen. (Anwendungen in der Topologie)

(a) Es gilt fiir alle k£ > 1

H*(V) =0, falls V sternformig.

b) Dies zeigt, dass jede geschlossene Form n € QF(U) lokal exakt ist, denn zu jedem p € U
1

gibt es ein € > 0 mit B(p,e) C U. Der Ball B(p,¢) ist konvex und somit insbesondere
sternférmig.

19.3 Integration von Differentialformen

Wir wollen nun das Integral einer k-Form auf einer offenen Teilmenge des R™ erkldren.
Zuniichst definieren wir das Integral einer stetigen k-Form w € QF(U) auf einer offenen
Teilmenge U des R*. Fiir jede solche k-Form w existiert eine stetige Funktion f : U — R

mit

w(z) = f(z)dzy A ... A dzg.
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Definition 19.3.1 (Integral von k-Formen auf dem RF). Sei U C R¥ offen und w € Q*(U)
mit
w= f(x)dxi A...N\dzxy.

Ist A C U Lebesgue-messbar, so heiffit w integrierbar iiber A, falls das Lebesgue-Integral von
f iiber A existiert. Man definiert:

[wi= [ f@ixe) = [ 1@) xa@air )
A A Rk

Bemerkung.  Statt \*(x) schreibt man auch d*z oder dz. Ist w € Q§(U) und A kompakt,
also abgeschlossen und beschrankt, so ist w iiber A integrierbar. Insbesondere gilt:

/da:1 A ... ANdxy = NE(A).
A
Daher nennt man dzi A ... A dzy, € QF(RF) auch die Volumenform des R¥.

Genau wie wir 1-Formen auf dem R" iiber Kurven im R integriert haben, lassen sich k-
Formen auf dem R” iiber “k-dimensionale Mengen” im R’ integrieren.

Definition 19.3.2 (Integral von k-Formen auf dem R"). Seien V' C R*¥ und U C R" offene
Mengen mit k < n. Seien w € QF(U) eine stetige k-Form und ¢ : V — U eine C*-Abbildung.
Dann ist p*w € QF(V). Ist A C V messbar und ¢*w integrierbar iiber A, so definiere

/ w::/go*w.
) A

(p,A

Falls A =V, schreibe fw statt f w.
4 (¥, V)

Beispiel. Sei U C R™ offen und w € Q}(U) eine stetige 1-Form. Ist v : I — U eine

differenzierbare Kurve, so ist
/ w= / y*w.
¥ 1

Da v*w € Q§(I), ist v*w(t) = f(t) dt fiir t € I und somit
f(t) =7 w(t)(1) = w(y(@) Dy (t)(1) = w(v(£))7(1).

Insbesondere stimmt diese Definition mit der Definition der Kurvenintegrale (siehe 17.2.3)
iiberein.
Das Integral [ w kann unter einer Reparametrisierung von ¢ nur das Vorzeichen éndern.

©
Definition 19.3.3. Seien V C R¥,U C R” offen und ¢ : V — U eine C'-Abbildung. Ist
W C RF offen, so heifit eine Abbildung 1 : W — U Reparametrisierung von ¢, falls es einen
Diffeomorphismus 7' : W — V gibt mit ¢» = o T.

U
Y=poT 4

W T v
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Ist det DT'(x) > 0 fiir alle z € W, so heifit die Reparametrisierung orientierungserhaltend.
Ist det DT'(z) < O fiir alle x € W, so heif}t sie orientierungsumkehrend.

Bemerkung. Sei W eine zusammenhingende Menge, so ist jede Reparametrisierung ori-
entierungserhaltend oder orientierungsumkehrend, denn in diesem Falle ist det DT'(z) > 0
oder det DT'(z) < O fiir alle z € W.

Lemma 19.3.4. Seien V C R¥, U C R" offen, w € QE(U) und ¢ : V. — U eine C'-Abbildung.
Ist p : W — U eine orientierungserhaltende (orientierungsumkehrende) Reparametrisierung

von p, so gilt:
/w = :l:/w.

% P
Beweis. Zunéchst gilt mit ¢ = o T

/w=/w*w=/(sﬂoT)*w=/T*sD*w-
¥ w w w
Da ¢*w € QF(V) und V C R, gilt fiir eine stetige Funktion g : V — R:
Yfw=gdri A... Ndzy
und somit folgt aus Lemma 19.2.2(b)
T*¢*w = (goT)dTy A ... NdT} € QE(W),

wobei W C R* eine offene Teilmenge ist und 7' = (77, ..., T) die Komponentendarstellung
von T'. Also gilt:
(dTy A ... NdTy)(p) = a(p)dxy A ... ANdxy

fiir eine stetige Funktion a : W — R. Wegen
dTy(p)(e1) --- dTi(p)(ex)
(dTh A ... ANdTE)(p)(e1, ..., ex) = det : : = det DT'(p)
dTi(p)(e1) -+ dTi(p)(ex)
erhalten wir a(p) = det DT'(p) fiir jedes p € W und daher
T*o*w(p) = (go T'(p))detdT'(p)dz1 A ... A dxg.

Also gilt
/ w= / (g0 T(p)) det DT(p)d\- (p).
@ w

Auf der anderen Seite ergibt sich aus der Transformationsformel:
[ 901w de DTN G) = [ gaxt = [gart= [w.
w T(W) 1% @

Ist also det DT > 0, so folgt [w = [w. Ist det DT < 0, so folgt [w = — [w. U
% () ® P
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Nun wollen wir Differentialformen iiber Untermannigfaltigkeiten integrieren. Dies geschieht
mittels Parametrisierungen (siehe Def. 16.4.3).

Definition 19.3.5. Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine Familie
{(¢a, Va)}aer von offenen Mengen V,, C R™ und injektiven Parametrisierungen

Vo : Vo = 0a(Vy) =: Uy C RY

| Ua=m

ael

mit

heifit Atlas aus Parametrisierungen fiir M.

Zu jeder Untermannigfaltigkeit existiert ein Atlas aus lokalen (insbesondere injektiven) Para-
metrisierungen (vgl. Bem. (c) nach 16.4.3). Wir setzen im Folgenden immer voraus, dass die
lokalen Parametrisierungen unendlich oft differenzierbar sind.

Definition 19.3.6. Sei M C R eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine Differen-
tialform vom Grade k auf M ist eine Abbildung

w: M — | ANT; M)
peEM

mit w(p) € A¥(T;y M) fiir alle p € M. Die Differentialform w heift m-mal stetig differenzierbar,
falls fiir jede lokale Parametrisierung ¢, : V, — U, C M die zuriickgeholte Differentialform

. *
Wo 1= QLW

mit

Pow(@)((u1), -, (ur)) = wpa(®))(Deal)us, . . ., Doa(r)ur)
fiir ug,...,ux € R" und x € V,, m-mal stetig differenzierbar ist. Die Menge aller m-mal stetig
differenzierbaren k-Formen auf M bezeichnen wir mit QF (M). Mit Q¥(M) bezeichnen wir
die unendlich oft differenzierbaren k-Formen auf M. Die auf der offenen Menge V,, C R"

definierte Differentialform w, = ¢},w nennen wir auch lokale Darstellung von w beziiglich der
Parametrisierung .

Bemerkung. Seien @q : Vo — Uy C M und g : Vg — Ug C M zwei lokale Parametri-
sierungen mit U, N Ug # (. Definiere V3, = gogl(Ua NUg). Dann ist Tog : Vog — V3o mit
Top = gagl 0 (o ein Diffeomorphismus und es gilt fiir die lokalen Darstellungen w, und wg:

wa = Topwg, (19.5)
denn

Topws = Tagpw = (pp 0 Tap) 'w = Qpw = Wa-

Lemma 19.3.7. Sei M C RV eine n-dimensionale Untermannigfaltigeit und (0o, Va)acr
ein Atlas aus Parametrisierungen fiir M. Seien wy € an(Va), a € 1, eine Familie von m-mal
stetig differenzierbaren k-Formen, die die Kompatibilitdtsbedingungen

wa = Thgwp fir alle o, € T mit @a(Va) Nes(Vp) # 0 (19.6)

erfillen. Dann existiert genau eine k-Form w € QF (M) mit ¢¥w = w, fiir alle a € 1.
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xa xb

va vb

xbxa

Abbildung 19.2:

Beweis. Sei p € M und vi,...,v, € T,M. Wéhle ein o € I mit p € ¢4(V,). Dann
existieren genau ein x € V,, und eindeutige Vektoren uq,...,u;r € R™ mit p = @, (z) und
vj = Dpq(x)(uj). Definiere nun

wp)(v1, ..., vk) = wa(x)(ug, ..., ug).

Zu zeigen ist, dass diese Definition nicht von der Wahl von « abhéngt. Sei also 8 € I mit
p € ¢3(Vs). Dann existieren wieder genau ein 2’ € Vg und eindeutige Vektoren uf, ..., u) € R”
mit p = pg(2’) und v; = Dpg(x)(u)). Zu zeigen ist

wa () (w1, ... ug) = wa(@’)(ul, . .., up).

Es gilt

und aus der Kettenregel folgt:

u; = (D(,D[j(.’ﬂl))ilD(pa(x)(Uj) = DQOEI(P)D@a(x)(“j) = D(@BI 0 0a)(®)(us) = DTap()(uj).

Also erhalten wir zusammen mit den Kompatibilitdtsbedingungen (19.6):

(@) (W) = ws(Tap(@)(DTag(@)(w). ..., DTap(a)(ur)) = g (@) (u, ... up)

= wolz)(ut,. .. ug).
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Dieser Sachverhalt ermoglicht es uns, die duflere Ableitung einer Differentialform auf einer
Untermannigfaltigkeit zu definieren.

Definition 19.3.8. Sei M ¢ RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und (¢q, Va)aer
ein Atlas aus Parametrisierungen fiir M. Sei m > 1 und w € QF (M). Dann definiere ihr
Differential

dw € QFFL (M)

m—1
als die eindeutig bestimmte (k + 1)-Form in M mit ¢} dw = dw, fiir alle o € 1.

k+1
m—1

Bemerkung. Die Familie dw, € Q277 (V,), a € I, erfiillt wegen

dwo = d(Tgpwp) = Topdws

die Kompatibilitédtsbedingungen (19.6). Daher ist dw wegen Lemma 19.3.7 wohldefiniert.

Wir wollen nun das Integral von n-Formen {iber n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten de-
finieren.
Ist V.C R" offen, ¢ : V.— U C M eine lokale Parametrisierung und w € Qf (M) eine stetige

n-Form, so ist es naheliegend, [w durch [ ¢*w zu erkléren. Sei ¢ : W — U eine weitere
U \%
lokale Parametrisierung, so ist T := ¢~ o1 : W — V ein Diffeomorphismus und somit v eine

Reparametrisierung von . Daher gilt wegen Lemma 19.3.3

/w*w:i/go*w
1% v

je nachdem, ob T orientierungserhaltend oder umkehrend ist.

1

Definition 19.3.9. Eine Untermannigfaltigkeit M C RY heiBt orientierbar, falls ein Atlas
(¢as Va)aer aus Parametrisierungen fiir M existiert mit

det DT, 3(z) > 0
fiir alle 7 € o, ((9a(Va) N (s(V3)). Der Atlas (¢a, Va)acr heifit dann orientiert.

Definition 19.3.10. Sei M C R¥ ecine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit orientier-
tem Atlas (@a, Va)acr. Sel w € Qf (M), so dass

supp w:={x € M | w(x) # 0} C va(Va)

/w = /(pr.
M Va

Die Menge supp w heifit auch Triger (engl. support) der Form w.

fiir ein « € I. Dann definiere

Bemerkung. Die Definition des Integrals héingt nicht von der Wahl der lokalen Parame-
trisierung ¢, ab, d.h. ist supp w C pa(Va) N a(Vs), so folgt

/@le = /gpfgw.
Va Vs

Falls der Trager von w nicht im Bildbereich einer einzelnen Karte liegt, bedient man sich einer
Technik, die man die “Zerlegung der Eins” nennt.
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Definition 19.3.11. Eine offene Uberdeckung {U,}acs der Untermannigfaltigkeit M heifit
lokal endlich, falls fiir jedes o € I die Menge

(BeI|UynUsz# 0}

endlich ist. Ein Atlas (¢, Va)acr aus Parametrisierungen fiir M heifit lokal endlich, falls die
offene Uberdeckung {U,}aer der Untermannigfaltigkeit M mit U, = ¢4 (Va) lokal endlich ist.

Satz 19.3.12. Sei {Uy}acr eine lokal endliche Uberdeckung einer Untermannigfaltigkeit M.
Dann existiert eine Zerlegung der Eins angepasst an {Uqy}aer, d.h. es existiert eine Familie
von C*®°-Funktionen po : M — [0, 1] mit

SUpp po = {p € M | pa(z) # 0} C Uy und > pa(p) =1 Vpe M.
ael

Bemerkung. Da die Uberdeckung {Uy,}aer lokal endlich ist, sind fiir jedes p € M nur
endlich viele Summanden in ) p,(p) ungleich null.
acl

Beweis. Wir beweisen die Aussage nur fiir kompakte Mannigfaltigkeit und eine endliche
Uberdeckung Uy, ..., U,. Betrachte dann zu jedem x € M eine offene Menge W (x) mit
W(z) C U; fir ein i € {1,...,n}. Uyepr W(x) tiberdeckt M und da M kompakt ist, existiert
eine endliche Teiliitberdeckung. Also existieren k; € N und endlich viele Punkte z;;, ¢ €
{1,...n} und j € {1,...k;}, mit 2; ; € U; und

n k;
i=1j=1
Setze
k;
Wi = W(xiy),
j=1

- n
so ist W; C U; offen mit W; C U; und |J W; = M. Konstruiere nun C*°-Funktionen f; : M —

i=1
R mit f;(p) > 0 fiir p € W; und f;(p) =0 fiir p € M \ W;. Definiere dann
filp
pi(p) = 7,,7)
> fi(p)

J

—

U

Definition 19.3.13. Sei M eine orientierbare n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit ori-
entiertem Atlas (0a, Va)acr, 5o dass die Uberdeckung ¢(V,) = U, lokal endlich ist.
Sei {patacr eine Zerlegung der Eins angepasst an {Ug}acr. Sei w eine n-Form auf M, so

definiere:
/ W= Z / Paw.

M a€l 5 r
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Bemerkung. Aus der Eigenschaft der Zerlegung der Eins folgt: w = > pq - w.
acl
Auflerdem kann man zeigen, dass die Definition unabhéingig von der Wahl der Zerlegung der

FEins ist.
Eine orientierte Untermannigfaltigkeit induziert eine Orientierung der Tangentialriume. Eine
Orientierung auf einem Vektorraum ist die Wahl einer Aquivalenzklasse von geordneten Basen.

Definition 19.3.14. Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und
GB(V)=A{(b1,...,bn) | {b1,...,b,} Basis von V}

die Menge der geordneten Basen auf V (siehe auch Kapitel 8). Zwei geordnete Basen B =
(b1,...,bp) und C = (cy, ..., cy) heiBen dquivalent (in Zeichen B ~ ('), falls die Determinante
der linearen Abbildung 7" : V' — V mit T'(b;) = ¢; positiv ist. Ist B = (b1, ..., b,) eine Basis,
so bezeichnen wir mit

[B] :={C | C € GB(V),C ~ B}

die Aquivalenzklasse von B. Unter einer Orientierung auf V verstehen wir die Wahl einer
Aquivalenzklasse. Thre Elemente heifien orientierte Basen.

Die durch die kanonische Basis (ey, ..., e,) des R" induzierte Orientierung [(ey, ..., e, )] heifit
Standardorientierung oder kanonische Orientierung. Sei ¢ : R®™ — V ein Isomorphismus.
Dann heift [(¢(e1),...,p(en))] die durch ¢ induzierte Orientierung auf V.

pl

e3 2 p2

el r3 \Y

p3

Abbildung 19.3: induzierte Orientierung

Bemerkungen.

(a) Es existieren genau zwei Aquivalenzklassen. Haben wir eine Orientierung festgelegt, so
nennen wir ihre Elemente auch manchmal positiv orientierte Basen. Die Elemente der
anderen Klasse heiflen dann negativ orientierte Basen.

(b) Zwei Isomorphismen @1, ¢y : R" — V induzieren genau dann die gleiche Orientierung,
falls

det(py ' o @1) > 0.
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(c) Ist M eine orientierbare Untermannigfaltigkeit mit orientiertem Atlas (¢q, Va)acr, SO
induzieren die Isomorphismen Dy (zq) : R™ — T, M mit ¢, (z,) = p alle die gleiche
Orientierung auf T, M, denn ist po(ra) = pg(xs), so ist

det DT, 5(xo) = det D(cpgl ° pa)(za) > 0.

19.4 Integralsatz von Stokes

Nun wollen wir den Integralsatz von Stokes beweisen. Dazu bendtigen wir den Begriff der
Untermannigfaltigkeiten mit Rand.

Untermannigfaltigkeiten sind lokal diffeomorph zu offenen Teilmengen des R™. Untermannig-
faltigkeiten mit Rand sind lokal diffeomorph zu offenen Teilmengen des Halbraumes

H" :={(z1,...,2,) € R"| 21 <0}.

Die Menge
OH" = {(0,29,...,2,) | x; € R}

heifit Rand von H™. Der Rand von H" ist ein Vektorraum isomorph zu R"~!. Analog zur
Definition der Untermannigfaltigkeit ohne Rand in 16.4.1 definieren wir:

Definition 19.4.1. Eine Teilmenge M C RY heifit n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Rand des RY | falls fiir jedes p € M eine offene Umgebung W C RY und ein Diffeomorphismus
¥ W — W' C RN existiert mit

G(W N M) = W' (H” x {0}),

wobei 0 € RN~". Die Einschrinkung von v auf W N M heiBt auch Karte. Die Menge der
Punkte p € M mit
b(p) € W N (9H" x {0})

heiflen die Randpunkte der Untermannigfaltigkeit. Mit M bezeichnen wir die Menge aller
Randpunkte von M.

Bemerkung.

(a) Die Definition der Randpunkte héingt nicht von der Wahl der Karte ab. Falls M = 0,
erhalten wir eine Untermannigfaltigkeit ohne Rand im Sinn der Definition 16.4.1.

(b) Die Menge W/N(R™x{0}) ist von der Form V x {0} mit V' C R" offen. Daher lésst sich ¢
auch als Diffeomorphismus von 11 (V x {0}) € W nach V auffassen. Die Inverse dieser
Abbildung werde mit ¢ notiert. ¢ : V. — W ist eine Immersion. Thre Einschréinkung
Olvagn : VO H™ — W N M heiit lokale Parametrisierung von M.

(c) Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dann existieren
Familien {V,}aer € R” und {Wy}laer € RY offener Mengen sowie eine Familie von
Immersionen ¢, : V,, — W, so dass fiir die Parametrisierungen ¢, |y, ngn : Vo N H™ —

WonM =:U, gilt |J Uy, = M. Eine solche Familie heifit Atlas aus Parametrisierungen
acl
fir M.
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A N

™

Abbildung 19.4: Untermannigfaltigkeit mit Rand
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Lemma 19.4.2. Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand OM # ()
und mit Atlas @0 : Va NH™ = WoNM =:Uy,a € 1. Sei J ={f 1| VgNIH™ # 0}. Dann

ist OM eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1 ohne Rand und die Abbildungen

pg:VgNOH"™ = OM, mit BeJ

bilden einen Atlas fiir OM. Ist (pa, Vo N H™)aer €in orientierter Atlas fir M, so ist auch

(pg, Ve MOH") ey ein orientierter Atlas fiir OM.

Bemerkung.

entiert. Ist p € M, so ist T,0M durch (Dyq(x)(e2),

entierung heifit die durch M induzierte Orientierung.

vh

ei

phi

Beweis.

N

dl

di

Abbildung 19.5: induzierte Orientierung

Sei p = o) € M, so ist T,M durch (Dyq(z)(e1),. .., Dpq(x)(en)) ori-
..., Dpq(x)(ey)) orientiert. Diese Ori-

Dass (¢g,V3 N OH™)gecy ein Atlas fir OM ist, folgt aus der entsprechenden
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Eigenschaft des Atlas fiir M, denn OH" ist isomorph zum Vektorraum R"~!. Zu zeigen bleibt,
dass dieser orientiert ist.

Seien ¢ @ Vo — Wy und g : Vg — Wy mit x € OH" NV, und y € OH"™ N V3, so
dass po(z) = @s(y) = p € OM . Betrachte das Differential D(gpgl o0 @a)(z) : R* — R™.
Dieses Differential ist ein Vektorraumisomorphismus mit (n — 1)-dimensionalem invarianten
Unterraum 9H™ = {0} xR"™1 = {(0, A2, ..., An) | \i € R}, d.h. D5 op,)(x)(OH™) = OH"™.
Daraus erhalten wir die Darstellung

D(p" o pa)(@)(e1) = Mier + Y _ N,
i=2
mit A\1,..., A, € R und A\; # 0. Wir zeigen:
det D(apgl o <pa)(x)‘8Hn > 0.
Betrachte fiir ¢ € (—¢,0] und € > 0 geniigend klein die Kurve
c(t) = (c1(t),...,cn(t)) = @51 o pa(x + tey).
Dann ist ¢;(t) < 0 fiir t € (—¢,0) und ¢;(0) = 0. Da ¢1(0) = A1 # 0 muss A\; > 0 gelten.

m-1 N m-1

I I

i S

| Py

] vh ] tvh

| | tx
| x e——= i ¢
i el i

I I

I I

I I

[t I

I I

I I

I I

I [}

I I

/

Abbildung 19.6: zum Beweis von Lemma 19.4.2
Sei fiir 1 > 2

D(p;" 0 pa)(@)(er) = Y aijej,
=2

so erhalten wir, weil der Atlas fiir M orientiert ist:

MO0 -0
A2 azx -+ azy

0 < det D(pg o ¢qa)(z) = det _ _ ] = A1 - det(ag;).
)\n (0775 B Ann

Da A; > 0, folgt
det(a;;) = det D(gp/gl o wa)lomn (z) > 0.



11. Oktober 2024 505

Abbildung 19.7: Beispiele

Beispiele.

Satz 19.4.3 (Satz von Stokes). Sei M C RN eine n-dimensionale orientierbare Untermannig-
faltigkeit mit Rand OM . Sei w eine stetig differenzierbare (n—1)-Form auf M mit kompaktem

Trager. Dann gilt:
/dw = /w
M oM

Dabei benutzen wir auf OM die durch M induzierte Orientierung.
Beweis. Wir werden den Beweis in mehreren Schritten durchfiihren.

1. Sei M = H"™ C R™ mit der Standard-Orientierung und w eine stetig differenzierbare
(n — 1)-Form auf M mit kompaktem Tréger. Wir kénnen aufgrund der Linearitét der
duleren Ableitung und des Integral annehmen, dass w ein Monom ist, d.h.

w:ajd:vl/\.../\zp;/\.../\dzn

mit a; € C*(M) mit kompaktem Triger. (@ bedeutet, dass dx; ausgelassen wird.)

Dann folgt:
da — ., 0a;
dw = 8$]d:c]/\da:1A ANdxy Ao Ndxp = (—1)! 1a—:pjdx1A...Adxn.
Aus der Definition des Integrals ergibt sich:
/ dw _ j 1 / aa] dn
O0x;
Hn Hn
wobei abkiirzend x = (x1,...,2,) und d"z = dxy A --- Adx,. Da a; kompakten Tréger

hat, existiert ein & > 0 mit a;j(x) = 0 fiir alle  mit |z;| > K. Mit Fubini und partieller
Integration folgt:

(a) Fiir j =1 erhalten wir:

/dw_/ Gal (z)dzy | dxs . ..dx, = / a1(0,z2...xy)dxs ... dx,.

Rn—1
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(b) Fiir j > 1 erhalten wir:

+oo
da; _
/dw—/ ﬂ(m)d:rj dzy...dzj...dz, =0.
Rr—1 a’L'j
Hn

Betrachte die Parametrisierung ¢ : R*~1 — 9H" des Randes von H" mit

cp(y) = @(yla s 7yn—1) = (Ovylv o 7yn—1)‘
Da ¢ eine lineare Abbildung ist, folgt Dy(y) = ¢ und somit (De(y)(e1), ..., Do(y)(en—1)) =

(e2,...,ey). Daher ist ¢ : R®! — OH" orientierungserhaltend und wir bekommen:
[o= [ o
OH™
wobei

Yrw = (ajogo)dgol/\.../\jgo\j/\.../\dgon.
Weil g01<y1, c. ,yn_l) =0=dp; =0 und ng(yl, . 7yn—1) = Yj-1 fir 7> 1, gilt:
N 0 fir j #1
Yw= .
(a1 o@)dyr A ... Ndyp—1 fiir j = 1.
Daraus folgt:
0 fir j #1

/w B [ a1(0,y1,. ., yp—1)dA"H(y) fir j=1
OH™ Rn—1

= /dw.
Hn

2. Sei nun M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand und orientiertem Atlas
(Ya, Vo N H™)qer. Es sei w eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form mit kompaktem
Trager und supp w C @qo(Ve N H™) fiir ein a € I. Dann hat wa — und somit auch
d(p*w) — einen kompakten Triger in H™ NV, und es folgt aus 1

/dw bef / phdw 23 / d(piw) /d Paw
M

VoaNH™ VoaNH™

L * o * o

= PaW = PowW = [ w.
oH™ VaNOH™ oM

3. Sei nun M wie oben und w eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form mit kompaktem
Tréger. Dann existiert eine endliche Menge I’ C I mit suppw C Jyep Pa(Va). Sei
(Pa)acr eine Zerlegung der Eins angepasst an ¢ (Vo N H™). Insbesondere sind die
Tréger von p, w kompakt und enthalten in ¢4 (Vy N H™). Daher folgt aus 2.:

[~ [iZne X [ 5

M M ael’ ael’ aEI’

_ /Zpaw:/w

oM ocl’ oM
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0

Korollar 19.4.4. Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit OM = 0. Ist
w eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form mit kompaktem Trager, so gilt:

/dsz.

M
Beweis. Der Beweis folgt direkt aus dem Satz von Stokes. U

Als Anwendung des Satzes von Stokes betrachten wir folgende Beispiele:

n . o~
Beispiele.  Sei w(z) = Y (=1 taidry A ... Adzy A ... Aday, so gilt:
i=1

n

dw(z) = Z(—l)i_ldaci/\dﬂzl/\.../\d/:;,-/\.../\da:n
=1

n
= Zdazl/\.../\dmn:ndml/\.../\dxn.
i=1

Sei A C R™ eine kompakte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand 0A. Dann folgt:

n\"(A) = /dw = /Z(—l)i_lxidxl A LA cl/a;Z A .. ANdxy,.
A oA =1

Betrachte zum Beispiel A = B(0,7) C R® und 04 = S" " !(r) = {x € R* | |z|| = 1}. Fiir
n = 2 erhalten wir somit A = {(x,y) € R? | 22 +4? < r?} und

1
N(A) = 3 /;Edy — ydz.

0A

Sei ¢ : [0,271) — OA die Parametrisierung von A mit ¢(t) = r(cost,sint). Dann ist

271
/wdy —ydr = /r2 cos® t + r2sin? tdt = 2mr?.
0A 0

Insbesondere folgt: A2(A) = 7r?.

19.5 Die Volumenform und die klassischen Integralsitze

Jeder orientierbaren Untermannigfaltigkeit M C RY der Dimension n lisst sich eine ausge-
zeichnete n-Form zuordnen. Sei (wy, ..., w,) eine positiv orientierte Basis in T,M C RY. Der
Tangentialraum 7, M ist als Untervektorraum des RY beziiglich des auf T, »M eingeschrinkten
Standardskalarproduktes des RY ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Nach dem Orthonorma-
lisierungsverfahren von Gram-Schmidt existiert genau eine ON-Basis (b1, ..., b,) mit

k
bk = Z AWy
j=1
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und agr, € R,ag, > 0. Damit hat die lineare Abbildung 7' : T,M — T,M mit T'(w;) = b;
positive Determinante (ihre Matrixdarstellung ist beziiglich der Basis (wy, ..., w,) durch die
obere Dreiecksmatrix (a;;) gegeben) und die Basis (b1,...,by,) ist somit positiv orientiert.
Wir definieren nun:

Definition 19.5.1. Sei M C RY eine orientierbare Untermannigfaltigkeit der Dimension n
und sei p € M. Sei (by,...,by,) eine positiv orientierte ON-Basis von T),M, so definiere fiir
Vi,..., 0 € TyM:

(b1,v1) ... (bp,v1)
dM (p)(v1,...,v,) = det :
(bi,vn) ... (bp,vn)
Die Differentialform dM heifit Volumenform.
Bemerkungen.
(a) Wegen (b;,b;) = 0;; folgt
dM(p) =b] AN...AD;.
dM ist hierbei nicht als Differential einer (n — 1)-Form aufzufassen.
(b) Die Definition héngt nicht von der Wahl der positiv orientierten Basis (b1, ...,by,) ab.
Denn ist (ci,...,¢,) eine weitere positiv orientierte Basis und 7' : T,M — T,M die

lineare Abbildung mit 7'(b;) = ¢;, so ist T eine Isometrie und | det T'| = 1. Da (cq,. .., ¢y)
positiv orientiert ist, gilt det T > 0 = detT' = 1. Nun gilt

(T(b1),v1) ... (T(bp),v1)
det : : =a-dM(p)(vi,...,vn)

(T'(b1),vn) ... (T(bp),vn)

fir eine Konstante a, denn alternierende n-Formen kénnen sich wegen dim A™(T,M) =
() = 1 nur um einen Faktor unterscheiden. Setzen wir die Basis (by,...,by) fiir
v1,...,v, € T, M in diese Identitét ein, so erhalten wir a = det T' = 1. Denn ((T'(b;), b;))s;
ist gerade die Matrixdarstellung von T beziiglich der ON-Basis (b1, ..., b,). Somit ist
die Unabhingigkeit der Definition von dM (p) von der Wahl der positiv orientierten

Basis gewihrleistet.
Die Volumenform besitzt folgende lokale Darstellung.

Lemma 19.5.2. Sei M C RV eine orientierbare Untermannigfaltigkeit, dM die Volumen-
form, V-C R™ offen und ¢ : V. — M eine lokale Parametrisierung mit p(x) =p € M. Dann

gilt
O dM (z) = \/det(gij(x))dx1 A ... A dxy,

wobei die n x n Matriz (g;;(x)) durch

35(0) = (G2 @), 55 @)

gegeben ist.
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Bemerkung. In dieser Darstellung kommt die ON- Basis nicht mehr vor. Dieser Darstel-
lung zeigt auch die Differenzierbarkeit von dM. Fiir det(g;;(x)) schreiben wir manchmal auch
kurz g(z).

Beweis. Es gilt
©*dM(z) = f(x)dzi A ... Ndzy

mit
(F2(@),b1) . (G2 (2),by)
f(x) = det : : 7
(S2(),bn) . (22 (), bn)
wobei (by,...,by,) eine beliebige orientierte Basis von T),M ist. Wegen
N/ 9% O
gij(x) = kZ:l <8xl~ (-"E)abk> <bk:7 D (x)>
folgt det(gij())ij<n = f?(x) und somit wegen det AAT = (det A)? die Aussage. 0

Es gilt das folgende Kriterium fiir die Orientierbarkeit einer Untermannigfaltigkeit.

Satz 19.5.3. Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. M ist genau dann
orientierbar, falls eine n-Form w € Q"(M) existiert mit w(p) # 0 fir alle p € M.

Beweis. Sei M orientierbar, so ist die Volumenform eine nirgends verschwindende n-Form,
denn

dM(p)(by,...,by) =1

fiir jede positiv orientierte ON-Basis (b, ..., by).
Sei nun umgekehrt w eine nirgends verschwindende n-Form, so kénnen wir die Tangenti-
alrdume T, M wie folgt orientieren: Wir nennen eine geordnete Basis (vi,...,v,) € T,M
positiv orientiert, falls

w(p)(v1,...,v,) > 0.

Dies definiert eine Orientierung auf 7, M, denn ist 1" : T,M — T,M ein Isomorphismus, so
ist (T'(v1),...,T(vy)) genau dann positiv orientiert, falls det 7" > 0, da
wp)(T(v1),...,T(vy)) =det T - w(p)(vy,...,vp).

Weil (v} (T'(vj))) die Matrixdarstellung von T beziiglich (v1, ..., vy) ist, ist ndmlich

i,j<n

Vi A AU (T (v1), ..., T(vy)) = det (v (T(v;))) =detT = (det T) v A---Avy,(v1,...,0n)

h,j<n

und w(p) ist wegen dim A"(T,M) = 1 ein reelles Vielfaches von v A--- Av}.
Einen Atlas kompatibel mit dieser Orientierung erhélt man dann wie folgt:
Ist V. C R" offen und ¢ : V. — U C M eine Parametrisierung und ist

w(p)(De(x)(er), - ., Dp(z)(en)) <0

fiir ein € V' (und damit fiir alle z € V'), so betrachte die Spiegelung S : R” — R"™ mit

S(x1,...,xp) = (=21, T2, ..., Ty).
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Ersetze ¢ durch die Parametrisierung ¢ = ¢ 0 S : V — M mit V =: S~(V), so ist
Dg(z)(e1) = Dp(S(x))(S(e1)) = =De(S(x))(e1)
und D@(z)(ej) = Do(S(x))(e;) fiir j > 2. Daher ist
w(p)(Dp(x)(er), ..., Do(x)(en)) > 0.
Durch dieses Verfahren konstruiert man aus einem Atlas einen orientierten Atlas. U
Definition 19.5.4. Sei M C RY eine n-dimensionale orientierbare Untermannigfaltigkeit
mit Volumenform dM. Sei f: M — R eine messbare Funktion, d.h.
fowa:Vo—R

sei Borel-messbar fiir alle « € I. Dann heiit f : M — R (Lebesgue-)integrierbar, falls die
n-Form fdM integrierbar ist. In diesem Fall heif3t

A! faM

Sei M C R"*! eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine solche Untermannigfaltigkeit
heilt auch Hyperfidche.

Satz 19.5.5. Sei M C R"™! eine Hyperfliche. Dann ist M genau dann orientierbar, falls
ein stetiges Einheitsnormalenfeld N : M — R™ existiert, d.h. eine stetige Abbildung mit
N(p) LT,M und |N(p)| =1 fir alle p e M. Wenn ein solches Feld existiert, so definiert

w(p)(viy...,v,) = det(N(p),v1,...,0n)

eine nirgends verschwindende n-Form. Diese Form ist dann auch die Volumenform von M.

das (Lebesgue-)Integral von f.

Beweis. Sei N : M — R"*! ein stetiges Einheitsnormalenfeld, so definiere

w(p)(vy,...,vy) = det(N(p),vi,...,vp)

fur v; € T, M. Diese Form definiert wegen Satz 19.5.3 eine Orientierung auf M. Ist (by,...,by)
eine positiv orientierte O N-Basis von T,M, so ist (N(p), b1, ..., b,) eine ON-Basis von R™"+!
und es gilt

w(p)(by,...,by) =1.
Da alternierende (n + 1)-Formen in R"*! bis auf einen Vorfaktor eindeutig bestimmt sind, ist
w(p) die zugehorige Volumenform dM (p). U
Fiir die umgekehrte Richtung benttigen wir folgendes Lemma:

Lemma 19.5.6. Seien v1,...,v, € R linear unabhingig und n > 2. Sei

n+1
V1 X ..o X Uy 1= E det(vi,...,vp,€)e;.
i=1

Dann folgt:
(V1 X ... X vp,v5) =0

und
det(vy, ..., vp,v1 X ... X vy) > 0.
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Beweis.
n
(V1 X ... X Uy, v5) = Zdet(vl, ooy Un,€i) (e, v5) = det(vi, ..., v,,v5) = 0.
=1

AuBlerdem ist

n+1
det(vi, ..., 0p,v1 X ... X Uy) = Zdet(vl,...,vn,ei) det(vy,...,vn,€;) >0,
i=1

denn ist det(vy,...,v,,e;) = 0 fiir alle i, so wére e; von vy,...,v, linear abhéngig fiir alle
i € {1,...,n+ 1}. Dies ist unmdoglich, da (e1,...,eny1) eine Basis von R**! ist. U

Bemerkung. Ist w ein weiterer normaler Vektor mit det(vy,...,v,, w) > 0, soist w = Av
mit A > 0. Sind also ||[v]| = ||w]|, so ist v = w. Sei M C R™™! eine Hyperfliiche so definieren
wir ein stetiges Einheitsnormalenfeld wie folgt: Sei V' C R™ offen und ¢ : VNV H™ — M eine
positiv orientierte Parametrisierung, so definiere fiir p = ()

92 () x ... x 22 (z)
N _ oz :

Wegen Lemma 19.5.6 ist N(p) L T,M.

Bewets von Satz 19.5.5 (Fortsetzung).

Fiir jede Parametrisierung ¢ : VAH"™ — M definiert N aus der obigen Bemerkung ein stetiges
Einheitsnormalenfeld auf (V') C M. Ist M orientierbar, so betrachte zwei positiv orientierte
Parametrisierungen ¢, : Vo N H™ — M, @g: VgNH™ — M.

Falls p = ¢a(x) = ¢s(y) € M, dann stimmen die mittels ¢, bzw. g definierten Ein-
heitsnormalenfelder N, (p) bzw. Ng(p) wegen Nqo(p) L T,M L Ng(p) und |[No(p)|| =1 =
INg(p)|| bereits bis eventuell auf ein Vorzeichen iiberein. Nach Lemma 19.5.6 sind sowohl

(%%‘1’(3:), ey g%:(x), Na(p)) als auch (%%(y), ey g%(y), Ng(p)) positive Basen von R+,

Weil (%%(m),...,%(m)) und (%(y),...,%(y)) gleich orientiert sind, miissen auch

No(p) und Ng(p) gleich orientiert sein. Daher ist No(p) = Ng(p) und N héngt nicht von
der Wahl der Parametrisierung ab.
Sei nun M C R3 eine orientierbare 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit und N ein Einheits-

normalenfeld. Dann ist die Volumenform von M gegeben durch
dM (vy,v2) = det(N, vy, v2) = (N, v1 X v3).
Sei w € R3, so gilt:
(w, N) - det(N, v1,v2) = det(w, v1,v2)

fiir alle vy, v2 € T, M. Denn sind vy, v2 linear abhéingig, so sind beide Seiten gleich 0. Andern-
falls schreibe
w = aN + vy + Yvs.

Dann gilt: (w, N) = « und det(w,vi,v2) = adet(N,v1,vs). Fiir n = 2 ist “x” gerade das
bekannte Kreuzprodukt.



512 11. Oktober 2024

Satz 19.5.7 (Klassischer Integralsatz von Stokes). Sei M C U mit U C R? offen eine
2-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit mit Rand OM und F : U — R3 sei ein
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:

/ (rotF, NYdM = / wh = / (F,T)dS,

M oM oM

wobei T das orientierte Einheitstangentialenfeld lings S = OM ist.

Beweis. Aus dem allgemeinen Integralsatz von Stokes folgt mit der Bemerkung am Ende
von 19.2:

[t = [ dsk = [ b

M M oM
Da

w2 (v1,v2) = det(rotF, vy, v9) = (rotF, N) - det(N, v1, v9) = (rotF, N) - dM (vy, vo)

und wh(v) = (F, T)dS(v), folgt die Behauptung. U

Nun wollen wir die Divergenz eines Vektorfeldes F' auf einer orientierten Untermannigfaltigkeit
definieren. Zunéchst folgende Definition.

Definition 19.5.8. Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(a) Ein Vektorfeld F : M — RY auf M C RY ist eine Abbildung mit F(p) € T,M
fir alle p € M. F heifit m-mal stetig differenzierbar, falls fiir jede Parametrisierung
@:V = M,V C R" offen, die Abbildung F o ¢ : V — RY m-mal stetig differenzierbar
ist.

(b) Sei w eine k-Form auf M und F : M — R ein Vektorfeld, so heifit die (k — 1)-Form
1pw mit
irw(p)(vi,. . vp-1) = w(P)(F(p)v1, .- vk-1)

das innere Produkt von F' und w.

(c) Sei M C RY eine orientierte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Volumenform
dM und F ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann heifit die eindeutig bestimmte
Funktion div F' : M — R mit

d(ipdM)(p) = div FdM
die Divergenz des Vektorfeldes F' auf M.
Bemerkungen.

(a) Sei V C R" offen und ¢ : V. — M eine lokale Parametrisierung, so ist fiir jedes z € V' das
Differential Dy(x) : R™ — T, M ein Vektorraumisomorphismus. Ist nun F ein Vekorfeld
auf M, so heifit das Vektorfeld ¢*F : V' — R” mit

P F(z) = (Dp(x)) " (Fp(2)))
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das mittels der Karte ¢ auf V' zuriickgeholte Vektorfeld. Sei (Fy(z),. .., Fn(z)) = ¢*F(x),
so gilt

F(p(w)) = Do) F@) = 3 Rl) 52 @),

Also sind die Komponenten von ¢*F(x) die Koeffizienten des Vektors F'(¢(x)) beziiglich
der Basis (%"l(x), ce %(x)) von Ti,z) M.

(b) Sei w eine k-Form auf M, so folgt

¢ (irw) = g re™ (W)

auf M. Zum Beweis betrachte ui,...,u,—1 € R™. Dann gilt fiir jedes x € V:
@ (ipw)(z)(ur, - .., un-1) irw(p(x))(D ( )(ul) -y Dop()(up-1))
= w(e(@))(Fle(@ (z)(u1), ..., Dp(x)(un—1))
= w(p(@))(De(z) )) D (x )( 1); -, Do(@) (un-1))
= Pw(x)(e F(x), u1,.--,unf1)
= dper(@w)(@)(ur,. .., Up-1).

(c) i ist linear in F, d.h. fiir Vektorfelder F, G auf M und A\, pu € R gilt
INF4uG = MF + G-

(d) Sei F' = (Fy...,F,) : V — R"™ ein Vektorfeld auf der offenen Menge V' C R™ und
dxi A ... A\ dx, die Volumenform beziiglich der Standardorientierung auf R™. Dann gilt
ipdry A A dag(z) = (<1 Fi(@)dey A day ... Aday,
i=1
und somit
= OF,

d(ipdzy A ... Ndxy)(z) = D

(x)dxy A ... Adxy,.
i=1
Also ist die Divergenz des Vektorfeldes F' : V' — R™ beziiglich der Standardvolumenform
des R™ gegeben durch
div F(x
iv Z 6:31

Allgemein erhélt man fiir die Divergenz eines Vektorfeldes beziiglich einer Untermannigfal-
tigkeit und eines beliebigen Koordinatensystems:

Lemma 19.5.9. Sei M C RY cine orientierte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Volumenform dM und F ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf M. Sei p : V. — M eine
lokale Parametrisierung, so gilt

div F'(o( Z 3% ),

wobei (Fy(z),...Fy(x)) = ¢*F(x) die lokale Darstellung des Vektorfeldes F beziiglich der
Parametrisierung ¢ ist und g = det(gi;) (vgl. Bem. nach 19.5.2).
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Beweis. Nach Definition der Divergenz gilt fiir p € M:
d(ipdM)(p) = div F(p)dM (p).

Sei ¢ : V' — M eine lokale Parametrisierung, so folgt aus Lemma 19.2.3 und obiger Bemerkung
(a) firz € V:

o*(d(ipdM))(z) = d(¢*(ipdM))(x) = d(ipp("dM))(x).

Wegen Lemma 19.5.2 und obiger Bemerkung (d) erhalten wir:

i re(dM)(xz) = +/g(x)igep(dey A ... Ndzy)(x)
= Vo(@)Y (-1 Fj(a)dz1 A...dxj ... Ada,.
j=1

Also folgt zusammen mit den obigen Gleichungen

div F(p(z))\/g(z)dzy A ... ANdx, = " (div FdM)(z) = ¢*d( deM )

= d(ig=p"dM)( < a% )) dxi A ...Ndxy,

und daraus die Behauptung. U

Um den GauBschen Integralsatz formulieren und beweisen zu kénnen, benétigen wir den Be-
griff des dufleren Normalenfeldes fiir eine positiv orientierte berandete Untermannigfaltigkeit.
Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand M, so ist T,0M C T,M
ein Unterraum der Dimension n — 1 von T, M. Man definiert nun:

Definition 19.5.10. Sei M C RY eine orientierte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
orientiertem Rand OM und p € OM. Sei vy, ...,v,—1 € T,0M eine positiv orientierte Basis,
so heifit der eindeutige Vektor N(p) L T,0M mit |N(p)|| = 1, fiir den (N(p),v1,...,0n—1)
eine positiv orientierte Basis des T}, M bildet, duferer Einheitsnormalenvektor. Das Vektorfeld
p+— N(p) heiit dufleres Einheitsnormalenfeld von M.

Bemerkung. Sei d(OM) die mit der Orientierung von OM kompatible Volumenform so
gilt
indM (p) = d(OM)(p)

fur alle p € OM. Denn ist (b1,...b,—1) eine positiv orientierte ON-Basis von T,0M, so folgt
iNdM(p)(bl, PN ,bnfl) = dM(p)(N(p), bl, e ,bnfl) = 1,

denn (N(p),b1...,b,—1) ist eine positiv orientierte ON-Basis von T),M.
Es gilt nun der folgende wichtige Integralsatz.

Satz 19.5.11 (Gaufscher Satz). Sei M C RY eine orientierte n-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit mit orientiertem Rand OM . Sei N : OM — RN das dufere Einheitsnormalenfeld.
Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F: M — RN auf M :

/ div FdM :8 4 (F,N)d(OM).

M
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Beweis. Aus dem allgemeinen Integralsatz von Stokes und der Definition der Divergenz
folgt:

/dideM—/d(iFdM) = /ide.

M M oM

Betrachte die Zerlegung von F' in Normal- und Tangentialanteil

F(p) = (F(p), N(p))N(p) +T(p)

mit T'(p) € T,0M. Dann folgt aufgrund der Linearitét von i:
ipdM = Z.(F7N>NdM + ipdM = <F, N>’LNdM,

denn die (n — 1)-Form ipdM verschwindet auf OM, weil die Vektoren T'(p),vi,...,vp—1 €
T,0M linear abhéngig sein miissen. Aus Definition 19.5.10 und anschlieSender Bemerkung
folgt somit die Behauptung. U

Bemerkung. Der Gaufische Integralsatz erlaubt auch die folgende physikalische Inter-
pretation der Divergenz eines Vektorfeldes. Sei M C R eine orientierte m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit und p € M. Sei (M,,)men eine Folge von n-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeiten des RY mit M,, ¢ M und Rand 0M,,. Wir sagen, dass diese Folge gegen
p konvergiert, falls zu jeder Umgebung U C M von p ein mg existiert mit M,, C U fir
alle m > myg. Sei zum Beispiel (r,;,)men > 0 eine gegen 0 konvergente Folge, so definiert
M,, := M N K(p,ry,) eine solche Folge. Es folgt dann aus dem Gaufischen Integralsatz fiir
jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F : M — RN auf M

div F(p) = lim

m—o0 volM,,

1
di = i :
/ iv F'dM,, W%l_r)noo ol / (F, NYd(OM,,)
Mp, OMm

Dabei wird der Quotient
1

vol M,

JREESLCYS
OMp,
als der Fluss des Vektorfeldes F' durch M, pro Volumeneinheit interpretiert.
Ist zum Beispiel F' das Geschwindigkeitsfeld einer in M stromenden Fliissigkeit, so stellt der
Quotient die pro Zeiteinheit und Volumeneinheit nach auflen stromende Fliissigkeitsmenge
dar. Daher heifit div F'(p) auch die Quellenstirke des Vektorfeldes F' im Punkte p. Das Vek-
torfeld F' heiBt quellenfrei oder divergenzfrei, falls div F'(p) = 0 fiir alle p € M gilt.

Aus dem Gauflschen Integralsatz lassen sich weitere wichtige Integralformeln ableiten. Sei
M C RY eine orientierte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand und f : M — R
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Sei df (p) : T,M — R das Differential von f
(siehe Definition 16.6.1), so ist der Gradient von f das durch

df (p)v = (grad f(p), v)
definierte Vektorfeld grad f auf M. Mit

A :=divgrad : C*(M) — C°(M)
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Abbildung 19.8: Anschauliche Bedeutung der Divergenz

bezeichnen wir den Laplace-Beltrami Operator auf M. Sei nun A C M eine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von RY mit der Orientierung von M und orientiertem Rand OA. Ist
N das duflere Einheitsnormalenfeld auf A, so heift fiir jedes p € OM

Onf = Df(p)N(p) = (grad f(p), N(p))

die Normalenableitung von f. Dann gelten die folgenden Greenschen Formeln.

Satz 19.5.12 (Greensche Formeln). Es seien M C RY eine orientierte Untermannigfal-
tigkeit, A C M eine Untermannigfaltigkeit mit Rand und f,h : M — R zweimal stetig
differenzierbare Funktionen. Dann gelten folgende Formeln.

1. Greensche Formel 1.Art
[ @)as@) + (grad o). grad £(a)) dAGw) = [ ba)ow (a)d(@A)@)
A 0A

2. Greensche Formel 2.Art

/A(h(w)Af(w)—f(w)Ah(w))dA(%')—/ W) f(z) = f(2)Onh(x)d(9A)(z).

0A

Beweis. Betrachte das Vektorfeld F' = h grad f. Dann folgt:
div F'(z) = (grad h(x), grad f(z)) + h(x)Af(z).

Der Beweis dieser Identitéit kann durch Rechnung in lokalen Koordinaten gefithrt werden.
Wenden wir den Integralsatz von Gaufl auf das Vektorfeld F' an, so erhalten wir die Greensche
Formel 1. Art. Zum Beweis der Greenschen Formel 2. Art betrachte die beiden Greenschen
Formeln 1. Art die durch Vertauschung von f und g entstehen. Die Substraktion beider
Gleichungen ergibt dann die Greensche Formel 2.Art U
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allgemeine lineare Gruppe, 159
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Atlas, 497
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Geschwindigkeit, 98, 297
Geschwindigkeitsfeld, 98
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Gleichung
lineare Differentialgleichung, 161
Euler-Lagrange-, 373
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Gleichungssystem
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Gruppe, 139
abelsche, 139
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Immersion, 346
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Index
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Induktionsschritt, 21
Induktionsvoraussetzung, 21
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Infimum, 27
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~er Punkt, 286
innere Produkt, 512
innerer Punkt, 433
Integrabilitdtsbedingungen, 385
Integral
~ einer Regelfunktion, 122
~ einer Treppenfunktion, 120
auf Untermannigfaltigkeiten, 510
von Treppenfunktionen, 441
einer Regelfunktion, 308
einer Treppenfunktion, 307
uneigentliches, 126
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partielle, 125
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Charakterisierung, 76
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Isomorphie, 165
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Kern, 159
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konjugiert
~ lineare Abbildung, 238
~ lineares Skalarprodukt, 238
~e Fliisse, 371
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Kontrapositionsgesetz, 11
konvergent
~e Folge, 279
konvergente
Folge, 33, 45
gleichméfig ~ Funktionenfolge, 131
punktweise ~ Funktionenfolge, 131
Reihe, 46
Konvergenzkriterium
Majorantenkriterium, 51
Quotientenkriterium, 52
Vergleichskriterien, 51
von Cauchy, 49
von Leibniz, 49
Wurzelkriterium, 51
Konvergenzradius, 69
konvexe Menge, 312
Koordinaten, 166
Koordinatendarstellung
einer linearen Abbildung, 186
Koordinatensystem, 166
Koordinatentransformation, 166, 371
Kreisring, 401
Kriterium von Caratheodory, 424
kritisch
~er Punkt, 102
fiir norm. Vektorr., 330
kritischer Punkt, 354, 372
Kurve, 97, 297
stetige, 312
Kurvenintegral, 381
komplexes, 394

Lange, 377
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Lagrangefunktion, 372
Lagrangesche Multiplikatoren, 354
Lagrangesches Funktional, 372
Laplace-Beltrami Operator, 516
Laplacescher Entwicklungssatz, 215
Laurententwicklung, 404
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Lebesgue, Satz v., 451
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Lebesgue-messbar, 421
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Lemma
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v. Poincaré, 387
von Gronwall, 362
von Hahn-Banach, 309
Lemma von Fatou, 450
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Limes superior, 41
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~e Differentialgleichung, 161
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~e Differentialgleichung, 358
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Linearform, 167
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Liouville, Satz v., 366
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Fundamentalsystem, 171
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Logarithmus, 61
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lokal maximale Intervall, 360
~e Parametrisierung, 342 Maximum, 28
~er Diffeomorphismus, 337 globales, 101
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Maf Abstand v. ~en, 424
duBeres, 413 abzéhlbar unendliche, 43
dufleres Lebesguemaf, 415 abzihlbare, 43
Aufleres Produktmaf, 455 beschrinkte, 288
Borel-, 427 endliche, 23
Diracmaf}, 414 folgenkompakte, 288
Wahrscheinlichkeitsmaf, 414 Indexmenge, 9
Zahlmaf, 414 induktive Teilmenge des R, 20
Majorante, 51 kompakte, 82, 288
Majorantenkriterium, 51 konvexe, 312
majorisierte Konvergenz, Satz iiber, 451 leere, 6
Matrix, 184 messbare, 419
adjungierte, 252 nach oben beschrinkte, 25
Determinantenmultiplikation, 210 nach unten beschrinkte, 27
Einheitsmatrix, 184 offene, 286
hermitesche, 255, 261 Potenzmenge, 8
Hessematrix, 322 Teilmenge, 7
inverse, 185 iiberabzéhlbare, 43
Isometrie, 261 wegzusammenhéngende, 312
Jacobimatrix, 301 Mengengesetze, 8
konjugierte Matrizen, 218 Mengenoperationen
normale, 261 Differenz, 6
orthogonale, 255, 261 Durchschnitt, 6
Produkt, 185 Vereinigung, 6
schiefadjungierte, 261 messbar, 422, 473
schiefhermitesche, 255, 261 ~e Abbildung, 427
schiefsymmetrische, 255, 261 ~e Menge, 417
selbstadjungierte, 261 messbare Mengen, 419
Spaltenrang, 190 Messraum, 419
symmetrische, 255, 261 Metrik, 240, 278
transponierte, 192 durch eine ~ induz. Ball, 279
unitére, 255, 261 induzierte, 278
Zeilenrang, 190 metrisch
Zeilenstufenform, 194 ~er Raum, 240, 278
Matrixdarstellung vollstdndiger, 280
einer linearen Abbildung, 186 zusammenhéngender ~er Raum, 312

maximale Integralkurve, 360 Minimalpolynom, 229
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Minimum, 28
globales, 101
lokales, 101, 354
fiir norm.Vektorr., 330
Minkowskische Ungleichung, 475
Minorante, 51
Mittelwertsatz
der Differentialrechnung, 102
der Integralrechnung, 310
der Integralrechnung fiir Kurven, 310
fiir reellwertige Funktionen, 306
verallgemeinerter, 104
Monom, 149
monotone Konvergenz, Satz v. d., 447
Monotonie
monoton fallende Folge, 37
monoton fallende Funktion, 18
monoton wachsende Folge, 37
monoton wachsende Funktion, 18
Monotonie der Addition, 17
Monotonie der Multiplikation, 17
Monotonie des Integrals, 449
multilinear, 205
~e Abbildung, 313
Multiplikation
skalare, 97, 141
Multiplizitat, 219, 223

Nebenteil, 401, 403
negativ definit
~e Form
auf norm.Vektorr., 330
~er Unterraum, 274
negativ orientiert, 394
negativ semidefinit
~e Form
auf norm.Vektorr., 330
neutrales Element, 13, 15, 139
nilpotent
~er Endomorphismus, 233
Nilpotenzgrad, 233
Norm, 240, 277
euklidische, 277
induz. durch ein Skalarprodukt, 277
Maximumsnorm, 277
Operatornorm, 285
Supremumsnorm, 121, 278
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normal

~e Matrix, 261

~er Endomorphismus, 254
Normalenableitung, 516
Normalraum, 351
normiert, 205

~er Vektorraum, 240, 277
Nullabbildung, 157
nullhomotop, 390
Nullraum

einer Form, 274
Nullstelle, 405

Vielfachheit der ~, 84
Nullstellenordnung, 405
numeriert

~e Basis, 165

obere Einhiillende, 435
offen
~e Menge, 286
~es Intervall, 33, 76
OG-Basis, 242
OG-System, 242
ON-Basis, 242
ON-System, 242
Operator, 157
Differentialoperator, 158
linearer, 169
Operatornorm, 285
Ordnung
Ubereinstimmung in der n-ten ~, 108
Ubereinstimmung in der ersten ~, 96
einer Singularitét, 405
Ordnungsrelation, 16
totale, 16
orientierbare Untermannigfaltigkeit, 499
Orientierung
auf Vektorrdumen, 501
einer Kurve in C, 394
induzierte, 501
orientierungserhaltend, 495
orientierungsumkehrend, 495
orthogonal
~e Gruppe, 262, 345
~e Matrix, 255, 261
~e Unterrdume, 241
~e Vektoren, 241
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~e unitéire Gruppe, 267

~er Endomorphismus, 254
Orthogonalbasis, 242
Orthogonalraum, 247
Orthogonalsystem, 242
Orthonormalbasis, 242

927

auf norm.Vektorr., 330
~er Unterraum, 274
positiv orientiert, 394
positiv semidefinit
~e Form, 269
auf norm.Vektorr., 330

Orthonormalisierungsverfahren von Gram-SchmRltential, 380

246
Orthonormalsystem, 242

Paarung

kanonische, 168
parameterabhéngige Integrale, 453
Parametrisierung, 346
Parametrisierung, lokale, 342
partiell

~e Ableitung, 300, 325

~e Integration, 125

auf Banachriumen, 328

partikulédre Losung, 161

Variation der Konstanten, 181
Pascalsches Dreieck, 23
Permutation, 140

gerade, 207

ungerade, 207
Permutationsgruppe, 205

Transposition, 206
Pfaffsche Form, 379
Picard-Lindelof, Satz v., 359
Poincaré, Lemma v., 387
Poincaré, Lemma v., 492
Polarisationsformeln, 240
Polarkoordinaten, 81
Polstelle, 405
Polstellenordnung, 405
Polynom, 69, 144

charakteristisches, 224

Grad des ~s, 69, 220

komplexes, 83

Minimalpolynom, 229

reelles, 83

Teiler, 222

trigonometrisches, 245

Zerlegung in Linearfaktoren, 84
Polynomdivision, 221
positiv definit

~e Form, 269

eines Vektorfeldes, 303
Potenzfunktion, 113
Potenzreihe, 68
Prinzip der kleinsten Wirkung, 375
Prinzip der vollstdndigen Induktion, 20
Prinzip von Cavalieri, 462
Produkt
dufleres ~ von 1-Formen, 480
der Matrizen, 185
Produkt-o-Algebra, 455
Produktregel, 99, 304
Projektion, 157
Punkt
innerer, 286
kritischer, 102
punktweise
~ konvergente Funktionenfolge, 131
~1r Grenzwert, 131

quadratische Form, 330
quasiintegrierbar, 448
Quotientenkriterium, 52
Quotientenregel, 99

Rand
von Untermannigfaltigkeiten, 502
Rang
einer linearen Abbildung, 189
Spaltenrang einer Matrix, 190
Zeilenrang einer Matrix, 190
Raum
Banachraum, 280
Dualraum, 167, 248
Eigenraum, 218
Hilbertraum, 280
metrischer, 240, 278
vollstandiger, 280
Unterraum
invarianter, 230
Realteil, 30
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Rechenregeln
fiir differenzierbare Abbildungen, 304
fiir differenzierbare Funktionen, 98
fiir konvergente Folgen, 36, 37, 45
fiir konvergente Reihen, 48
Rechteckmengen, 455
reelle Einheit, 30
Reflexivitat, 16
Regel
Cramersche, 213
Regelfunktion, 121, 308
reguldrer Wert, 344
Reihe, 46
absolut konvergente, 50
alternierende, 49
Binomialreihe, 114
divergente, 47
Doppelreihe, 56
geometrische, 47
harmonische, 50
konvergente, 46
Laurentreihe, 401
Potenzreihe, 68
Taylorreihe, 109
Reparametrisierung, 382, 495
Residuensatz, 406
Residuum, 405
Restglied, 106
von Cauchy, 107
von Lagrange, 107
von Schlomilch, 107
Richtungsableitung, 299
Riemannscher Hebbarkeitssatz, 401
Riesz-Fischer, 477
Rieszscher Darstellungssatz, 248
Ring
kommutativer, 221
Rotation, 386
Rotationsflache, 347

Sattelpunkt, 332

Satz
iiber Mafle, 422
iiber implizite Funktionen, 339
Abelscher Grenzwertsatz, 118
Austauschsatz, 151
Banachscher Fixpunktsatz, 333
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Cauchyscher Integralsatz, 395

Cosinussatz, 241

Differentiation unter dem Integralzeichen,
454

FEindeutigkeitssatz, 170

Fundamentalsatz der Algebra, 83

Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung, 123

verallgemeinerter, 309

Identitétssatz, 71

Inverse Funktionen - Theorem, 336

Laplacescher Entwicklungssatz, 215

Laurententwicklung, 404

Lemma von Poincaré, 492

Linearitét des Integrals, 449

Mittelwertsitze, siehe Mittelwertsatz

Monotonie des Integrals, 449

Prinzip v. Cavalieri, 462

Residuensatz, 406

Riemannscher Hebbarkeitssatz, 401

Riesz-Fischer, 477

Rieszscher Darstellungssatz, 248

Stetige Abhingigkeit des Integrals von ei-
nem Parameter, 453

Trégheitssatz von Sylvester, 274

v. d. majorisierten Konvergenz, 451

v. d. monotonen Konvergenz, 447

v. Fubini, 462

v. Gauf3, 514

v. Lebesgue, 451

v. Levi, 447

v. Stokes, 505

v. Stokes (klassisch), 512

Variation der Konstanten, 181, 367

von Bolzano-Weierstrafl, 39, 46

von Cauchy-Schwarz, 239

von Cayley-Hamilton, 227

von Hahn-Banach (Lemma), 309

von Heine-Borel, 291

von Liouville, 366, 400

von Picard-Lindelof, 359

von Pythagoras, 241

von Rolle, 102

von Schwarz, 323

von Taylor, 107

Weierstrafischer Approximationssatz, 134

Zwischenwertsatz, 65, 77
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schiefadjungiert

~e Matrix, 261

~er Endomorphismus, 254
schiefhermitesch

~e Matrix, 255, 261

~er Endomorphismus, 254
schiefsymmetrisch

~e Matrix, 255, 261

~er Endomorphismus, 254
Schranke

obere, 25

kleinste, 25
untere, 27
grofite, 27

Schwingungsgleichung, 161
selbstadjungiert

~e Matrix, 261

~er Endomorphismus, 254
semilinear

~e Abbildung, 238

~es Skalarprodukt, 238
Sesquilinearform, 270
o-Algebra, 419
Signatur

einer hermiteschen/symmetrischen Form,

274

Singularitat, 405
Sinus, 61
Skalar, 141
skalare Multiplikation, 141
Skalarprodukt, 237

kanonisches, 238

konjugiert lineares, 237

nicht ausgeartetes, 248

Norm, induz. durch ein ~, 277

semilineares, 237

Standardskalarprodukt, 238
Spaltenindex, 184
Spaltenvektoren, 184
Span, 145
speziell

~e unitére Gruppe, 267
spezielle Losung

Variation der Konstanten, 181
spezielle lineare Gruppe, 212, 345
Spur, 224, 269
Stammform, 489

Stammfunktion, 124, 303, 309, 380
Standardorientierung, 501
Standardskalarprodukt, 238
stereographische Projektionen, 343
sternférmige Menge, 386
stetig

~e Abbildung, 97, 282

~e Fortsetzung, 85, 283, 295

~e Funktion, 73

~e Kurve, 312

~er Weg, 312

differenzierbar, 310, 317

Lipschitz-, 359

lokal, 359

Stokes, 512
Stokes, Satz v., 505
Summationsindex, 47
Summe

der Unterrdume, 146

direkte ~ von Unterrdumen, 147, 155
Superpositionsprinzip, 144
Supremum, 25
Supremumsnorm, 121, 131, 278
symmetrisch

~e Form, 269

~e Matrix, 255, 261

~er Endomorphismus, 254
symmetrische Gruppe, 140
System

Orthogonalsystem, 242

Orthonormalsystem, 242

Tangens, 68
Tangente, 96
Tangentialraum, 350
Tangentialvektor, 98, 297
Tangentialvektoren, 350
Taylorpolynom, 105
Taylorreihe, 109
Taylorsche Formel, 107

fiir Kurven, 328

fiir norm. Vektorridume, 327
Teiler, 222
Teilfolge, 35, 279
Teilraum, 143
Trager, 499
Trégheitssatz von Sylvester, 274

529
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Trajektorie, 369
Transformationsformel, 468
Transitivitit, 16
Translation, 428
transponiert

~e Abbildung, 168

~e Matrix, 192
Transposition, 206
Treppenfunktion, 119, 306, 438
trigonometrisch

~es Polynom, 245
trivial

~e Untergruppe, 140

~er Unterraum, 143

iiberabzéhlbar, 43
Uberdeckung, 288

Lebesque-Zahl der ~, 290
Umgebung, 33, 44, 279
Umbkehrfunktion, 79
Umlaufzahl, 396
Umordnung, 55
uneigentlich

~er Grenzwert, 90

~es Integral, 126

~es Intervall, 76
unendlich dimensional, 152
ungerade

Permutation, 207
Ungleichung

Besselsche, 244

Cauchy-Schwarzsche, 239

Dreiecksungleichung, 239
unitar

~e Gruppe, 262

~e Matrix, 255, 261

~er Endomorphismus, 254

orthogonale ~e Gruppe, 267

spezielle ~e Gruppe, 267
untere Einhiillende, 435
Untergruppe, 140

triviale, 140
Untermannigfaltigkeit, 342

orientierte, 499

Untermannigfaltigkeit mit Rand, 502

Unterraum, 143
aufgespannter, 145
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erzeugter, 145
invarianter, 230
negativ definiter, 274
orthogonale Unterrdume, 241
positiv definiter, 274
Summe der Unterrdume, 146
trivialer, 143

Urbild, 10

Variation, 372
Variation der Konstanten, 181, 367
Variationsvektorfeld, 372
Vektor, 97
Figenvektor, 218
Lénge, 238
orthogonale Vektoren, 241
Spaltenvektor, 184
Tangentialvektor, 297
Winkel zwischen Vektoren, 241
Zeilenvektor, 184
Vektoraum
Banachraum, 280
Vektorfeld, 303
C*-Vektorfeld, 357
auf Untermfk., 512
Divergenz, 303
Gradientenvektorfeld, 302
Hamiltonsches, 358
Integralkurve, 357
linear beschranktes, 363
Potential, 303
Vektorraum, 141
Dualraum, 167, 248
euklidischer, 238
Hilbertraum, 280
isometrisch, 253
isomorpher, 158
Komplexifizierung, 257
normierter, 240, 277
Orthogonalraum, 247
Skalarprodukt, 237
unitérer, 238
Unterraum
orthogonale Unterrdume, 241
Vergleichskriterien, 51
Vertikalschnitt, 457
vollsténdig
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~er metrischer Raum, 280
Vollstéandigkeit, 25
Volumenform, 495, 508

Wabhrscheinlichkeitsmaf}, 414
Weg

stetiger, 312
Weierstrafischer Approximationssatz, 134
Wertebereich, 10
wesentliche Singularitét, 405
Windungsform, 379
Windungszahl, 396
Winkel

zwischen Vektoren, 241
Wurzel

n-te, 27

Quadratwurzel, 19, 26
Wurzelkriterium, 51

Zahlmaf, 414
Zeilenindex, 184
Zeilenstufenform

der Matrix, 194
Zeilenvektoren, 184
Zerlegung, 377
Zerlegung der Eins, 500
zusammenhéngend, 312

einfach, 390
zweimal differenzierbar, 319
Zwischenwertsatz, 65, 77



