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Kapitel 1

Grundlegende Strukturen der
Differentialgeometrie

1.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind Objekte, auf denen wir in dhnlicher Weise wie auf
Vektorrdumen Differentialrechnung betreiben kénnen. Sie treten z.B. in natiirlicher Weise als
gewisse Teilmengen des R™ auf, die durch Gleichungen bestimmt werden. Es miissen Begriffe
wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten erklart
werden. Wie auf Vektorrdumen ist es zunéchst wichtig, eine Topologie einzufiihren, d.h. wir
miissen erkléren, was offene Mengen sind.

Definition 1.1.1. (a) Ein topologischer Raum ist eine Menge M zusammen mit einem Men-
gensystem O C P(M) (Mengensystem der offenen Mengen), so dass gilt:

e ),MecO

° Ul,...,Un€O=> nUZEO
=1

e {U,}aer eine beliebige Familie von Elementen in O, so gilt: |J U, € O.
acl

(b) Ein topologischer Raum (M, O) heifit Hausdorffraum, falls es fiir alle p; # ps € M offene
Mengen Uy, Us € O mit p; € U; gibt, so dass Uy N Uy = 0.

(c¢) Eine Teilmenge B C O heifit Basis der Topologie O, falls fiir alle U € O Mengen U, € B,
a € I, existieren mit UycrU, = U. Existiert eine abzdhlbare Basis der Topologie so sagt
man, dafl der zugehorige topologische Raum das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt.

Beispiele. (a) Auf jedem metrischen Raum (M, d) ist in kanonischer Weise eine Topologie
wie folgt erklart. Ein Punkt p in einer Teilmenge A C M heifit innerer Punkt von A, falls
ein € > 0 existiert mit

B(p,e) ={q € M |d(p,q) <e} C A

Eine Menge U C M, die nur aus inneren Punkten besteht heifit offen. Die Menge der offe-
nen Mengen in M bilden eine Topologie von M, genannt die durch d induzierte Topologie.
Fiir M = R™ mit der durch die Standardnorm || || induzierten Metrik d(p,q) = |lp — ¢/|
ist die zugehorige Topologie abzéhlbar.
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(b) Sei (M, ) ein topologischer Raum so wird auf jeder Teilmenge A C M eine Topologie
induziert. Wir nennen eine Menge V' C A offen in A falls eine offene Menge U € O
existiert mit V' = U N M. Die Menge der in A offenen Mengen bilden eine Topologie,
genannt die Relativtopologie.

Definition 1.1.2. (a) Eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit M (C° - Mannig-
faltigkeit) ist ein Hausdorffraum, so dass zu jedem p € M eine offene Umgebung U und
ein Homo6omorphismus

z:U—z(U)

auf eine offene Teilmenge z(U) des R™ existiert. Ein solcher Homdomorphismus heift
Karte. Die Inverse

7 a(U) - U
heifit lokale Parametrisierung. Eine Familie A := (z4,Uqy)aecr von Karten z, : U, —
x(Uq) heifit Atlas, falls | U, = M ist.

ael

(b) Eine C*-Mannigfaltigkeit, k € NU {co}, ist eine topologische Mannigfaltigkeit mit einem
Atlas A = (24, Uq)acr, so dass alle Kartenwechsel

zgoxyt : 20(Uy NUs) — 25(Us NUp)

C*-Diffeomorphismen sind.

U, Us

7

T3 O Ty

R™ R™
Abbildung 1.1:

Bemerkungen. (a) Ist A = (24, Uq)acs ein CF-Atlas, so heifit eine Karte » : U — z(U)
mit A wvertraglich, falls AU {(x,U)} ebenfalls ein C*-Atlas ist. Eine C*-Struktur auf M
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besteht aus allen mit A vertriglichen Karten. Der zugehorige Atlas ist dann maximal.
Zum Beispiel ist (id, R") ein C*-Atlas von R"™. Die zugehorige C*-Struktur besteht aus
der Menge aller lokalen C*- Diffeomorphismen.

(b) Wir werden im allgemeinen nur C'°°-Mannigfaltigkeiten betrachten, denn man kann zei-
gen, dass jeder maximale C*-Atlas fiir & > 1 einen C™-Teilatlas besitzt. Mit anderen
Worten: Eine C'-Struktur enthilt eine C*°-Struktur. Dagegen gibt es topologische Man-
nigfaltigkeiten, die keine differenzierbare Struktur zulassen.

(c) Es existieren Mannigfaltigkeiten mit verschiedenen differenzierbaren Strukturen, d.h. mit
differenzierbaren Strukturen, die nicht diffeomorph sind. Zum Beispiel existieren auf
R*, ST sogenannte exotische Strukturen, d.h. differenzierbare Strukturen, die von der
Standardstruktur verschieden sind.

(d) Nach einem beriihmten Satz von H. Whitney aus dem Jahre 1936 kann man jede n-
dimensionale Mannigfaltigkeit, deren Topologie das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt
in den R?" einbetten (siehe Definition 1.2.7). Insbesondere kann man jede solche Man-
nigfaltigkeit als Untermannigfaltigkeit des R?" realisieren. Diese Einbettungen sind aber
nicht kanonisch.

(e) Existiert ein Diffeomorphismus zwischen zwei Mannigfaltigkeiten (siehe Definition 1.2.1),
so kann man sie als gleichwertig ansehen. Es ist jedoch hoffnungslos Mannigfaltigkeiten
bis auf Diffeomorphie klassifizieren zu wollen, falls ihre Dimension grofler als 3 ist. Al-
le 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten sind diffeomorph zu S' oder R. Die kompakten
orientierbaren Fliachen sind bis auf Diffeomorphie durch ihr Geschlecht bestimmt. Fiir
3-dimensionale Mannigfaltigkeiten ist vor kurzem von Perelman die folgende beriihmte
Vermutung von Poincaré bewiesen worden. Sie besagt, dass jede kompakte 3-dimensionale
Mannigfaltigkeit diffeomorph zu S ist, falls sie einfach zusammenhiingend ist, d.h. falls
sich jede stetige Kurve stetig auf einen Punkt zusammenziehen lésst.

Definition 1.1.3. Sei M"™ eine n-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit mit maximalem Atlas
A = (24, Uq)acr- Eine Teilmenge N¥ € M™ heiit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, falls
eine Teilmenge J C I existiert mit

(a) Fiir alle o € J gilt:

Za(Ua N N¥) = 2,(U,) N (RF x {0}),
wobei 0 € R"—*

(b) U (UanN¥)=N*
acd

Bemerkung. Die Karten Ayx = (24, Us N Nk)aej definieren einen C"-Atlas fiir die Unter-
mannigfaltigkeit N*, denn die zugehorigen Kartenwechsel von N* sind Einschréinkungen der
Kartenwechsel von M™ auf offene Teilmengen des R*. Die Topologie auf N* ist die Relativ-
topologie. Die Zahl

codim N =dimM —dim N =n —k

heifit Kodimension.
Offensichtlich ist jede offene Teilmenge U einer Mannigfaltigkeit M eine Untermannigfaltigkeit
der Kodimension 0. Wahle J ={a €| U, C U}.
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k
M N
Ua

xx R"— k

(1N s
NI

Rk

Abbildung 1.2:

Lemma 1.1.4. Sei U C R"™ offen und f : U — R"F eine C"-Abbildung mit regulirem
Wert 0 € R"*, d.h. Df(z) : R® — R" ¥ ist surjektiv fiir alle x € f~(0). Ist f71(0) # 0,
s0 ist f~1(0) eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ (und von U).

Beweis. Der Beweis ist eine Konsequenz des Satzes iiber implizite Funktionen. Die Details
seien zur Ubung iiberlassen. O

n+1

Beispiele. (a) S" = {z € R""' | ||z]|? = ) 2;> = 1} ist eine n-dimensionale Untermannig-
i=1

faltigkeit des R™*!. Dies folgt, da 0 regulirer Wert der Abbildung f : R"*! — R mit

fl@) = |l=|* — 1 ist.

(b)
SO(n) ={Ac M(n,R)| AAT =id, det A =1}

@—dimensionale Untermannigfaltigkeit von M (n,R) = R™.

ist
Beweis. Die Menge
GLT(n,R) ={A € M(n,R) | det A >0} C M(n,R)
ist offen, denn die Determinantenfunktion ist stetig. Betrachte die Abbildung
f:GL"(n,R) — Sym(n)
mit
f(A)=AAT —id

wobei (0 1)
Sym(n)={Ae M(n,R)| A=AT}=R™ 2

Das Differential
Df(A): M(n,R) — Sym(n)
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ist gegeben durch Df(A)H = HAT + AHT und fiir jedes A € f~1(0) = SO(n) surjektiv,
denn ist S € Sym(n), so gilt fiir H = $5A:

Df(AVH = %SAAT 4 %AATST s

Also ist SO(n) eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n? — @ = "72 — n(n-1)

Die projektiven Ridume KP", KX = R (reell-projektiv) oder IX = C (komplex-projektiv)
sind wie folgt definiert:

KP" = {eindimensionaler KK — linearer Untervektorraum von K"}

Alternativ kénnen wir den projektiven Raum IKP™ auch wie folgt darstellen. Setze

RP!

Abbildung 1.3:

KP" = K™\ {0}/ ~,

wobei wie folgt eine Aquivalenzrelation ~ auf K"*!\ {0} definiert wird: seien z,y €
K"\ {0}, so definiere

r~y<SINEK\{0fmitz=A-y.

Mit [z] = {dz | A € K\ {0}} sei die Aquivalenzklasse von = = (1,...,2,41) € K"t
bezeichnet. Die Abbildung p : K™\ {0} — KP" mit

(1, yTps1) = [(1,. ..y Xpe1)], bzw. kurz = — 2],

heilt Quotientenabbildung. Eine Menge U C KP™ heifit offen genau dann, falls p~1(U)
offen in K"*1\ {0} ist. Eine offene Menge kann man sich, wie im folgenden Bild angedeutet
wird, als offenes Geradenbiischel vorstellen, d.h die Menge der zugehorigen Geraden ohne
den Ursprung, interpretiert als Teilmenge des IK"*!, ist offen.

Wir werden nun einen Atlas fiir IKP™ angeben. Wir werden uns aus Griinden der An-
schaulichkeit zunéchst auf den Fall IK = IR beschrinken.

Sei U; die Menge aller Geraden, die nicht in der Ebene E; = {(x1,...,2p+1) | = = 0}
liegen. Dann ist U; = {[x1,...,2Zn41] | 2 # 0} offen in RP™.

Die Idee der Kartenkonstruktion besteht darin, die um e; verschobene affine Ebene
E! = E; + e; zu betrachten. Jede Gerade [z1,...,2p41] € U; schneidet E! in genau
einem Punkt, ndmlich in

r1 Ti—1 Ti+1 Tn+1
— e, , 1 yeeey G[xl,...,a:n+1].
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Abbildung 1.4:

€; /

Abbildung 1.5:

Die Ebene E! ld8t sich aber mit dem R™ identifizieren, indem wir die i-te Koordinate
weglassen. Wir definieren daher die Karte ¢; : U; — R™ durch

T Ti—1 i+l Tn+1
¢,([a:1,,a:n+1]):<x—z,, ;Z s ;Z yoony ZZ >

Die Umkehrabbildung ist durch

(bi_l(ylw" 7y7L) = [(yla"'7yi—1717yi7”’ 7yn)]

gegeben.
Diese Abbildungen sind Homdomorphismen. Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe . Nun
wollen wir zeigen, dass die Kartenwechsel differenzierbar sind. Betrachte dazu fiir i # j

UinU; ={[z1,...,Tps1) | s #0,2; # 0}.
Dann gilt : ¢;(U; NU;) = {(y1,---,yn) € R" | y; # 0} . Der Kartenwechsel
¢j0¢; " ¢i(UiNU;j) — 6;(U; NU;)
ist somit gegeben durch

¢] O¢¢_1(yla~~7yn) = ¢J([y17 7%’—1717%7--- 7yn])

1
= _aj(yla ceey Yi—1, 17yi7 cee 7yn)7
Yj
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wobei a; : R™! — R” die lineare Abbildung bezeichnet, die die j-te Komponente

n+1
weglédsst. Daraus folgt die Differenzierbarkeit des Kartenwechsels. Wegen |J U; = RP™
i=1

folgt daher, dass RP" eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit darstellt.

Fiir CP™ folgt aus der gleichen Rechnung, dass die Kartenwechsel differenzierbare
Abbildungen zwischen offenen Teilmengen des C" definieren. Identifizieren wir C" = R?"
so folgt, dass CP"™ eine reell 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit definiert. (Man kann sie
aber auch als komplexe n-dimensionale Mannigfaltigkeit auffassen.)

Historisch wollte man mit der projektiven Geometrie eine ,,Unvollkommenheit” der eu-
klidischen ebenen Geometrie beseitigen. In der ebenen Geometrie des R? gibt es Paare
von Geraden, die sich schneiden und Paare, die sich nicht schneiden.

Diese Unterschiede sind in der projektiven Geometrie aufgehoben. Betrachte RP? und die
affine Ebene Efj := {(z1,22,1)} | 1,22 € R}. Dann entspricht jedem Punkt dieser Ebene
genau ein Punkt in RP2, namlich genau die Gerade, die den Ursprung mit dem vorgege-
benen Punkt verbindet. Einer Geraden g in Ej entspricht die Menge der Geraden, die in
der Ebene FE(g,0) liegen, d.h. in der Ebene, die durch g und 0 bestimmt wird. Hat man
nun 2 beliebige Geraden (zum Beispiel parallele Geraden) ¢g und ¢’ in E%, so haben die
entsprechenden Ebenen in RP? einen Schnittpunkt, namlich die Gerade E(g,0)NE(g’,0).

1.2 Differenzierbare Abbildung und ihr Differential

Nun wollen wir uns wieder der abstrakten Theorie der Mannigfaltigkeiten zuwenden. Im
Folgenden verstehen wir unter einer (differenzierbaren) Mannigfaltigkeit eine Mannigfaltigkeit
mit C°°-Struktur. Mittels einer solchen Struktur 148t sich der Differenzierbarkeitsbegriff fiir
Abbildungen zwischen Vektorrdumen wie folgt verallgemeinern.

Definition 1.2.1. Es seien M{', M3" eine n- bzw. m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine
Abbildung ¢ : M{* — MJ" heilt differenzierbar in p € M7, falls es Karten x : U — R"™ mit
peUundy:V — R™ mit o(U) C V gibt, so dass die Abbildung

yopox ':x(U)— R™

differenzierbar in x(p) € x(U) ist. Die Abbildung y o ¢ o 7! heifit auch lokale Darstellung

(Koordinatendarstellung) der Abbildung ¢ in p.

Eine Abbildung heifit differenzierbar, wenn sie fiir alle p € M differenzierbar ist. Ist k €
INU {00}, so heiit eine Abbildung ¢ : M7 — MJ" k-mal (stetig) differenzierbar, falls fiir jedes
p € M} eine lokale Darstellung von ¢ in p existiert, die k-mal (stetig) differenzierbar ist.
Eine bijektive Abbildung ¢ : M* — MJ" heifit C*-Diffeomorphismus, falls ¢ und ¢~ k-mal
stetig differenzierbar sind.

Bemerkungen. (a) Aus der Kettenregel fiir differenzierbare Abbildungen des R" folgt, dass
diese Definition unabh#ngig von der Wahl der lokalen Darstellungen ist. Fiir £ € IN bzw.
k = oo bezeichnet C*(M7, M) die Menge der k-mal stetig differenzierbarer Abbildun-
gen. Im Falle & = oo sprechen wir auch von glatten (im Englischen “smooth”) Abbildun-
gen. Fiir eine Mannigfaltigkeit M bezeichnen wir auch mit C*(M) die Menge der k-mal
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M3

Abbildung 1.6:

stetig differenzierbaren, reellwertigen Funktionen C*(M,R) auf M. Diese Menge bildet
einen Vektorraum, ja sogar eine Algebra, denn sie ist abgeschlossen unter Addition und
Multiplikation von Funktionen.

(b) Aus der Kettenregel folgt auch, dass Verkniipfungen von differenzierbaren Abbildungen
differenzierbar sind.

(c) Die Identitét id : M — M ist auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M immer
ein C'°°- Diffeomorphismus. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Kartenwechsel C'*°-
Diffeomorphismen sind.

Um die Ableitung (das Differential) einer differenzierbaren Abbildung definieren zu koénnen,
miissen wir differenzierbaren Mannigfaltigkeiten in jedem Punkt einen Vektorraum, ndmlich
den Tangentialraum, zuordnen. Fiir Untermannigfaltigkeiten des R™ ist dies einfach (siehe
zum Beispiel die Vorlesung “Kurven und Fldchen”). Ist M C R™ eine Untermannigfaltigkeit
und « : (—€,¢) = M C R" eine differenzierbare Kurve mit «(0) = p, so kénnen wir &(0) € R”
als Tangentialvektor von M in p interpretieren. Die Menge aller Tangentialvektoren in p
(bezeichnet mit T),M) lésst sich dann als Untervektorraum von R™ auffassen.

Diese anschauliche Definition ist fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten nicht unmittelbar moglich.
Es ist aber moglich, &(0) als ,,Richtungsableitung” aufzufassen. Ist p = «(0), so beschreibt
man diese Richtungsableitungen durch ihre Wirkung auf den Vektorraum

D(M,p) :={f: M — R | f ist differenzierbar in p}

der in p differenzierbaren reellwertigen Funktionen.
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Abbildung 1.7:

Definition 1.2.2. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und a: (—e¢,€) — M eine dif-
ferenzierbare Kurve mit «(0) = p. Dann induziert « eine lineare Abbildung &(0) : D(M, p) —

R definiert durch p
G(0)(7) = 5 foalr).
t=0
Diese Abbildung heifit Tangentialvektor von M im Punkt a(0) = p. Die Menge aller Tangen-
tialvektoren

T,M = {&(0) : D(M,p) = R | a:(—¢,+e) — M differenzierbar mit a(0) = p}
heifit Tangentialraum von M im Punkt p.

Bemerkungen. (a) Ist U eine beliebige offene Umgebung von p = «(0) und f : U — R eine
in p differenzierbare Funktion, so setze

a(0)(f) = a(0)(f),
wobei f eine beliebige Fortsetzung von f auf M bezeichnet (z.B. f () = f(z) firx e U

und f(z) = 0 fiir « € M \U). Offensichtlich héingt dies nicht von der Wahl der Fortsetzung
ab.

(b) Es ist klar, dass die Menge T, M aus linearen Abbildungen besteht, und daher ist sie eine
Teilmenge des Dualraumes

D(M,p)* :={L: D(M,p) — R | L linear}

von D(M, p). Wie aus der linearen Algebra bekannt, bildet er beziiglich der Addition linea-
rer Abbildungen einen reellen Vektorraum. Dieser Raum ist jedoch unendlich-dimensional.
Wir werden sehen, dass T, M C D(M,p)* einen n-dimensionalen Untervektorraum dar-
stellt, falls dim M = n ist.

Wir werden nun eine explizite Basis von T, M angeben. Diese wird durch spezielle Kurven
induziert. Sei p € U und x : U — R" eine Karte.

Betrachte die offensichtlich differenzierbare “i-te Koordinatenkurve” g; : (—e€, +€¢) — M
mit B;(t) = 2~ (z(p) + te;) (siche Abbildung 1.8) und definiere

0

8:Ei p

(f) = B:(0)(f)
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€;

Abbildung 1.8:

Dieser Ausdruck 148t sich als partielle Ableitung von f beziiglich des durch x induzierten
Koordinatensystems interpretieren, denn

0 o o d o d -1 '
Gl () = BOW=g| 1080 = 5| for et
= - or el (1)
Wir werden nun zeigen, dass 7, M von den Vektoren 8%1 ‘p, ceey %|p aufgespannt wird. Ge-

nauer gilt:

Satz 1.2.3. Sei M™ eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und p € M™. Dann sind die Vek-

o) 0 . . .
toren a—m1|p, s Bl linear unabhdngig, und es gilt

0
T,M = span { oz,

\16{1,...,71}}.

p

Insbesondere ist T, M ein n-dimensionaler Vektorraum.

0

Beweis. Wir zeigen zunéchst die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren 8%1 2 B | Dazu



1.2. DIFFERENZIERBARE ABBILDUNG UND IHR DIFFERENTIAL 15

betrachte die Linearkombination

Wir wenden diese auf die j-te Komponentenfunktion z; : U — R der Karte z : U — R" an,
oder genauer auf eine beliebige Fortsetzung von x; auf M. Es gilt

K
al'i

() = o—wjox™" = i,
P O;

denn
xjo x_l(yl, CeUn) =Y

fir alle (y1,...,yn) € (U). Also erhalten wir

Nun zeigen wir, dass T),M im Spann der Vektoren %‘p’ e % » enthalten ist.

Sei also &(0) € T,M und (aq(t),...,an(t)) = x o a(t) die Koordinatendarstellung der Kurve
a:(—€,+e) = U C M beziiglich der Karte (z,U). Dann gilt fiir &(0) € T,M

a(0)(f) = % t:Of oa(t) = % t:Of oz toxoalt)
= G| e, 0n)
- YA i)
i=1 ¢
o~ 0
= a0 g | O
Es bleibt zu zeigen, dass der Spann der Vektoren % P % !p in T,,M enthalten ist. Dafiir

1
n
betrachte zu > y,-%‘p die Kurve a(t) = 2= Hx(p) + t(y1,...,yn)). Dann ist
i=1 !

fo x_l(x(p) + (Y1, Yn)) = Z 8(3:2'

=0 i=1

a(0)(f) = — foa  (z(p)) i

Bemerkung. Statt ¢(0) schreiben wir manchmal auch %‘ —o(t)-

Nun koénnen wir einer differenzierbaren Abbildung das Differential wie folgt zuordnen.
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N?’L

0 o a(0) = ¢(p)

Abbildung 1.9:

Satz 1.2.4. Es seien M™ und N™ differenzierbare Mannigfaltigkeiten und o : M™ — N™
eine in p € M™ differenzierbare Abbildung. Dann ist Do(p) : TyM™ — T, N™ mit

—

Dp(p)a(0) := @ oa(0)

eine lineare Abbildung. Die Abbildung Dy(p) heifst das Differential von ¢ in p.

Beweis. Zunichst zeigen wir die Wohldefiniertheit von Dg(p). Betrachte zunéchst eine Kurve
a mit p = a(0) und f € D(N,¢(p)). Dann ist f o € D(M,p) und es gilt:

d

Delp) (O = FoalO() = |

fopoa(t)=a(0)(fop) (1.2)
Ist nun f3 eine weitere Kurve mit p = a(0) = (0) und 3(0) = &(0), so folgt

D (p)(a(0)(f) = &(0)(f o p) = BO)(f o p) = Dep(p)(5(0))(f)

und somit ist Dy(p) wohldefiniert. Nun beweisen wir die Linearitit:

(1.2)

Dep(p)(A161(0) + A2cia(0))(f) (A181(0) 4+ A262(0)) (f o @)

= M (0)(fop)+ Aeca(0)(f o)
2 Do) (61(0)(f) + XD (p) (6:2(0)) (f)-
]

Definition 1.2.5. Sei ¢ : M™ — N™ eine in p € M™ differenzierbare Abbildung und (z, U)
bzw. (y,V) Karten (Koordinaten) von M™ bzw. N™ mit p € U und ¢(U) C V. Dann heifit
die Matrix a € M (n x m,R) mit

0

De(p) -

P =1 Yj

fir ¢ € {1,...,m} die Jacobimatriz des Differentials Dp(p) in den Koordinaten (z,U) und
(v, V).
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Bemerkung (Berechnung der Jacobimatrix). Zur Berechnung der J acobi Matrix wende beide

Seiten auf die k-te Komponente y; : V' — R der Karte (y, V) an. Da 3y ‘ yk = 0y (siehe
Beweis von 1.2.3) folgt
0 12) 0 11) 0 _
aki = Do(p) ) "2 | o= yropox
axi P axl D axl x(p)

Dies zeigt das a mit der Jacobimatrix des Differentials der lokalen Darstellung 30 poz~! im

Punkte z(p) iibereinstimmt.

Nun wollen wir zeigen, dass in geeigneten lokalen Koordinaten eine differenzierbare Abbildung
die Form einer Unterraum-Einbettung bzw. Projektion hat, wenn ihr Differential injektiv oder
surjektiv ist. Dies ist im Wesentlichen eine Konsequenz des inversen Funktionentheoremes.

Satz 1.2.6. Es seien M™ und N Mannigfaltigkeiten und ¢ : M™ — N™ eine C*- Abbildung.
Fiirp e M™ sei Dp(p) : T,M™ — TypyN™ das Differential von ¢ in p. Dann gilt:

(1) Ist Dp(p) injektiv, so ist m < n, und es ezistiert eine C*°-Karte (xo,Uy) mit p € Uy
sowie eine C*-Karte (yo, Vo) mit o(Ug) C Vo, so dass

yoogpogpal(ql,...,qm): (q15--,Gm,0,...,0) € R"
fiir alle g = (q1,- ., qm) € xo(Uy) C R™ gilt.

(2) Ist Dp(p) surjektiv, so ist m > n, und es existiert eine C*-Karte (o, Upy) mit p € Uy
sowie eine C*°-Karte (yo, Vo) mit p(Uy) C Vo, so dass

yoopoxy (g1, qm) = (q1,-...qn) €ER"
fiir alle g = (q1,- ., qm) € xo(Uy) C R™ gilt.

(3) Ist Dyp(p) bijektiv, so ist m = n, und es existiert eine C*-Karte (zq,Up) mit p € Uy sowie
eine C*-Karte (yo, Vo) mit o(Ug) C Vp, so dass

yoopoxy (g, qn) = (q1,.-.,qn) €R”
fiir alle g = (q1,--,qm) € xo(Up) C R™ gilt.

Bemerkungen. (a) Offensichtlich folgt (3) aus (1) und (2). Wegen der Linearitét des Diffe-
rentials folgt aus der Injektivitivitdt m < n und aus der Surjektivitdt m > n.

(b) Ist Dp(p) bijektiv und Uy wie in (3) gewéhlt, so ist insbesondere ¢ : Uy — ¢(Up) ein
C*-Diffeomorphismus.

(c) Obiger Satz kann auch als nichtlineare Verallgemeinerung des folgenden wohlbekannten
und einfach zu beweisenden Satzes aus der linearen Algebra aufgefasst werden. Ist zum
Beispiel ¢ : R™ — R"™ eine injektive lineare Abbildung, so existieren bijektive lineare
Abbildungen zg : R™ — R™ und gy : R™ — R" mit

yoo(poxo_l(qla"'7QM):(q17”’7qmao7”’70)’

Entsprechendes gilt, falls ¢ surjektiv bzw. bijektiv ist.
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Beweis. Wir werden nur die Aussage (1) beweisen. Seien zunéchst (z,U) und (y, V') Karten
mit p € U und ¢(U) C V und z(p) = 0 € R™ und y(¢(p)) = 0 € R™. Nach Annahme ist die

Abbildung
= Yoo x_l

auf z(U) k-mal stetig differenzierbar, und das Differential D (0) : R™ — R™ ist in 0 = z(p) €
x(U) injektiv. Insbesondere hat D1)(0) den Rang m. Durch Vertauschung der Komponenten
der Karte y konnen wir erreichen, dass die Matrix

i )
0 = A
(E?xj( ) 1<i,j<m

Rang m hat und somit invertierbar ist.

N™ v
%) = 1(0)
Yy
q,
| 2(U) ¥(q) (V)
¢ - )
»

Mm

¥
Rr—m ¢_1
Wi /Q5
-
) ) R™
q

Abbildung 1.10:



1.2. DIFFERENZIERBARE ABBILDUNG UND IHR DIFFERENTIAL 19

Erweitere die Abbildung v auf folgende Weise: Betrachte
¢:x(U)x R"™™ = R"
mit
$(a:m) =)+ 0 0o nom).

Dann gilt:
A 0 n n

D¢(0):< . id > R" — R
ist invertierbar, da die Spalten linear unabhéngig sind. Dann folgt aus dem inversen Funk-
tionentheorem: es gibt offene Umgebungen Wi, W5 von 0 € R™ mit W7 C z(U) x R*™™
und Wy C y(V), so dass ¢ : Wi — Wa ein C*- Diffeomorphismus ist. Dann definiere neue
Karten (yo, Vo) mit yo := ¢! oy auf Vo = y~1(Ws) C V und (z9,Up) mit z¢ = x|y,, wobei
Uo=2"1({q € 2(U) | (¢,0) € W1}). Dann folgt:

Yoo oxy (g, qm)=¢ ‘oyopoxr g, .., qmn)

:¢_1(71Z)(Q17"'7qm)) = (q1,---,qm,07---,0)-

Teil (2) kann mit dhnlichen Argumenten bewiesen werden. Er sei daher als Ubung iiberlassen.
O

Definition 1.2.7. Es seien M™ sowie N Mannigfaltigkeiten und ¢ : M™ — N" eine C*-
Abbildung. Dann heifit ¢ Immersion, falls Do (p) : T,M™ — T, N"™ fiir alle p € M™ injektiv
ist.

Eine Immersion ¢ heifit Einbettung, falls ¢ : M™ — ¢o(M™) ein Homdomorphismus ist, wobei
©(M™) C N™ die Relativtopologie trégt.

Lokal ist jede Immersion eine Einbettung. Aus Satz 1.2.6 folgt sogar

Korollar 1.2.8. Sei ¢ : M™ — N™ eine C*- Abbildung und Do(p) : T,M™ — T,N™ injektiv
fiir ein p € M™. Dann ezxistiert eine offene Umgebung Uy von p, so dass ¢ : Uy — N eine
FEinbettung ist.

Beweis. Wihle Karten (Up, z9) und (Vp, yo) wie in Satz 1.2.6, so ist ) = yoowoznal :x20(Up) —
xo(U()) x 0 C R™ mit

w(QM---’(Jm):(Q1a-~=Qm7O=~-7O) ERn

eine Einbettung. Dann ist ¢ = gy, Yoyomxg : Uy — N ebenfalls eine Einbettung, denn
@ : Uy top(Up) ist ein Homdomorphismus. O

Bemerkung. Man kénnte vermuten, dass jede injektive Immersion ¢ : M™ — N™ schon
eine Einbettung sein muss. Dies ist jedoch nicht der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel. Die Abbildung ¢ : (a,b) — R? in Bild 1.11 ist eine Immersion, aber keine Ein-
bettung, denn (U) ist nicht offen in ¢(a,b): es existiert keine in R? offene Menge V mit
p(U) =V Ne(a,b).

Eine wichtige Eigenschaft von Einbettungen beschreibt das folgende Korollar.
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N? = R?

M"' = (a,b) T
¢(a,b)

—_
4
<
<

Abbildung 1.11:

Korollar 1.2.9. Sei ¢ : M™ — N" eine CF-Einbettung. Dann ist o(M™) eine m-
dimensionale C* - Untermannigfaltigkeit von N™.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir jedes p € p(M™) eine Karte (y,V) mit p € V existiert, so
dass
y(VNneM™)) =R" x {0t Nny(V).

Wegen Satz 1.2.6 existieren Karten (g, Up) mit ¢! (p) € Uy und (yo, Vo) mit p(Up) C Vp, so
dass

yoopoxy':xo(Us) = yo(e(Up)) C R™ x {0}

mit yg o ¢ o xgl(ql, cesqm) = (@1, 1qm,0,...,0). Da ¢ eine Einbettung ist, ist ¢(Uy) offen
in p(M™), d.h. es existiert eine offene Menge V' C N™ mit ¢(Uy) = V N o(M™). Wegen
©(Ug) C Vp kénnen wir V' C Vj annehmen. Ferner kénnen wir annehmen, dass V' von der
Form V = yy H(W) ist mit yo((Up)) = W N (R™ x {0}) (sonst verkleinere V). Dann gilt

Yo(V Np(M™)) = yo(p(Up)) = W N (R™ x {0}) = yo(V) N (R™ x {0}).

Dann ist (y, V) mit y = Yo, die verlangte Karte. (siehe Abbildung 1.12). O

Ubung. Seien M™ und N C*-Mannigfaltigkeiten mit A™ C N™. Dann gilt: Die Inklusion
i: M™ — N™mit i(p) := p ist genau dann eine Einbettung, wenn M™ eine Untermannigfal-
tigkeit von N™ ist.

Definition 1.2.10. Sei ¢ : M™ — N eine C*-Abbildung, so heifit ¢ € N™ ein regulirer
Wert, falls fiir alle p € ¢~1(g) das Differential Dy(p) : T,M™ — T,N™ surjektiv ist.

Ein weiteres Korollar aus Satz 1.2.6 und eine Verallgemeinerung von Lemma 1.1.4 ist

Korollar 1.2.11. Sei ¢ : M™ — N eine C* -Abbildung und q € N™ ein regulirer Wert, so
ist ~1(q) eine (m-n)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M™, falls o~'(q) # 0.

Beweis. Der einfache Beweis sei als Ubung iiberlassen. Er ist analog zum Beweis von Korollar
1.2.9. O

Ist jeder Punkt in N™ ein regulidrer Wert, so spricht man von einer Submersion.
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N’n
Vo

Yo

Y0(Vo)

\ - Yol(p(o))

Abbildung 1.12:

Definition 1.2.12. Seien M™, N" differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Fine differenzierbare
Abbildung ¢ : M™ — N™ heiflt Submersion, falls Do(p) : T,M™ — T, N™ fiir alle p € M™
surjektiv ist.

Bemerkung. Ist ¢ Submersion, so ist also das Urbild (Faser) eines jeden Punktes in ¢(M™)
eine Untermannigfaltigkeit in M™. Wegen Satz 1.2.6 sieht lokal eine Submersion wie eine
lineare Projektion aus.
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1.3 Tangentialbiindel und Vektorfelder

Definition 1.3.1. Sei M eine C*- Mannigfaltigkeit. Das Tangentialbiindel TM ist die Ver-
einigung der Tangentialrdume, d.h.

™ = | J T,M.
peEM
Ist v € T,M, so heifit p der Fufipunkt von v. Die Abbildung 7 : TM — M, die jedem v € TM
den Fuflpunkt p € M zuordnet, heifit kanonische Projektion. Ist U eine Teilmenge von M, so

setze
TU = | T,M.
peU

Bemerkungen. (a) 7'M kann man sich als Menge von Vektorrdumen vorstellen, die tiber
M parametrisiert sind (siehe Abbildung 1.13). Anstelle einer Vereinigung von Tangen-

T,M

Abbildung 1.13:

tialrtdumen 7T, M kann man auch Vereinigungen anderer Familien von Vektorrdumen
tiber M betrachten (z.B. TyM, T,M ® T;,M). Dies ist u.a. Bestandteil der Theorie der
Vektorraumbdiindel.

(b) Ist M = R", so kénnen wir 7T,,R" in kanonischer Weise mit {p} x R" identifizieren:
Denn nehmen wir als Karte des R"™ die Identitéit = := id : R™ — R", so gilt fiir

0
: D(R™ R
92: 1, (R",p) —
0 d
= = le;) =: s €4 )
oz, p(f) o tzof(er ei) = (p,e)(f)
wobei e; = (0,...0,1,0...,0) den i-ten kanonischen Einheitsvektor (1 an der i-ten

Stelle) des R™ bezeichnet. Damit ist die Identifikation % = (p,e;). gerechtfertigt.
“lp

Setzen wir diese Identifikation linear fort, so erhalten wir

)
25%

= (pvglw" 7£n)

p

Insbesondere folgt:
TR" = | T,R" =~ R" x R"
peR™
sowie

TU =2U x R"
fir alle Teilmengen U des R™.
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Ist f : M — N eine differenzierbare Abbildung, so induziert das Differential von f eine

Abbildung
Tf:TM —- TN

durch
Tf(v) == Df (raa(o))o.
Insbesondere ist das Diagramm

Tf
TM ——TN

™™ TN

f

M —— N
kommutativ, d.h. 7y o T f = f o mpy.

e Sind M, N,O Mannigfaltigkeiten und f : M — N und g : N — O differenzierbare
Abbildungen, so folgt aus der Kettenregel

TgoTf="T(go f),
denn

TgoTf(v) = Tg(Df(mm(v))v) = Dg(an(Df(ma(v))v)))Df(ma(v))v
= Dg(f(mm(v))Df(mar(v))v = D(go f)(ma(v))v
= T(gofv

e Ist f ein Diffeomorphismus (d.h. f ist bijektiv und f und f~! sind differenzierbar), so
ist Tf:TM — TN invertierbar mit (T'f)~! = Tf~!, denn

T(f HoTf=T(ftof)=T(d)=id
o Ist (z,U) eine Karte fiir M, so ist
z:U—=zU)CR"
ein Diffeomorphismus und definiert daher eine bijektive Abbildung
Tz :TU —» Tx(U) =2 z(U) x R"
mit
Tx(v) = Dx(mpr(v))v.

n
Ist also v = E&% mit p € U, so ist
i=1 “Ip

Tx(v) = (x(p),&15---,&n), (1.3)

denn aus der Definition des Differentials in Satz 1.2.4 und aus der Definition von a?ﬂ

(Bemerkung (b) nach Definition 1.2.2) folgt fiir f € D(R", z(p)):

9 9
axi N &Tz

tlp

(11 0
€T =

| L= @®)e) ().

z(p)

(f)

p

fo

p

Dz(p)
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Ug

Abbildung 1.14:

Satz 1.3.2. Sei M"™ eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit Atlas
Ay = {(zq,Uq) | € T}.
Dann ist TM™ eine 2n-dimensionale C*~1-Mannigfaltigkeit mit einem Atlas
Arpymn = {(Txa,TU, )| € T}
Dabei ist die Topologie auf TM so definiert, dass die Karten
Tzy :TU, — x(Uy) x R"
zu Homoomorphismen werden.

Bemerkung. Dies definiert eine eindeutig bestimmte Topologie auf T'M.

Beweis. Zu zeigen bleibt, dass die Kartenwechsel differenzierbar sind. Hierzu seien Karten
(a,Uy) und (zg,Ug) mit U, NUp # O gegeben. Die entsprechenden Karten in Appn seien
durch Tz, : TUy — 24(Us) x R" und Tz : TUg — x3(Us) x R™ gegeben. Damit ist

TrgoTxy : 20 (Us NUg) x R — 25Uy NU) x R™
wie folgt gegeben:

Tago Ty (u,€) = T(xgoay')(u,€) = (25025 (u), D(zg 0 z5") (w)€)

Diese Abbildung ist ein C*~!-Diffeomorphismus, da xg o z; " ein C*-Diffeomorphismus ist.
O
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Im Folgenden nehmen wir an, dass alle Mannigfaltigkeiten und somit ihre Tangentialbiindel
C™° - Mannigfaltigkeiten sind.

Die wichtigsten Abbildungen von Mannigfaltigkeiten in ihre Tangentialbiindel sind Vektorfel-
der.

Definition 1.3.3. Sei M eine Mannigfaltigkeit und (7w, TM) das zugehorige Tangenti-
albiindel. Eine unendlich oft differenzierbare Abbildung X : M — TM heifit Vektorfeld,
falls To X =id : M — M, d.h. falls X(p) € T, M fiir alle p € M. Die Menge der Vektorfelder
bezeichnen wir mit I'(T'M).

Bemerkungen.

1. Ein Vektorfeld nennt man manchmal auch einen Schnitt in 7'M (siehe Abbildung 1.15).
Die Menge der Vektorfelder I'(T'M) bilden einen Vektorraum.

T,M

X)) /[ x

M

Abbildung 1.15:

2. Ist X : M — T'M ein Vektorfeld und (x,U) eine Karte, so gilt fiir p € U

X(p)=> &p) ai,
i=1 ¢

p

mit gewissen Funktionen &; : U — R, ¢ € {1,...,n}. Beziiglich der Karten (T'z,TU)
und (z,U) ist X gegeben durch

TroXox ':z(U)— z(U) x R"

mit

TroXor(u)=Ta 3 o () 2 (wgr0a (), oa (w)
x:1 1 axl m*l(u) 7 ) SN *

Daher ist X genau dann differenzierbar, falls die Funktionen &1, ..., &, differenzierbar

sind.

3. Ist X ein Vektorfeld auf M, so induziert X eine R-lineare Abbildung X : C*°(M) —
€ (M) durch X(f)(p) := X(p)(f)-
Die Linearitét von X ist offensichtlich. Auflerdem ist X(f) € C°°(M) fiir jedes f €

C*®(M), denn ist (z,U) eine Karte, so ist X fiir p € U durch X(p) = > §i(p)%
i=1 “lp
gegeben und es ergibt sich:

X)) = Y &)
i=1 ¢

) =D 6o f 0 el
i=1 ¢
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Ferner definiert X eine Derivation auf C*°(M), d.h. X : C*°(M) — C*°(M) ist R-linear
und es gilt die folgende Produktregel:

X(f-9)p) = f(p)- X(9)(p) + X(f)(p) - 9(p)

Wie wir bald sehen werden, entspricht auch jeder Derivation ein Vektorfeld (vgl. Satz
1.3.10).

Beispiele. (a) Ist M = R", so ist TR™ = R" x R", und X (u) = (u,{(u)) definiert ein
Vektorfeld auf R™. Oft ld8t man dabei den FuBpunkt weg und schreibt X (u) = £(u).
Wie oben gezeigt, sieht lokal jedes Vektorfeld so aus.

(b) Ist M = 8™, so ist T,5" = {v € R""|v L p}, und ein Vektorfeld auf S™ ist eine
Abbildung X : S — R""! mit X(p) L p. Von Wichtigkeit ist die Frage, ob das
Tangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit ein Vektorfeld ohne Nullstellen zulésst. Ein
solches Vektorfeld zu besitzen oder nicht zu besitzen ist eine globale Eigenschaft der
Mannigfaltigkeit und wird in der Differentialtopologie genauer untersucht. Zum Beispiel
existiert kein Vektorfeld X auf S? (selbst kein stetiges Vektorfeld) mit X (p) # 0 fiir alle
p € S? (“Satz vom Igel”). Hingegen ist auf S%*~1 fiir k € IN\{0} mit

(xhyla s 7xk7yk) — (_ylygjl) —Y2,22,..., _ykyxk)

ein differenzierbares Vektorfeld ohne Nullstellen gegeben. Das Vektorfeld ist tangential
zur sogenannten Hopflaserung.

(¢c) Ein Tangentialbiindel T'M™ heifit t¢rivial oder parallelisierbar, falls n Vektorfelder
Xi,...,X, existieren, so dass fiur alle p € M™ die X1(p),...,Xn(p) € T,M linear
unabhéingig sind. Diese konnen daher insbesondere keine Nullstellen besitzen. Man be-
achte, dass aufgrund der durch die Karten induzierten Basisvektorfelder lokal jedes
Tangentialbiindel trivial ist. Die Trivialitdt des Tangentialbiindels ist eine sehr starke
globale Eigenschaft von Mannigfaltigkeiten, die hochst selten gegeben ist. Man kann
zum Beispiel zeigen, dass T'S™ nur fiir n € {1,3,7} trivial ist (J. Adams, 1962). Ist
TM™ trivial, so sind TM™ und M x R™ diffeomorph. Denn sind Xi,..., X, globale
Basisfelder auf M, so ist F': TM™ — M x R™ mit

F) = (mp(v),a1(v),...,a,(v)) fiir v = Zai(v)Xi(ﬂM(v))
i=1

ein Diffeomorphismus.

Jedes Vektorfeld definiert eine gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung. Thre Losungen
heiflen Integralkurven.

Definition 1.3.4. Sei X ein Vektorfeld auf der Mannigfaltigkeit M. Eine auf einem offenen
Intervall I definierte Kurve ¢ : I — M heifit Integralkurve (oder Trajektorie) von X, falls

¢(t) = X oe(t),

fiir alle t € I gilt. Mit anderen Worten: das Vektorfeld X stimmt lings ¢ mit der Tangential-
kurve von c¢ iiberein (siche Abbildung 1.16).
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Abbildung 1.16:

Bemerkung. In lokalen Koordinaten bedeutet dies das Folgende:
Sei x: U — x(U) =V C R" eine Karte, X ein Vektorfeld und ¢ : I — M eine Kurve mit
c(I) C U, so gelten die lokalen Darstellungen

" 0
X(p) =) &p)—|,
iZZ; Oz p
sowie N
o) = Y wrocl) |
i=1 Tile(r)
Damit ist

¢(t) = X oc(t)

dquivalent zu

& 0
— Z & oc(t) o7,

> wioc(t)
i—1 z; e(t) =1

Dies wiederum ist gleichbedeutend mit

wobei £ = (&1,...,&,) : U — R™. Setzen wir E=¢ox ':V - R" und a(t) = zoec(t), so
erhalten wir auf V' C R™ die gewthnliche Differentialgleichung
a(t) = (a(t). (1.4)

Ist umgekehrt a : I — x(U) eine Losung von (1.4), so ist c(t) = 7!

X =Y &2 mit£=Eou.
i=1 !

o a Integralkurve von

Satz 1.3.5 (Picard-Lindelsf). (lokale Lisbarkeit von gewdhnlichen Differentialgleichungen)
Sei V. C R™ eine offene Menge und F : V — R"™ eine differenzierbare Abbildung. Dann
besitzt die gewdhnliche Differentialgleichung
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zu jedem Anfangswert a(ty) = u € V' eine Losung, d.h. es existiert ein offenes Intervall I 5 t
und eine differenzierbare Kurve o : I — V mit a(ty) = u, so dass &(t) = F(«(t)). Diese
Lésung ist im folgenden Sinne eindeutig. Ist 5 : J — V eine zweite Losung der Gleichung

B(t) = F(B(t)) mit B(to) = u, so ist f(t) = «(t) firte INJ.

Aus dem Satz von Picard-Lindeldf und aus der obigen Diskussion ergeben sich folgende Ei-
genschaften der Integralkurven auf Mannigfaltigkeiten:

Satz 1.3.6. Se: X ein Vektorfeld auf M und p € M. Dann existiert genau ein offenes
Intervall I, mit 0 € I, sowie genau eine differenzierbare Kurve ¢, : I, — M mit ¢,(0) = p
und ¢,(t) = X(cp(t)), so dass gilt: Ist & : I — M eine weitere Kurve mit ¢0) = p und
&(t) = X(é(t)), so gilt I C I, und &(t) = c,(t) fir allet € 1.

Beweis. Die Existenz lokaler Losungen folgt aus dem Satz von Picard-Lindelof und aus der

Bemerkung nach Definition 1.3.4. Sind ¢; : Iy — M und ¢s : Is — M zwei solcher Losungen,
so stimmen sie auf I1 N I {iberein: Betrachte die Menge

L= {t eliNliy | Cl(t) = Cg(t)}

der Parameter mit Ubereinstimmung. Zu zeigen ist L = I; N Io. L ist abgeschlossen, aber
auch offen, denn fiir ¢ € L sind die Einschrinkungen c1, co auf eine kleine Umgebung von ¢t
lokale Losungen, die nach Picard-Lindelof iibereinstimmen miissen.

Sei nun I, die Vereinigung aller Intervalle, auf denen eine Losung durch p existiert. Definiere
cp(t),t € I, als den Wert einer beliebigen Losung. Dies ist, wie gesehen, wohldefiniert und
erklart eine Losung von

(1) = X(ep(t))-
Die Maximalitdt von ¢, folgt aus der Konstruktion. O

Bemerkung. Insbesondere lésst sich die Losung ¢, : I, = M der gewohnlichen Differential-
gleichung iiber I, hinaus nicht fortsetzen.

Korollar 1.3.7. Die offenen Intervalle {Ip}pcns sind von der Form I, = (ap,b,) mit a, < 0
und b, > 0 und haben die folgende Eigenschaft: Ist ty € (ap,by), so ist
Icp(to) = (ap — t(], bp — to),
und es gilt
Cey(to) (1) = ¢p(t + to)

fir alle t € I, (1) Insbesondere gilt: ist to € Ip, so ist —to € I (1,), und so € I. 1) genau
dann, wenn sg+tg € I,.

Beweis. Ist ¢, : I, = M eine Integralkurve und ¢y € I, dann ist auch a(t) := ¢,(t + o) fiir
alle t mit ¢ + ¢g € I, eine Integralkurve, denn

a(t) = ép(t + to) = X(ep(t +t0)) = X (alt))-

Da «(0) = ¢p(to), folgt aus der Eindeutigkeit der Losung bei vorgegebenen Anfangsbedingun-
gen
Cp(t + tO) = Oé(t) = Ccp(to)(t)
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fiir alle ¢t mit ¢ + to € Ip, d.h. fiir alle t € (a, — to,b, — to). Aus der Maximalitét von I ()
folgt daher, dass I (1) = (@c,(t)s b, (1)) das Intervall (a, —to, b, —to) umfasst. Da somit auch
—to in I, () enthalten ist, folgt mit dem gleichen Argument, dass I, = (ay,b,) das Intervall
(Qcp(to) T t0s be, (1) T to) umfasst, und wir erhalten I ) = (ap — to, by — to). O

Bemerkung. Im Folgenden betrachten wir zu einem Vektorfeld X auf M die Menge
A=) Lx{pycRxM
peEM

und die Abbildung ¢ : A — M definiert durch

@(t,p) == @i(p) = cp(t).

Insbesondere enthilt A die Menge {0} x M, und es ist ¢ die Identitdt idy, auf M. Ist ¢y € I,
und sg € I, (1), so folgt aus obigem Korollar sg +¢9 € I;, und

Pso+to (p) = CP(SO + tO) = Ccp(to)(SO) = Pso ((pto (p)) = Ps © Pty (p)

Ist tg € I, fiir alle p € U C M, so ist —tg € I, (), und die Abbildung ¢, : U — ¢4, (U) ist
bijektiv. Ihre Inverse ist durch ¢_;, gegeben.

Satz 1.3.8. (differenzierbare Abhdngigkeit von Anfangswerten)
Sei X ein Vektorfeld auf M. Dann ist die Menge A offen in R x M, und p : A — M ist eine
C*>®-Abbildung. Wir nennen ¢ : A — M den zu dem Vektorfeld X gehorigen lokalen Fluss.

Beweis. Der Beweis dieser Aussage folgt aus einer verallgemeinerten Version des Satzes von
Picard-Lindeldf. ]

Bemerkungen. (a) Da A offen ist, existiert zu jedem p € M ein € > 0 und eine p ent-
haltende offene Umgebung U C M mit (—¢,e) x U C A. Wegen obiger Bemerkung ist
daher fiir jedes t € (—e,€) die Abbildung ¢; : U — ¢(U) bijektiv und wegen obigen
Satzes ein Diffeomorphismus.

(b) Ist (—e,e) x M C A, soist A =R x M. Denn wére zum Beispiel a, > —o0, so existiert
ein tg € (ap,bp) mit a, —tg > —¢€/2. Dies ist aber ein Widerspruch zu (—e¢,€) C I (1)) =
(ap —to, by — to). Genauso folgt b, = +o0.

¢ —— ) |
to— € ‘ ap to to+e€ by R
to—§

Abbildung 1.17:

(c) Ist A=R x M, soist ¢ : M — M fiir jedes t € R ein Diffeomorphismus, und es gilt

Pi+s(P) = @1 © ps(p)-

In diesem Falle bezeichnet man ¢ als Fluss oder dynamisches System. Es existiert auch
eine algebraische Interpretation dieser Eigenschaft. Bezeichnet man mit

Diff(M) ={f: M — M | f Diffeomorphismus}
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Abbildung 1.18:

die Diffeomorphismengruppe von M (beziiglich der Verkniipfung o von Abbildungen ist
dies eine Gruppe), so ist ¢ : (R,+) — (Diff(M), o) mit ¢ — ¢; ein Homomorphismus.
Man nennt deshalb Fliisse auch Einparametergruppen.

(d) Ist ¢ : A — M ein lokaler Fluss, so kann das erzeugende Vektorfeld durch

d

X)) = 4|_,20)

zuriickgewonnen werden. Man nennt das Vektorfeld X auch den infinitesimalen Erzeuger
des Flusses ¢.

Wir wollen anhand eines elementaren Beispiels illustrieren, wie der Definitionsbereich eines
lokalen Flusses aussehen kann.

Beispiel. Sei M = R. Das Vektorfeld X sei durch X(p) = —p? gegeben. Betrachte die
zugehorige Differentialgleichung

C(t) =Xo C(t) = —C(t)2
Fiir p # 0 ist die Losung ¢, : I, = R mit ¢,(0) = p durch

1
t+

CP(t) = 1

gegeben. Fiir p > 0 ist [, = (—%,oo), und fiir p < 0 ist [, = (—oo,—}—:l)). Ist p = 0, so ist
co(t) = 0 und Iy = R. Also ist der Definitionsbereich des lokalen Flusses durch

A= {U (=00 x phU{B x 00} U{J (=00, =) x p).

p>0 p<0
Insbesondere wird A durch die Hyperbeléste von —% berandet (sieche Abbildung 1.18).

Auf manchen Mannigfaltigkeiten induziert jedes Vektorfeld einen global definierten Fluss.



1.3. TANGENTIALBUNDEL UND VEKTORFELDER 31

Satz 1.3.9. Sei X ein Vektorfeld auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M. Dann erzeugt X
einen Fluss auf M.

Beweis. Sei ¢ : A — M der zu dem Vektorfeld X gehorige lokale Fluss. Da A C R x M offen
ist und {0} x M enthélt, existiert zu jedem (0,p) € R x M eine offene Umgebung U, von p und
ein offenes Intervall (—e,, €,) mit €, > 0, so dass (—ep, €p) X U, C A. Da nach Definition die
offenen Umgebungen U, eine Uberdeckung von M darstellen, existiert wegen der Kompaktheit
von M eine endliche Teiliiberdeckung Uy, ,...,Up, . Ist p € U, so ist (—¢€p,, €p,) C I,. Wihlen
wir € als das Minimum der €, so ist (—¢,€) C I, fiir alle p € M, und nach Definition von A
enthilt A die Menge (—e¢,€) x M. Wegen obiger Bemerkung (b) ist daher A =R x M. O

Nun zeigen wir, dass Vektorfelder sich durch ihre derivative Eigenschaft charakterisieren las-
sen. Dies wird bei der Definition der Lieklammer niitzlich sein.

Satz 1.3.10. (Charakterisierung von Vektorfeldern)
Sei 6 : C°(M) — C>®(M) eine R-lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(a) Es gibt ein X € T(TM) mit X(f)(p) := X(p)(f) =0f(p).
(b) 0 ist eine Derivation, d.h.
o(f - 9)(p) = f(p)dg(p) + 9(p)of (p)-

Beweis. Die Implikation (a) = (b) sei als Ubung iiberlassen. Fiir den Beweis der umgekehrten
Implikation betrachte nun eine Derivation 6 : C*°(M) — C°°(M). Wir gehen in folgenden
Schritten vor.

Schritt 1: Wir zeigen zunéchst, dass § ein lokaler Operator ist, d.h. ist p € M und f, f € C®(M)
mit f|y = f|y fiir eine offene Umgebung U von p, so folgt: 6f(p) = 0f(p).
Beweis. Indem man f — f betrachtet, geniigt es zu zeigen: Ist p € U, U offen und
f e C®(M) mit fly =0, so folgt f(p) = 0. Wihle eine Funktion g € C*°(M) mit
g(x) =1, falls x € M\ U und g(p) =2 (Warum ezistiert eine solche Funktion?). Dann
gilt f-g=f und

of(p) =46(f-g)(p) =df(p)-g(p) +dg(p) - f(p) =20f(p)

Schritt 2: Es gilt: 6(1)(p) = 0 fir alle p € M, denn 6(1)(p) = 6(1-1)(p) = 26(1)(p). Ist c € R, so
folgt daher 6(c)(p) = c-6(1)(p) = 0.

Schritt 3: Sei p € M und (x,U) eine Karte mit p € U, x(p) =0 und
z(U) = B(0,e) = {x € R" | ||z|| < €}.

Dann folgt

25 517@ al‘l (f)

fir alle f € C>*(M). Definiere X (p) € TpM durch

Z d(zi)( 8113@
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Dann gilt X (p)(f) = 0f(p) und da p beliebig folgt (a).
Beweis. Sei g € C*°(B(0,€)). Dann folgt fiir u € B(0,€)

1
t
/dt ut)
=1 9

Sei f € C®(M), so folgt fir g = fox™! und alle u € 2(U) = B(0,¢):

n 1 —
fox=tu) = f(p)+ Zuz / afaoiufl(ut)dt.

Ist ¢ = 271 (u), so folgt

+Z:cz / 0L aar

0

Wir wenden nun die Derivation & auf beide Seiten an. Die rechte Seite ist zwar nur auf
U definiert, aber da wegen Schritt 1 § ein lokaler Operator ist, ist die Anwendung auf
die rechte Seite wohldefiniert. Aus Schritt 2 folgt dann unter Verwendung von x(p) =0

n 1 Ox_l
1) = Z(s(a:i)(p)- / Wa—mm)dt

1.4 Lieklammer

Eine wichtige Verkniipfung auf dem Raum der Vektorfelder ist die Lieklammer. Seien X,Y
Vektorfelder, so ist XY : C°°(M) — C*°(M) mit XY (f)(p) := X (Y f)(p) eine R-lineare
Abbildung, aber keine Derivation, sondern ein ”Operator” 2. Ordnung. Uberraschenderweise
gilt aber der folgende Satz:

Satz 1.4.1. Sind X, Y Vektorfelder auf M, so ist [X,Y]: C*®(M) — C°(M) mit [X,Y](f) =
(XY —YX)(f) eine Derivation und somz’t ein Vektorfeld.

Sind X(p) = 3 aj(p) - , und Y(p) = z bi(p) g o , die lokalen Darstellungen von X und

ox; Oz
j=1
Y beziiglich einer Karte (x,U), so folgt:
- 0
[X,Y](p) = D (X () () = Y(a) () 5| -
= Oxj |,

Das Vektorfeld [X,Y] heifit Liesches Klammerprodukt bzw. Lieklammer.
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Beweis. [X,Y] ist eine Derivation, denn

(X Y](f-9) = (XY -YX)(f-9)=X(fY(9)+9Y(f) —Y(fX(9) +9X(f))
= fXY(9)+X(f)Y(9) + X (9)Y (f) +9XY(f)
=Y (f)X(9) — fYX(g9) - Y(9)X(f) — 9gY X(f)
= f(XY -YX)(g) +9(XY - YX)(f)
= fIX,Y](g) + g[X, Y](f).

Sei (z,U) eine Karte, so gilt

X, Y]() =3 es0)
j=1 Jip
mit
¢j(p) = [X,Y](z;)(p) = (XY =Y X)(z;)(p)
= X(Y(z5))(p) = Y(X(z;))(p) = X(b;)(p) — Y(a;)(p)
falls X = i%’% und Y = ibj%- O
j=1 ! j=1 !

Satz 1.4.2. Die Lieklammer [, ] : T(TM) x T(TM) — T'(TM) definiert eine bilineare und
schiefsymmetrische Abbildung. Dariberhinaus gilt fir alle X,Y,Z € T'(T M)

(a) die Jacobiidentitit, d.h. es ergibt sich
(X, [Y, Z]] + [V, [2, X]] + [2,[X, Y]] = 0
bei zyklischer Vertauschung.

(b) fir alle f € C*°(M) gilt
(X, fY] = fIX, Y]+ X()Y.

Beweis. Die Bilinearitdt und Schiefsymmetrie ist direkte Konsequenz der Definition. Die Ei-
genschaften (a) und (b) iiberpriift man durch Nachrechnen. O

Definition 1.4.3. Ist V ein Vektorraum und [,] : V x V. — V eine schiefsymmetrische
und bilineare Abbildung, die die Jacobiidentitéit erfiillt, so nennt man das Paar (V,[, ]) eine
Liealgebra.

Weitere Beispiele von Liealgebren sind neben den Vektorfeldern:
Beispiele. (a) V =R? [v,w] =v x w (Kreuzprodukt).
(b) V.=M(n,R), [A,B]=AB— BA.

Lemma 1.4.4. Sei o : M — N ein Diffeomorphismus. Dann induziert ¢ eine lineare Abbil-
dung o« : I'(TM) — T'(TN) durch

(9 X)(q) = D™ (0)) X (¢ (a))

Ist f € C®(N), so gilt:
(L X)(f)(q) = X(fo o) (q)) (1.5)
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M N

Do(p~(q))

Abbildung 1.19:

Beweis. Da ¢, X (q) € TN fiir alle ¢ € N und die Abbildung ¢ — ¢.X(¢) differenzierbar ist,
ist ., X € T'(T'N). Die Linearitéit von ¢, folgt aus der Linearitét des Differentials.
Sei f € C*°(N), so folgt

(2 X)(F)(q) = X (q)(f) = Do (@) X (0" (@) (f)

DX @) (fow) = X(Fop) o (a))
0

Satz 1.4.5. Seien M, N Mannigfaltigkeiten und @ : M — N ein Diffeomorphismus. Dann
ist ox : T(TM) — T'(TN) ein Liealgebrahomomorphismus, d.h. @, ist linear und es gilt

fir alle X, Y e T'(TM).

Beweis. Aus der Definition der Lieklammer folgt unter Benutzung von (1.5)

[ X0 YI() @) = X (@Y (F))(9) — oY (02 X (f))(0)
XY (f)op)(e™ 1(Q)) Y (0. X(f) o)™ (@)
1

= XY (fo)(e (@)~ Y(X(fop)y™(a)
= (XY -YX)(fop)v ' (2)
= e[X,Y]()(a)-

O

Man kann die Lieklammer auch mit Hilfe lokaler Fliisse beschreiben. Dazu benétigen wir den
Begriff der Lieableitung.

Definition 1.4.6. Seien X,Y Vektorfelder und ¢ : A — M der durch X induzierte lokale
Fluss mit ¢(t,p) = ¢¢(p). Betrachte fiir (¢,p) € A den Vektor

(0—0)+Y (p) = Do_i(¢:(p))(Y (@i (p))) € T,M
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(0—1)+Y (p)

X(p) Y (¢:(p))

ot(p)

Abbildung 1.20:

Dann heif3t das Vektorfeld

LxY () = | Deod) (Y (i) € Ty

die Lieableitung von Y in Richtung X.

Satz 1.4.7. Seien X,Y Vektorfelder auf M und ¢ : A — M der zu X und  : B — M der
zu'Y gehorige lokale Fluss. Dann gilt:

(a) LxY(p) = [X,Y](p) fir alle p € M.
(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) [X,Y](p) =0 fir allep € M.
(ii) pibs(p) = Yspr(p) fiir alle t, s, p, fiir die beide Seiten definiert sind.

Beweis. (a) Seien X,Y Vektorfelder auf M und ¢ : A — M, ¢ : B — M die zugehorigen
lokale Fliisse. Dann gilt:

d
LxY(p) = p

t_ODQD—t(‘pt () (Y (e:(p)))-

Sei f € C*(M), so folgt

LYW = g Do) (Y () ()
_ Y(ei(p)f o ot) = Y(D)(f)
= 3 t:oy(%(p))(f °p-¢) = lim ”
iyt (L2527 L ) 1y D) = 0100

= lim Y (o (p)) <fo“07;t_f> + XY (f)(p)-

t—0

Betrachte die C'*°- Funktion a : A — R, definiert durch die Taylorreihe

fow_i(q) = fla) —tX fq) + tPa(—t,q).
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Dann folgt
fing ¥ ) (L2252 ) = g ¥ (o) (X1 + a1,

= Y (p)(X[) + lim Y (¢i(p))(a(-t,.)) = =Y (X f)(p).
Damit erhalten wir

LxY(p)f = -YX(f)(p) + XY (f)(p) = (XY =Y X)f(p) = [X,Y](f)(p)

Fiir festes t € (—¢, €) definiert hl(p) = p_tthsp¢(p) einen lokalen Fluf, denn

he sy (D) = ©—tthsi1520(D) = P—iths, Prio—1hsy 00 (p) = Rl L, (p)

Der Flul k! wird von dem Vektorfeld
d

s he(p) = Do—t(2:(p))Y (01(p))

s=0

erzeugt. Ist p0s(p) = Ysee(p), so folgt

d

Deoi(pe(p))Y (pe(p)) = | hs(p) = | ¥s(p) =Y (p)

s=0 ds =

und daher

X.YI0) = LxY ) = G| De-de)Y (u(n) =0

Ist [X,Y](p) = 0 fiir alle p € M, so betrachte Z(t) = Do_+(p:(p))Y (¢(p)) € T,M. Die
Kurve t — Z(t) ist konstant, denn

%tZtODw—t(%(p))Y(cpt(p)) = %tZOD(p_tO_t((pt0+t(p))Y((pt(‘0to(p))

_ % D(p—ty 0 0-1)(01044(D)Y (2101, (P))
t=0
d

= dt t_OD‘P—to (et (P)) Do—t(preor, (p)Y (wrepr, (D))

= De-ulpul) | De-dleipu)¥ (wrgu()

= Do—t,(¢1, () ([ X, Y](¢1,(p))) = 0.

Also folgt Z(t) = Z(0) = Y(p), und somit gilt fiir alle s, ¢, p, fiir die s(p) sowie h’(p)
definiert sind
dal

7 s:th(p) =Y(p).

Damit stimmen fiir jedes gegeben t die infinitesimalen Erzeuger der Fliisse hl und 1)
iiberein und wir erhalten

@ 1spr(p) = hi(p) = ¥s(p).



Kapitel 2

Riemannsche Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel kommen wir zum fundamentalen Begriff der Differentialgeometrie, namlich
dem Begriff der Riemannschen Metrik. Mit der Wahl einer Riemannschen Metrik auf einer
Mannigfaltigkeit wird diese zu einem geometrischen Objekt. Die Riemannsche Metrik erlaubt,
ahnlich wie in Euklidischen Vektorraumen (Vektorrdume mit Skalarprodukt), das Messen von
Winkeln, die Bestimmung der Lingen von Kurven, das Berechnen der Kriimmung und vieles
mehr.

2.1 Riemannsche Metrik

Definition 2.1.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine Riemannsche Metrik g = {gp}pens ist
eine Familie von Skalarprodukten
gp : TyM x T,M — R,

so dass fiir alle differenzierbaren Vektorfelder X,Y : M — TM die Abbildung f : M — R
mit

f(p) = gp(X(p),Y(p))

differenzierbar ist. Kine Mannigfaltigkeit M mit einer Riemannschen Metrik heifit Riemann-
sche Mannigfaltigkeit.

Bemerkungen. (a) Ist A ein Atlas von M, so ist g genau dann differenzierbar, wenn fiir
alle Karten (z,U) € A die Abbildungen
p)

(b) Manchmal schreiben wir auch (, ) statt g und (, ), statt g,.

0

0
gij(p) = 0p <8—w

)
P E?xj

auf U differenzierbar sind.

(c) In der Relativitétstheorie betrachtet man auch indefinite Formen auf Mannigfaltigkei-
ten, z.B. (z,y) = Z?:l z;y; — 2494 auf dem R* (Lorentzmetrik).

Jeder Euklidische Vektorraum (V,( , )) mit einem Skalarprodukt ( , ) definiert eine Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. Insbesondere werden wir den R mit dem Standardskalarprodukt
(z,y) = >, x;y; betrachten. Eine umfangreiche Beispielklasse von Riemannschen Metriken
erhélt man wie folgt:

37
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Satz 2.1.2. Es sei M eine Mannigfaltigkeit, (N, h) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und
¢ : M — N eine Immersion. Dann induziert (N, h) mittels ¢ eine Metrik g auf M durch

9p(v, ) 1= hy ) (Dp(p)v, Dp(p)w).

Die Metrik g nennt man auch die durch ¢ auf M zuriickgeholte Metrik h (pullback metric).
Wir bezeichnen sie auch mit ¢*h. Die Abbildung ¢ : (M, g) — (N, h) nennen wir isometrische
Immersion.

M

Abbildung 2.1:

Beweis. Fiir jedes p € M ist g, wegen der Linearitét und Injektivitit des Differentials Dp(p) :
TpyM — T, N bilinear und positiv definit. Die Symmetrie folgt aus der Symmetrie von h.
AuBerdem ist g differenzierbar, denn ist (z,U) eine Karte von M, (y,V') eine Karte von N
mit ¢(U) C V und

0 " 0
Dep(p) = ai(p)5—|
Iz |, ; i ©(p)
So ist
0 0 _ 0 - 0
i (| | ) = o (S| S| )
Oxi |, Oxj,, o kzzl Py ¢(p) 12:; i ©(p)
differenzierbar auf U. O

Bemerkung. Ist insbesondere M C N eine Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit (N, h), so ist die Inklusion ¢ : M — N eine Einbettung, und wir kénnen fiir jedes
p € M den Tangentialraum 7,M als Teilmenge von T, N auffassen. Die auf M durch (N, h)
induzierte Metrik ist durch
gp(’u’ w) = hp(v’ w)

fir v,w € T,M gegeben. Wir nennen dann ¢ : (M, g) — (N, h) eine isometrische Einbettung.
Betrachtet man zum Beispiel m-dimensionale Untermannigfaltigkeiten M™ C R™ des R™ mit
dem Standardskalarprodukt ( - ), so nennen wir

gp(’u’ w) = <’U’ w>

die durch den R™ auf M induzierte Metrik. Diese Metriken sind fiir Flichen im R? in der
Vorlesung “Kurven und Flachen” intensiv studiert worden.
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Weitere Riemannsche Metriken erhalten wir durch Addition Riemannscher Metriken und
Multiplikation mit positiven Funktionen.

Satz 2.1.3. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Riemannschen Metriken g,h. Dann ist auch
g+ h mit
(9+h)p=gp+hy

eine Riemannsche Metrik. Ist f : M — (0,00) eine C*°-Funktion in die positiven reellen
Zahlen, so ist auch f - g mit

(f-9)p=FfPgp

eine Riemannsche Metrik. Die Metriken g und f - g heiffen dann konform &quivalent.

Wir wollen Riemannsche Mannigfaltigkeiten als gleichwertig ansehen, wenn sie isometrisch
sind.

Definition 2.1.4. Es seien (M, g) und (N, k) Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

(a) Ein Diffeomorphismus ¢ : M — N heifit Isometrie, falls fiir alle p € M und v, w € T,M
gilt
he ) (De(p)v, Dop(p)w) = gp(v, w).
Ist ¢ : M — N eine Isometrie, so heilen M und N isometrisch.

(b) Eine differenzierbare Abbildung ¢ : M — N heifit lokale Isometrie, falls fiir alle p € M
eine offene Umgebung U von p existiert, so dass ¢ : U — ¢(U) eine Isometrie ist.

(c) Die Menge aller Isometrien
Iso(M,g9) ={p: M — M | ¢ Isometrie}
auf M ist eine Untergruppe der Diffeomorphismengruppe Diff (M ). Sie heifit Isometrie-
gruppe.

Bemerkungen. (a) Ist ¢ : (M,g) — (N, h) eine (lokale) Isometrie, so ist fiir alle p € M
das Differential

De(p) : (T,M, gp) — (Tso(p)N7 heo(p))

eine lineare Isometrie zwischen den euklidischen Vektorrdumen (7,M,g,) und
(Tp(p)N, hyp(py)- Insbesondere ist p*h = g.

(b) Die Riemannschen Mannigfaltigkeiten (R2, (,)) und
S' xR ={(u,v,w) € R® | v+ v* =1} C R3

beziiglich der durch den R? induzierten Metrik sind lokal isometrisch, aber nicht global
isometrisch. Die Abbildung ¢ : R? + S* x R mit ¢(z,y) = (cos(z),sin(z), y) definiert
eine lokale Isometrie (nachrechnen!).

Euklidischer Raum und die Sphire

Neben dem (R", (,)) mit der Standardmetrik (z,y) = > z;y; ist die Standardsphére (S™, g)
i=1



40 KAPITEL 2. RIEMANNSCHE MANNIGFALTIGKEITEN

ein wichtiges klassisches Beispiel einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Die Standardsphére
(S™, g) ist die Untermannigfaltigkeit

n+1
ST ={x e R"™ | (,2) = Zazf =1}

i=1
von R™! zusammen mit der durch den R"*! induzierten Metrik
gp(v,w) = (v,w) v,w e T,S".
Wir werden sehen, dass Riemannsche Mannigfaltigkeiten der Kriimmung 0 bzw. der

Kriimmung +1 lokal isometrisch zu (R, (,)) bzw. zu (S, ¢g) sind.

Der hyperbolische Raum.

Das Gegenstiick zur Standardsphére S™ mit Kriimmung +1 ist der n-dimensionale hyperbo-
lische Raum H". Er hat, wie wir spéiter sehen werden, die Kriimmung —1. Im Gegensatz zur
n-dimensionalen Sphéire 148t sich H™ nicht isometrisch in den R™*! einbetten.

Es existieren verschiedene gebréduchliche Modelle des hyperbolischen Raumes. Diese sind
natiirlich alle paarweise isometrisch.

(a) Hyperboloid-Modell: Betrachte auf R"*! die indefinite symmetrische Form
n
q(z,y) = Z TiYi — Tn+1Yn+1
i=1

und definiere
H" = {x ¢ R"™ | g(x,2) = 1, 2,1 > O}.

Also besteht H™ aus allen (x1,...,Z,4+1) € Rt mit ZTp41 > 0 und

n
2 _ 2
Tppr =1+ E ;-
i=1

Ubungen. e Zeige: H" ist eine Untermannigfaltigkeit des R+
e Definiere fiir v,w € T, H® C R**! und = € H"

hay (v, w) = q(v,w) .
Zeige: h := {hy}zepn definiert eine Riemannsche Metrik auf H".
(b) Poincaré-Modell (Ballmodell): Betrachte den offenen Ball
Bi(0) ={z e R" | [lz]| < 1}

in R™ mit Mittelpunkt 0 und Radius 1 zusammen mit der Riemannschen Metrik

4

o) = Ty

wobei (v,w) = >_I' | v;w; das Standardskalarprodukt des R™ ist. Insbesondere ist die
Metrik g auf B} (0) konform dquivalent zur Standardmetrik des R".
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Abbildung 2.2:

Ubung. Zeige, dass (B}(0),g) zu H" isometrisch ist.
Dazu betrachte die sogenannte hyperbolische stereographische Projektion

s:H" - R"
von —epy1 = (0,...,0,—1) € R™L. Dabei sei s(z) der Schnittpunkt der Geraden

durch z € H" und —e,4; mit R™ x {0} = R". Dann gilt: s(z) liegt in B"(0,1), und
s: H™ — B™(0,1) ist eine Isometrie.

Tn+1

Tnt+1 = 0

Abbildung 2.3:
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(c) Halbraummodell: Betrachte den Halbraum
RY ={ze€R"| z, >0}

mit der Riemannschen Metrik

Man kann zeigen, dass (R’}, g) isometrisch ist zu (H", h). Wie man sieht ist diese Metrik
auf R konform &quivalent zur Standardmetrik des R".

Satz 2.1.5. (Produktmetriken)
Seien (M, g) und (N, h) zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten, Ay = {(z,U)} ein Atlas fiir
M und Ay = {(y,V)} ein Atlas fiir N. Dann definiert

Au x Ay ={(z xy,U x V)| (2,U) € Am, (y,V) € An}

einen Atlas fir M x N, wobei die Karte x X y gegeben ist durch x x y(p,q) = (z(p),y(q)).
Betrachte die Projektionen w1 : M X N — M, o : M X N — N. Dann ist

Dm1(p,q) x Dr2(p,q) : TipgM x N — T, M x TyN
mit
v — (Dmi(p, ¢)v, D72(p, q)v) =: (v1,v2),
fiir alle (p,q) € M XN ein Isomorphismus. Ausserdem definiert firu = (uy,us2), v = (v1,v2) €
T,M x TyN
(g X B)(p,g) (1, v) = gp(u1,v1) + hg(uz,ve)

eine Riemannsche Metrik, genannt Produktmetrik auf M x N.

2.2 Riemannsche Mannigfaltigkeiten und Gruppenoperatio-
nen

Wichtige Beispiele von Mannigfaltigkeiten und Riemannschen Mannigfaltigkeiten erhélt man
durch gewisse Gruppenoperationen.

Definition 2.2.1. Sei G eine Gruppe und M eine Mannigfaltigkeit. Eine Gruppenoperation
(Gruppenaktion, Gruppenwirkung) von G auf M ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G —
Diff(M) mit a — ¢(a) = ¢q, d.h.

¢a1a2 (x) = ¢a1 o (baz (x)

fir alle a1,a9 € G und € M. Wir sagen auch, dass G als Gruppe von Diffeomorphismen
auf M operiert, und schreiben statt ¢,(x) auch kurz azx. Ist (M, g) eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit und ¢(G) C Iso(M,g), so sagen wir, dass G als Gruppe von Isometrien auf M
operiert oder auch isometrisch operiert.

Bemerkungen. (a) Ist ¢ : G — Diff(M) und e das neutrale Element in G, so ist insbe-
sondere ¢, = id. Die Gruppenoperation heif3t effektiv, falls der Kern von ¢ nur aus dem
neutralen Element von G besteht. Mit anderen Worten, das einzige Element a € G mit
¢o = id ist das neutrale Element.
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(b) Ist z € M, so heifit
Gz = {ax | a € G}

der Orbit oder die Bahn von x unter G, (man spricht manchmal auch vom G-Orbit von
x). Wir sagen, dass G transitiv operiert, falls nur ein Orbit existiert, d.h. Gz = M fir
einx € M.

(c) Die Menge
Gy, ={a€eG| ar =1z}

ist eine Untergruppe von G Sie heifit Isotopiegruppe (Standgruppe) von G beziiglich x.
(d) Die Orbiten von G definieren eine Partition von M, denn die Relation
r~y:eyeGr

ist eine Aquivalenzrelation auf M. Die Menge der Aquivalenzklassen M /G bestehen also

Gz

Abbildung 2.4:
aus den Orbiten von G (siehe Abbildung 2.4). Die surjektive Abbildung
7:M— M/G mit xw— [z]:=Gx

heifit kanonische Projektion. Diese Projektion induziert eine Topologie auf M/G (Quo-
tiententopologie). Dabei sei

V € M/G offen & 7' (V) C M offen.

Insbesondere wird 7 zu einer stetigen Abbildung. Sie ist aber auch offen, d.h. 7 bildet
offene Mengen auf offene Mengen ab. Denn ist U C M offen, so ist

 w(U) = | aU

acG

als Vereinigung offener Mengen wieder offen in M, und somit ist 7(U) offen in M/G.
Allerdings hat im Allgemeinen der topologische Raum M /G keine guten Eigenschaften.
Wie das Beispiel in Abbildung 2.5 zeigt, muss M /G kein Hausdorffraum sein.
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—

[x

—

Y]

Abbildung 2.5:

Von besonderem Interesse sind Gruppen mit differenzierbarer Struktur.

Definition 2.2.2. Eine Gruppe G heifit Liegruppe, falls G eine Mannigfaltigkeit ist mit
differenzierbarer Gruppenstruktur, d.h. die Abbildung G x G — G mit

(a,b) — ab™!

ist differenzierbar. Ist M eine Mannigfaltigkeit, so sagen wir, dass G als Liegruppe auf M
operiert, falls eine Gruppenoperation ¢ : G — Diff(M) existiert, so dass die Abbildung

(a,) = ¢q(x) = ax

differenzierbar ist.

Beispiele. (a) Sei X ein differenzierbares Vektorfeld auf M, das einen globalen Fluss v
auf M erzeuge. Dann definiert ¢ : R — Diff (M) mit %‘tzowt(x) = X(z) eine Gruppen-
operation der Liegruppe (R, +) auf M.

(b) Die Gruppe
On)={Aec Mn,R)| (Az,Ay) = (z,y)} = {A € M(n,R) | ATA = id}

ist eine Liegruppe beziiglich der Matrixmultiplikation als Gruppenstruktur. Sei (5™, g)
die Einheitssphire in R™*! mit der durch den R"*! induzierten Riemannschen Metrik
g, so definiert die Abbildung

On+1)x 8" —S" mit (Azx)— Ax

eine isometrische Gruppenoperation, denn jedes A € O(n + 1) 148t das Standardskalar-
produkt des R"*! invariant.
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(c) Sei q(z,y) =3 1" | %iYi — Tnt1Ynt1 die Lorenzmetrik auf R™*1. | Dann ist
O(n,1) ={A € M(n+1,R) | ¢(Az, Ay) = q(z,y)}

eine Liegruppe (im Gegensatz zu O(n) ist diese nicht kompakt). Betrachte den hyper-
bolischen Raum
H" ={z ¢ R"™ | q(z,2) = =1, 2,41 > 0}.

mit der durch ¢ induzierten Metrik
gm(’U,ZU) = (](U,’lU),’U,ZU €T, H" .

Betrachte die Untergruppe Oy (n, 1) von O(n, 1), die H™ invariant l&8t. Diese ist gegeben
durch

O+(n,1):={A € 0O(n,1) | (Az)p41 > 0, falls 2,41 > 0 und ¢(x,z) = —1}.

Dann definiert
O4(n,1) x H* — H"

(A, ) — Ax
eine isometrische Gruppenoperation auf H".

Neben den Gruppenoperationen von kontinuierlichen Gruppen sind wir auch an Operationen
von diskreten Gruppen interessiert.

Definition 2.2.3. Eine Gruppe G heifit diskret, wenn G ein diskreter topologischer Raum
ist. Ein topologischer Raum heifit diskret, falls alle seine Teilmengen offen sind.

Bemerkung. Mit der Relativtopologie von R wird (Z,+) zu einer diskreten Gruppe. Auf
der anderen Seite ist (R, +) eine Liegruppe. In einem diskreten Raum ist jede Teilmenge auch
abgeschlossen und jede kompakte Menge ist endlich.

Insbesondere sind wir an solchen Gruppenoperationen interessiert, fiir die der Quotientenraum
eine Mannigfaltigkeit darstellt. Dazu sind die Begriffe der eigentlichen und fixpunktfreien
Gruppenoperationen zentral.

Definition 2.2.4. Sei G eine diskrete Gruppe oder eine Liegruppe, die auf einer Mannigfal-
tigkeit M als Gruppe von Diffeomorphismen durch (a,x) — az operiert.

(a) Die Gruppenoperation heifit eigentlich, wenn fiir jede kompakte Teilmenge K C M die
Menge
Gk :={aeG|aKNK # 0}

kompakt ist.

(b) Wir sagen, dass G fizpunktfrei (frei) operiert, falls fiir alle z € M die Isotropiegruppe
trivial ist, d.h. G, besteht nur aus dem neutralen Element.

Bemerkungen. 1. Fiir jede kompakte Teilmenge K C M ist Gxg C G abeschlossen. Denn
sei (ay,,) eine konvergente Folge in G mit a,, € G so ist auch ihr Grenzwert a € Gk.
Denn ist a, € K so existieren x,,y, € K mit a,r, = y,. Aus der Kompaktheit von K
folgt die Existenz von Teilfolgen z,,, bzw. y,; deren Grenzwerte x bzw. y in K liegen.
Wegen der Stetigkeit der Gruppenperation gilt somit auch axz =y, d.h. a € Gg.
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2. Sei I eine diskrete Gruppe, die auf M operiert. Wegen obiger Bemerkung ist diese
Operation genau dann eigentlich, falls fiir jede kompakte Teilmenge K C M die Menge

Fg={yel|yKNK #0}

endlich ist. Insbesondere operiert eine diskrete Gruppe I' auf einer kompakten Mannig-
faltigkeit genau dann eigentlich, falls I' endlich ist. Eigentliche Gruppenaktionen von
diskreten Gruppen nennt man manchmal auch eigentlich diskontinuierlich.

Lemma 2.2.5. Sei G eine diskrete Gruppe oder eine Liegruppe, die eigentlich auf einer
Mannigfaltigkeit M operiert. Dann ist M /G ein Hausdorffraum.

Beweis. Angenommen, M /G wire kein Hausdorffraum. Dann existieren z,y € M mit [z] #
[y], so dass fur alle offenen Umgebungen U C M/G von [z] und V C M/G von [y] der
Durchschnitt U NV nicht leer ist. Wihle nun Folgen von offenen Umgebungen U,, C M von
zund V,, C M von y mit Upy1 C U, , Vi1 C Vy, U, Vi kompakt, sowie

ﬂU = {z} und ﬂV = {y}.

neN neN

Dann erhalten wir

(Uat)n(Uan)#0

a€qG a€eG

fiir alle n € N. Also existieren Folgen z,, € U, undﬁyn € V., sowie eine Folge von Gruppen-
elementen a, € G mit a,x, = y,. Da U, UV, Cc Uy UV} =: K, folgt a, K N K # (). Da K

Uy
‘ ‘ Vn

Abbildung 2.6:

kompakt ist und G eigentlich auf M operiert, besitzt (a,,) eine konvergente Teilfolge und somit
existiert nach Ubergang zur Teilfolge ein a € G mit lim, o a, = a. Wegen lim, o 2, = @
und lim,_,~ y, = y folgt ax = y aus der Stetigkeit der Gruppenoperation und somit [z] = [y]
im Widerspruch zu [z] # [y]. O

Die Bahnen von eigentlichen Gruppenoperationen diskreter Gruppen sind diskrete Mengen.
Genauer gilt:
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Lemma 2.2.6. Sei ' eine diskrete Gruppe, die eigentlich auf einer Mannigfaltigkeit M ope-
riert. Ist x € M und U, die Isotropiegruppe von x, so existiert eine offene Umgebung U wvon
x mit

ANUNU =0

fir alley e T'\ T'y.

Beweis. Wihle eine kompakte Menge K, die eine offene Umgebung von U, von z enthélt.
Nach Voraussetzung ist die Menge

{yel'| yvKNnK #0}
endlich. Betrachte die Teilmenge
el | yKNK # 0\ Ty = {y,....m}.
Wihle eine offene Umgebung Uy C U, von x und offene Umgebungen V; von ~;(x) mit

U

* ()

*Y2(z)

Abbildung 2.7:

UoNV; = 0. Wegen der Stetigkeit der Operation von 7; bilden die Mengen U; := Uy N ’yi_l(Vi)
offene Umgebungen von x mit U; C Uy und ~;(U;) C V; (siehe Abbildung 2.7). Setze

l
U= (U c U.
i=1

Dann folgt
vUNUCV,NUCV;NUy=10

fir alle 4 € {1,...,1}. O
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Gruppen, die fixpunkfrei und eigentlich auf Mannigfaltigkeiten operieren, kann man neue
Mannigfaltigkeiten zuordnen. Fiir diskrete Gruppen gilt der folgende Satz.

Satz 2.2.7. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und I' eine diskrete Gruppe, die
eigentlich und fixpunktfrei auf M operiert. Dann existiert auf M /T genau eine differenzierbare

Struktur, so dass die Projektion
m: M — M/T

ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Beweis. Sei m: M — M/T" die Quotientenabbildung. Auf M/T" sei die Quotiententopologie
gegeben. Dann folgt:

o m: M — M/T ist stetig
e Ist U C M offen, so dass yU NU = () fiir alle v # id, so ist
my U —w(U) C M/T

ein Hom6éomorphismus. Denn ist 7(z) = w(y) fir z,y € U, so existiert ein v € " mit
v(z) =y. Also ist v =id und z = y.

Eine differenzierbare Struktur erhilt man wie folgt. Wahle auf M einen Atlas

o)
fEa(Ua)

M

M/T

Abbildung 2.8:

Avr = {(@a,Ua) | a €I}

mit YU, N U, = 0 fiir alle v € T\ {id}. Dieser Atlas existiert, denn zu jedem p € M
existiert wegen des obigen Lemmas eine offene Umgebung U mit p € U und AU NU = ()
fiir alle v € T\ {id}. Schrinke die Karten eines vorgegebenen Atlanten auf solche offenen
Umgebungen ein. Dann definiert

Anyr = {(za o (my,) ™ 7(Ua)) | a €1}
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einen Atlas fiir M /T (siehe Abbildung 2.8). Die Kartenwechsel sind von der Form

zgo (muy,) omy, oagt = wgo (my,) omoayt.

Ist
m(Ua) N (Us) # 0,

so existiert fiir jedes
peV = (my,) ™ (r(Ua) Nr(Us))

genau ein 7, € I' mit (W‘Uﬁ)_l om(p) = vp(p) € Us. Betrachte die offene Umgebung V' C V

von p mit

V=7, Us) NV,

dann ist v, = v, =~ fiir alle ¢ € V', denn nach Definition von -, folgt v4(¢) € Ug und nach
Definition von V"’ folgt v4(q) € 747, 1Us und somit

74(9) € vg, ' Up N U
Damit ist v47, ! = id und es gilt in der offenen Umgebung z, (V') von x,(p) die Beziehung

-1 -1 _ -1
TGOMy, OTOTq =TFOYOT,

Da die Kartenwechsel von M differenzierbar sind und I' als Gruppe von Diffeomorphismen
auf M operiert, sind daher auch die Kartenwechsel des Atlanten A/ differenzierbar.
O

Beispiele. (a) Betrachte auf S™ die Operation der Gruppe I' = Zy = ({1, —1},-) definiert
durch
I(z) =2 und (-1)(z)=—=z.

Diese Gruppenoperation ist offensichtlich eigentlich und fixpunkfrei, und es gilt
S"/T'=RP".

(b) Sei M = R™und I' = (Z",+). Fiir alle a € T" definiert a(x) = a+x eine Gruppenoperation
von Z™ auf R", die eigentlich und fixpunktfrei ist. Dann ist

R"/T=1T",
wobei T™ den n-dimensionalen Torus bezeichnet.

(c) Sei H? = {z +iy |z € R, y > 0} und

SL(2,7) = {( Z Z) € M(2,7)

ad —be = 1} .
Dann operiert SL(2,7) auf H? durch

a b (2) = az+b

c d Ccztd

Diese Operation ist jedoch nicht fixpunktfrei, und der Quotient ist keine Mannigfaltigkeit.
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Satz 2.2.8. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und T' eine diskrete Gruppe, die
eigentlich, fizpunktfrei und isometrisch auf M operiert. Dann existiert auf M/T genau eine
Riemannsche Metrik g, so dass w: M — M/T eine lokale Isometrie ist.

Beweis. Damit die Projektion m : M — M/T eine lokale Isometrie ist, muss das Differential
Dr(q) : TyM — Ty (M/T) fiir alle ¢ € M eine lineare Isometrie sein. Diese Forderung
definiert fiir jedes ¢ € M ein Skalarprodukt gr(4) auf T4 (M/I'). Es ist auch wohldefiniert,
denn seien ¢1,q2 € M mit 7(q1) = 7w(g2) = p, so existiert ein v € T' mit y(¢1) = ¢2. Da
o~ = 7w, kommutiert das Diagramm

(Tq1M= Jq1) ”'“—Dl(—qg“_* (quM, q2)
Dn(q1) D (g2)
T,(M/T)

Nun ist Dv(q1) eine lineare Isometrie, und somit ist das Skalarprodukt auf 7,,(M/T") eindeutig
bestimmt. Die so definierten Skalarprodukte bestimmen daher genau eine Riemannsche Metrik
auf M/T. O

Wie wir nun sehen werden, gelten analoge Aussagen auch fiir Operationen von Liegruppen.

Definition 2.2.9. Seien (M,g), (N,h) Riemannsche Mannigfaltigkeiten und 7 : M — N
eine Submersion. Dann heifit fiir x € M der Untervektorraum

kerDr(x) =V,

von T, M der Vertikalraum im Punkte x. Das beziiglich g orthogonale Komplement H, von
Ve in T, M heifit Horizontalraum. Die Submersion 7 : M — N heifit Riemannsch, falls fiir
alle x € M der lineare Isomorphismus

DT((‘T) : (Hxvgx) - (Tw(ac)N7 hw(m))

eine Isometrie ist.

Beispiel. Ist M = M; x Ms das Produkt zweier Riemannscher Mannigfaltigkeiten (M7, g1)
sowie (Ma, g2), und trigt M die Produktmetrik g; X go, so sind die Projektionen 7y : M — M;
und 7o : M — My Riemannsche Submersionen.

Satz 2.2.10. Sei G eine Liegruppe, die eigentlich und fixpunktfrei auf einer Mannigfaltigkeit
M operiert. Dann ezistiert auf M/G genau eine differenzierbare Struktur, so dass

m:M— M/G

eine Submersion ist. Ist dariber hinaus g eine Riemannsche Metrik auf M, so dass G isome-
trisch auf M operiert, so existiert genau eine Riemannsche Metrik h auf M /G, so dass

m:(M,g9) = (M/G,h)

eine Riemannsche Submersion ist.
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Fiir die Konstruktion der Karten auf M /G ist das sogenannte Slicelemma von entscheidender
Bedeutung, was wir ohne Beweis notieren.

Lemma 2.2.11. (Slice-Lemma)

Es sei G eine Liegruppe, die eigentlich und fixpunktfrei auf einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit M operiert. Dann gibt es zu jedem p € M eine Untermannigfaltigkeit S C M mit
p € S (genannt slice oder Scheibe), so dass gilt:

1. U:=GS ={ax | a € G,z € S} ist offen in M.
2. Die Abbildung ¢ : G x S — U mit ¥ (a,x) = ax ist ein Diffeomorphismus.
Mittels des Slice-Lemmas folgt der Beweis von Satz 2.2.10 wie folgt:

Beweis. Fiir jedes p € M wéhle einen slice S, mit p € S, so dass eine Karte (z,, V}) aus dem
maximalen Atlas von M mit folgenden Eigenschaften existiert:

e 5, CV,
e (z,,5)) ist eine Karte fur S),.

Sei m: M — M/G die kanonische Projektion, so ist wegen des Slice-Lemmas die Abbildung
@p = 7ls, : Sp — m(Sp) bijektiv, und da 7w : M — M/G stetig ist, ist ¢, ebenfalls stetig.
AuBerdem ist ¢, (V) = (V) = 7(GV) offen fiir alle offenen Teilmengen V in S, denn GV ist
wegen Eigenschaft 2 aus Lemma 2.2.11 offen und die Projektion 7 : M — M /G ist eine offene
Abbildung. Also ist ¢, ein Homdomorphismus. Wegen des Slice-Lemmas ist die Abbildung

by G xSy — Uy :=GS,

ein Diffeomorphismus, und da ¢,(z) = 7(¢,(a,z)) fir alle a € G, ist ¢,(S,) = 7(Up). Die
Menge
Ay = {(zp oy, m(Up)}
definiert einen Atlas fiir M/G, denn ist w(U,) Nw(Uy) # 0, so gilt fiir alle 2 € ¢, (w(U,) N
n(Uy))
g o wp() = (¥, (2))2-

Insbesondere ist <pq_1 oW gp;l(w(Up) Nm(U,)) — <,0q_1(7T(Up) Nm(U,)) differenzierbar. Damit
sind aber auch die Kartenwechsel auf M/G differenzierbar.

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, auf der G auch isometrisch operiert. Fiir x € M
sei mit H, der Horizontalraum der Submersion 7 : M — M/G bezeichnet. Dann existiert
genau eine Riemannsche Metrik h auf M /G, so dass 7 : (M, g) — (M /G, h) eine Riemannsche
Submersion ist, ndmlich d.h.

Dﬂ'(x) : (Hx,gx) — (Tﬂ(x)(M/G),hﬂ(x))

ist eine lineare Isometrie fiir alle x € M. Auf der einen Seite ist durch diese Forderung an
Dr(x) das Skalarprodukt hy(,)eindeutig bestimmt. Auf der anderen Seite ist h () dadurch
auch wohldefiniert, denn ist m(x) = 7w(y), so existiert ein @ € G mit az = y. Da G auf
M isometrisch operiert, ist insbesondere ¢, : M — M mit ¢,(x) = ax eine Isometrie. Thr
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Differential bildet Horizontalrdume auf Horizontalraume ab. Da 7w o ¢, = 7w, kommutiert das
Diagramm

Doy (z)
(Hxagx) (Ha:caga:c)
D7 (x) Dr(ax)
und somit ist hr(,) wohldefiniert, denn ist D (z) eine Isometrie, so auch D (ax). O
Beispiel. Betrachte die Einheitssphére
n+1
§2L = (o1, ) € O 2 = 1)
i=1

mit der durch R?"*2 = C"*! induzierten Metrik g. Dann operiert die Liegruppe
St={aeC |la|=1}
mit der multiplikativen Gruppenstruktur von C* durch

a(z1,. .. 2p41) i= (az1, ... azp41)

eigentlich, frei und isometrisch auf S2"*!. Der Quotient S?"*+1 /81 ist diffeomorph zum kom-
plex projektiven Raum CP™. Also existiert genau eine Riemannsche Metrik h auf CP", sodass
die Projektion

T (52n+1,g) N (52n+1/51’ h)
eine Riemannsche Submersion ist. Die Metrik h heiffit Fubini-Study Metrik.

Weitere Beispiele erhilt man wie folgt.

Homogene Raume.

Sei GG eine Liegruppe. Eine Lieuntergruppe von G ist eine Untergruppe, die gleichzeitig eine
Untermannigfaltigkeit von G ist. Man kann zeigen, dass jede abgeschlossene Untergruppe einer
Liegruppe auch eine Lieuntergruppe ist. Ist H C G eine Lieuntergruppe, so operiert H durch
Linksmultiplikation, aber auch durch Rechtsmultiplikation, frei auf G. Es ist {iblich, in diesem
Falle die Rechtsmultiplikation zu betrachten. Will man allerdings eine Gruppenoperation im
Sinne von Definition 2.2.1 erhalten, so muss man von rechts mit den inversen Elementen von
H multiplizieren, d.h. die Operation ¢ : H x G — G mit

¢(b,a) = ¢p(a) == ab™!

betrachten. Offensichtlich gilt ¢p,p, = Pp, Pp,, d.h. H operiert auf G. Wiirden wir hingegen
die Operation durch ¢p(a) = ab erkliren, so wére ¢p,p,(a) = ¢p,¢Pp, (a). Dies nennt man
manchmal auch eine Antigruppenoperation. Wegen gh = g = h = 1 operiert H fixpunktfrei
auf G. Ist nun H zusitzlich eine abgeschlossene Untergruppe von G, so kann man zeigen,
dass H auch eigentlich auf G operiert. Dazu betrachte eine kompakte Teilmenge K von G
und betrachte die Menge

Hyx ={bc H|Kb"'nK #0}.
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Dann hat jede Folge b, € Hg eine konvergente Teilfolge, denn zu b, € Hpg existiert ein
an € K mit apb, '€ K. Da K kompakt ist, existieren konvergente Teilfolgen ap; — @ € K
und ap; bgjl — ¢ € K. Also konvergiert auch die Folge b,,; gegen a ¢, und da H abgeschlossen
ist, liegt der Grenzwert in H.

Wie bei den Gruppenoperationen auf allgemeinen Mannigfaltigkeiten erhalten wir daher ge-
nau eine differenzierbare Struktur auf G/H, so dass

m:G—G/H

zu einer Submersion wird. Der Raum G/H heifft homogener Raum. Die Aquivalenzklassen
[a] in G/H sind von der Form

[a] = {ab” |bc H} = aH

Man erhélt homogene Rdume auch wie folgt.

Satz 2.2.12. Sei G eine Liegruppe, die transitiv auf einer Mannigfaltigkeit M operiert. Dann
ist fir jedes x € M die Isotropiegruppe G, abgeschlossen, und die Mannigfaltigkeit M ist
diffeomorph zu G/G,.

Beweis. Betrachte die Abbildung F' : G/G, — M mit F([a]) = az. Dann ist F' wohldefiniert,
denn sind aj,as € G mit a; ~ ag, so existiert ein b € G, mit a; = asb~'. Daher gilt:
a1z = asb~ 'z = agx. Da G transitiv auf M operiert, ist F' surjektiv. AuBerdem ist F injektiv,
denn ist a;z = asx, so folgt al_lagx =z, d.h. al_lag € G, und somit ist [a;] = [ag]. Die
Differenzierbarkeit von F und F~! sei als Ubung iiberlassen. O

Ubung. Man zeige: Die Gruppe SO(n + 1) operiert transitiv auf der Sphére S™, und die
Gruppe O(n, 1) operiert transitiv auf dem hyperbolischen Raum H"™. Daher sind die Sphire
und der hyperbolische Raum Beispiele fiir homogene Riume. (Wie sehen die Isotropiegruppen
aus?). Ist CP™ ebenfalls ein homogener Raum?

2.3 Riemannsche Mannigfaltigkeiten als metrische Riume

Jeder Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) lésst sich ein metrischer Raum (M, d) zuordnen.
Dazu bendétigt man den Begriff der Lange einer Kurve.

Definition 2.3.1. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und « : [a,b] — M eine
differenzierbare Kurve. Dann heif3en

b
(i) L(a) := [ g(a(t),a(t))/?dt die Linge von a.

a

(ii) E(a):=

N[
o o

g(a(t),a(t))dt die Energie von «.
Bemerkungen. (1) Wir nennen eine Kurve auf einem abgeschlossenen Intervall differen-

zierbar, falls sie eine differenzierbare Fortsetzung auf ein offenes Intervall besitzt.

(2) L(a) héngt nicht von der Parametrisierung der Kurve ab. F(«) hingegen ist abhéngig
von der Parametrisierung der Kurve.
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(3) a) Die Liange kann man wie folgt in lokalen Koordinaten berechnen: ist (x,U) eine Karte
und « : [a,b] — U eine differenzierbare Kurve mit

zoa(t) = (ar(t),...,an(t))

so gilt:
Za’ 8?’3@ ()
und . ‘ n ) 0 0
g(6(t), a(t)) = Flaz’“)%(“ (8962 (;a_xja(t>>
f_j g3 (a(t).
Somit ist _

b n 1/2
s = [ (X a0itgam)

i,j=1

b) Ist K C U eine kompakte Menge, so existieren fiir alle Kurven « : [a,b] — K Kon-
stanten 0 < p < A mit

uLpn(zoa) < L(a) < ALgn(z 0 ),

wobei Lrn die Lingenmessung beziiglich des Standardskalarproduktes auf dem R”
bezeichnet. Denn da (g;;) positiv definit ist, folgt aus der Stetigkeit der g;; die Existenz
von Konstanten 0 < p < A mit

n n
p? va < Zgij(Q)Uin <N va
i=1 irj i=1

fiir alle v € R™ und ¢ € K. Dies impliziert die obige Abschétzung.

(4) Ist « : [a,b] — M stetig, so heifit « stiickweise differenzierbar, falls eine Unterteilung
a=th<t1 <...<t = b existiert so dass qy,_, 4, differenzierbar ist. Die Lénge von «

ist dann durch L(« z f g(a(t), a(t))/2dt definiert.

i=1t;_1

(5) Zu (3) und (4) entsprechende Aussagen gelten auch fiir die Energie.

Um einen Abstandsbegriff auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten erkléren zu kénnen, miissen
sich je zwei Punkte durch eine stiickweise differenzierbare Kurve verbinden lassen. Dazu
benoétigt man zusammenhéngende Mannigfaltigkeiten.

Definition 2.3.2. Eine Mannigfaltigkeit M heifit zusammenhdngend, falls Folgendes gilt: Ist
U C M offen und abgeschlossen (d.h. M \ U offen), so ist U = () oder U = M.

Mit anderen Worten: M ist genau dann zusammenhingend, wenn M sich nicht als disjunkte
Vereinigung zweier nicht leerer offener Mengen schreiben lésst.
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Lemma 2.3.3. Ist M zusammenhdingend, so existiert zu p,q € M eine stiickweise differen-
zierbare Kurve, die p und q verbindet.

Bemerkung. Man kann leicht zeigen, dass sogar eine differenzierbare Verbindungskurve exis-
tiert. Die Umkehrung von Lemma 2.3.3 gilt ebenfalls.

Beweis. Fiir jedes p € M betrachte die Menge
E,={qge M| Fa:[0,a] — M stiickweise differenzierbar mit «(0) = p, a(a) = ¢}.

E, ist offen, denn ist ¢ € E,, so wéhle eine Karte (,U) mit ¢ € U und z(U) C R" zusam-
menhéingend. Dann lédsst sich jeder Punkt ¢’ € U differenzierbar mit ¢ verbinden. Also ist
die offene Menge U in E, enthalten. Des Weiteren ist M \ E, offen, denn ist ¢ € M \ E,,
so existiert wieder eine offene zusammenhéngende Umgebung U von ¢, so dass jeder Punkt
¢’ € U sich mit ¢ differenzierbar verbinden lisst. Wire ¢’ € E, so wire auch ¢ € E, im
Widerspruch zu ¢ € M \ E,. Also folgt U N E, = () und somit U C M \ E,. Also ist E, # ()
sowohl offen als auch abgeschlossen, und wir erhalten E, = M. O

Definition 2.3.4. Sei (M,g) eine zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit, so
heifit fir p,q € M

d(p,q) = inf{L(a) | «:[a,b] = M stiickweise differenzierbar mit a(a) = p, a(b) = ¢}

der durch g induzierte Abstand zwischen p und gq.

Satz 2.3.5. Sei (M,g) eine zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist
(M,d) ein metrischer Raum, d.h. fir alle p,q,m € M gilt:

(i) d(p,q) >0 und d(p,q) =0 p=gq
(ii) d(p,q) = d(q,p)
(ii1) d(p,q) < d(p,r) +d(q,7)

Beweis. (i) Zunichst ist d(p,q) > 0, da L(«) > 0 fiir alle Kurven «, die p und ¢ verbinden.
Ist p = ¢, so folgt d(p,q) = 0, denn L(a) = 0, falls a die konstante Verbindungskurve
ist. Wir zeigen: Ist p # ¢, so folgt d(p, q) # 0.
Da die Topologie auf M Hausdorffsch ist, existiert eine offene Umgebungen U von p mit
q ¢ U. Sei (z,U) eine Karte mit p € U C U. Wiihle € > 0 mit

B(z(p).e) :={y € R" | |ly —z(p)l| < e} C2(U),

wobei |- die Standardnorm des R™ bezeichnet. Sei « : [0,a] — M eine Kurve mit
a(0) = p,a(a) = ¢q. Dann existiert ein ¢ty mit ||z o a(t) — z(p)|| < € fiir t € [0, 9] und
|z o afto) — z(p)|| = €. Wegen obiger Bemerkung existiert daher eine Konstante p > 0
mit

L(a) = L(aljog) + L(clgg,a) = Llaljo]) = pL(x 0 afjgsy)) > pe.
Also folgt: d(p,q) > pe > 0.

(ii) ist trivial.
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(iii) Seie > 0und oy, : [0,a] = M, oy 4 : [a,b] — M stiickweise differenzierbare Kurven mit
ap,(0) = p und oy, (a) =7 und oy 4(a) = r und a, 4(b) = g sowie L(ay ) < d(p,r) +¢,
L(ayq) < d(r,q) + €. Dann ist

aft) = {apm(t) ﬁ%r te0,a
apq(t) furt e [a,b]

eine stiickweise differenzierbare Kurve, die p mit ¢ verbindet.
Es gilt:
d(p,q) < L(a) = L(op,r) + L(ong) < d(p,7) + d(r, q) + 2e.

Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

Ubung. Seien By(p,e) = B(p,¢) = {q¢ € M| d(p,q) < ¢} die offenen Biille beziiglich d.
Zeigen Sie: Die durch das Mengensystem {B(p,€) | p € M, e > 0} erzeugte Topologie stimmt
mit der auf M gegebenen Topologie iiberein.

Folgern Sie: Die Abbildung d: M x M — R ist stetig.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst:

e Ist U eine offene Umgebung von p in M, so existiert ein € > 0 mit B(p,e) C U.

e Zu B(p,€) existiert eine offene Umgebung V' von p mit V' C B(p, €).

2.4 Kovariante Ableitung

Wir kommen nun zu einem weiteren fundamentalen Begriff in der Riemannschen Geome-
trie, namlich dem der kovarianten Ableitung. Bei der kovarianten Ableitung geht es darum,
die Anderung eines Vektorfeldes in Richtung eines Vektors zu messen. Dazu muss man die
Vektoren eines Vektorfeldes Y : M — TM an verschiedenen Fufpunkten vergleichen (siehe
Abbildung 2.9). Auf dem R™ ldsst sich dieses Problem mit Hilfe der Parallelverschiebung

Abbildung 2.9:

16sen.
Ist Y : R" — TR" so ist Y(p) € T,R"™ = TyR™ = R", wobei wir den T,R™ mittels Parallel-
verschiebung mit TpR"™ identifizieren (siehe Abbildung 2.10). Also ldsst sich Y als Abbildung
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Abbildung 2.10:

Y : R® — R"™ auffassen. Die infinitesimale Anderung von Y in Richtung v € R™ im Punkte
p € R™ ist durch

V.Y (p) := lim Yipttv) —Y(p)
t—0 t

gegeben. Insbesondere ist V,Y (p) = DY (p)v. Betrachten wir ein weiteres Vektorfeld X :
R" — R", so kann man (VxY')(p) = Vx,)Y(p) = DY (p)X(p) wieder als Vektorfeld auffas-
sen. Damit wird V : T'(TR") xT'(TR") — I'(TR™) zu einer R-bilinearen Abbildung. Aulerdem
gilt

VixY = fVxY und Vx(fY)=(Xf) Y+ fVxY

fiir alle f € C*°(R") sowie X,Y € I'(TR"™). Desweiteren lisst sich die Lieklammer durch
VyY - VyX = [X,Y]

ausdriicken. Wir wollen nun diese Begriffsbildung auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern.

Definition 2.4.1. Eine kovariante Ableitung (Zusammenhang) auf dem Tangentialbiindel
TM einer Mannigfaltigkeit M ist eine R-bilineare Abbildung

V :T(TM) x T(TM) — T(TM)
(X,Y) — VxY,
so dass fiir alle f € C°(M),X,Y € I(TM) gilt:
(a) VxY = fVxY
(b) Vx(fY)=(Xf) Y+ fVxY

Bemerkungen. (i) Die Eigenschaft (a) besagt, dass V im ersten Argument C'*°(M )-linear
ist.

(ii) Die Abbildung
T : T(TM) x T(TM) — [(TM)

(X,Y) > VxY — VyX — [X,Y]
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ist C°°(M)-bilinear und antisymmetrisch. Sie heifit die Torsion des Zusammenhangs.
Ein Zusammenhang heifit torsionsfrei (symmetrisch), falls T = 0. Der oben definierte
Zusammenhang auf TIR"™ ist torsionsfrei.

Die kovariante Ableitung héingt nur vom Verhalten der Vektorfelder in einer kleinen Umgebung
ab.

Lemma 2.4.2. Die kovariante Ableitung ist_ein lokaler Operator, d.h. ist p € M und U
offene Umgebung von p, so gilt fir alle X,Y, X, Y € T'(TM)

(VxY)(p) = (VY)(p)

falls . .
X|U = X\U und YY|U = YY|U'

Beweis. Wihle ¢ € C*(M) mit ¢(q) < 1 fiir alle ¢ € M, ¢(p) = 1 und ¢(q) = 0 fiir
g € M\ U. Dann gilt: X = ¢ X und ¢Y = Y, sowie Z(¢)(p) = 0 fiir alle Z € T'(T'M), weil
@ in p maximal wird. Wir erhalten:

(VxV)p) = ¢0)(VxY)(p) 2 VoxY(p) =V, 5Y (0)

PPV Y (p) = o)V Y (p) + X(p)(9)Y (p)
(V(@Y)(p) = Vg (#Y)(p)
= (Vi¥)(p)

e e

=
=

O

Tensoren sind Operatoren, die nicht nur R-linear, sondern sogar C'°° (M )-linear sind. Wir wer-
den sehen, dass Tensorfelder nur von den Werten der Vektorfelder in einem Punkt abhéngen.
Wir werden uns auf spezielle Tensorfelder beschrinken.

Definition 2.4.3. Unter einem Tensorfeld (Tensor) der Stufe (vom Typ) (0,s) bzw. (1,s)
verstehen wir eine s-fach C°°(M)-lineare Abbildung

B:T(TM)x ... xT(TM) — C*(M)

s—mal

bzw.

B:T(TM) x ... x I(TM) — T(TM).
s—mal

Dabei heiit B : T'(TM) x ... x I'(TM) — C*°(M) (— I'(TM)) genau dann C'*°(M)-linear,
falls

B(...,fX+gY,..)=fB(...,X,...)+¢B(...,Y,...)

fiir alle f,g € C°(M) und X,Y € I'(T M) gilt.
Ein Tensor der Stufe (r, s) heifit auch r-fach kontravariant und s-fach kovariant.

Beispiele. e Eine Riemannsche Metrik ¢(X,Y")(p) = ¢,(X (p),Y (p)) ist ein (0, 2)-Tensor.

e Sei Y e I'(T'M). Dann ist VY : I'(T'M) — I'(T'M) mit X — VxY ein (1,1)-Tensor.
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e Die Torsion T : I'(TM) x I'(TM) — I'(T'M ) mit
T(X,Y)=VxY — VyX — [X,Y]

ist ein (1,2)-Tensor. Hingegen ist das Liesche Klammerprodukt [- -] : T'(TM ) xI'(T'M) —
I'(T'M) kein Tensor, sondern nur ein lokaler Operator.

e Die Abbildung R : T(TM) x T(TM) x T(TM) — T'(TM) mit
R(X,Y)Z =VxVyZ ~VyVxZ—Vixy/Z

ist ein (1,3)-Tensor. Er heifit Krimmungstensor. Wir werden uns spéter intensiv mit
diesem Tensor beschéftigen.

Satz 2.4.4. (Charakterisierung von Tensorfeldern)

(i) Sei B ein (r,s)-Tensorfeld, r € {0,1}. Seien Xi,...,Xs € I'(TM) und p € M. Dann
héingt B(X1,...,Xs)(p) nur von den Werten von Xi,...,Xs im Punkte p ab. Damit
definiert B fiir jedes p € M eine s-fach R-lineare Abbildung

R fallsr =0

B, :T,M x ... xT,M —
T,M falls r = 1.

(i1) Ist (Bp)pem eine Familie von s-fach R-linearen Abbildungen
By T,M x ... xT,M =R (baw. T,M)
und ist fiir alle Xq,...,Xs € T(T'M) die Abbildung
p = Bp(Xi(p), ..., Xs(p)) = B(X1,..., Xs)(p),
unendlich oft differenzierbar, so definiert B ein Tensorfeld der Stufe (0,s) bzw. (1,s).
Beweis. (ii) ist klar. Zu (i):

1.Schritt: B ist ein lokaler Operator, denn ist U offene Umgebung von p und sind X7, ..., X,
und X1, ..., X, Vektorfelder mit X; = X; , so wihle ¢ € C°(M) mit ¢(p) =1

Z\U Z\U’

und ¢ np = 0. Dann gilt pX; = ©X; und

B(Xy,...,Xs)(p) = ¢°(p)B(X1,...,X)(p) = B(eX1,...,¢Xs)(p)

= B(pX1,...,0XJ)(p) = B(X1,..., X)(p).

2.Schritt: Seien nun (z,U) eine Karte mit p € U und Xj,..., X und X1,..., X, Vektorfelder
mit X;(p) = Xi(p). Betrachte fiir ¢ € U

Zﬂj a_

und X;( Z 5]

8%

q
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Insbesondere ist ﬁij (p) = Bf (p). Wegen Schritt 1 diirfen wir bei der Berechnung von
B(Xi,...,Xs)(p) die Vektorfelder X; durch ihre lokalen Darstellungen ersetzen.
Also gilt:

B(X1,.... X)) = ) 5{1<p>3<§,xg,...,xs> (»)

Jji=1 Jt

n o . o b
- jl___Zj:lﬁ{ ®) ... B <p>B<a$jl~~’@><p>

= B(Xl, R ,Xs)(p)

O

Korollar 2.4.5. Ist V : I'(TM) x I'(TM) — T'(TM) eine kovariante Ableitung, so hingt
(VxY)(p) nur von X(p) € T,M und Y in einer beliebigen offenen Umgebung von p ab.

Beweis. Ist Y Vektorfeld, so ist VY : I'(T'M) — I'(T'M) mit X — VxY ein (1,1)- Tensor.
Also héngt fiir gegebenes Y die kovariante Ableitung (VxY')(p) nur von X (p) € T, M. Damit
ist wegen Lemma 2.4.2 fiir gegebenes X (p) € T,M die kovariante Ableitung (VxY')(p) nur
von Y in einer beliebigen offenen Umgebung von p abhéngig. O

Nun wollen wir die kovariante Ableitung in lokalen Koordinaten berechnen. Dazu bendtigen
wir die Christoffelsymbole.

Definition 2.4.6. (Christoffelsymbole)
Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und (z,U) eine Karte und

(Ve )@ =k: T (p)-

B_ccial’j 1

Dann heiflen die n? Koeffizienten Ffj : U — R die Christoffelsymbole beziiglich (x,U).

Satz 2.4.7. Seien X,Y € I'(T'M) Vektorfelder und (x,U) eine Karte von M. Sei X(p) =
3. &(p) gl wnd Y (p) = 3 (P3|, Dann gilt
1= 1=

Vir)p) =Y (Xm)(p) Py @(p)nj(p)réy(p)> 2

Ox
k=1 klp

i,j=1

fir allep e U:

Beweis. Es gilt:

)0 = Y60 (70 ¥ ) 0)

i=1
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Da
<V0Y>() :Va<§n: i)():iV(?(i)()
9z; p Bx; ot i 0z P ot Bz; i Ox; p
" 0 0
- 3 (e 03| +0)(7 2.5 ) 0)
"9 P "9 )
= N~ k=
;(8:171 p(n])a ; p""nj(p)kZ:l Zjaxk ,
= EH: O | () +§n:§n:nj(p)Ff 0
= (9% p 8513j p 1 j=1 J 8$k
" (o " L) o
— (p)Tk | ==—
2\ o p(nk)+;m(p) U) D
folgt
(VxY)(p) = D &) 5| )+ Y &) | 5—
k=1 \i=1 Lilp ij—1 Tk
n n a
= > (XG0 + X 6o erhe)) |
k=1 ij=1 klp

O

Korollar 2.4.8. Die kovariante Ableitung (VxY)(p) hdngt nur von X (p) und dem lokalen
Verhalten von Y ldngs einer Kurve o : (—e€,€) — M mit &(0) = X(p) ab.

Beweis. Seien Y,Y zwei Vektorfelder und a @ (—€,€) - M Kurve mit ¢(0) = X(p) und
Yoa=Yoa. SeiY = ana%k und Y = Zﬁka%k, so folgt:

d d

X)) = @(0) () = —|  moa=—

n = X(p)(M).
il S ioa= X))

t=0

Damit erhalten wir:
(VxY)(p) = (VxY)(p).
O

Dieses Korollar erméglicht es, kovariante Ableitungen von Vektorfeldern lings Kurven zu
definieren.

Definition 2.4.9. Sei o : I — M eine (differenzierbare) Kurve. Eine differenzierbare Abbil-
dung V : I — T'M heifit Vektorfeld ldngs «, falls moV = «, wobei 7w : T'"M — M die kanonische
Projektion bezeichnet. Mit I, (7'M ) bezeichnen wir den R-Vektorraum aller differenzierbaren
Vektorfelder lings a.
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Bemerkung. Ist (z,U) eine Karte und «(I) C U, so gilt:

- 0
V)= vilt)5—| -
i=1 03 |ty
V ist genau dann differenzierbar, falls die Koeffizienten vq,...,v, : I — R differenzierbar

sind.

Eine kovariante Ableitung induziert eine kovariante Ableitung auf Vektorfeldern lédngs Kurven.
Genauer gilt:

Satz 2.4.10. Sei V ecine kovariante Ableitung und « : I — M eine Kurve. Dann existiert

genau eine lineare Abbildung

% : To(TM) — To(TM)

mit folgenden Figenschaften:
() 5 5
—([V)=FfV+f-2V
fir alle f € C®°(I) und V € T'o(TM).
(ii) Euxistiert eine lokale Fortsetzung von V, d.h. existiert zu to € I ein € > 0, so dass

Vi (tg— e,tg +€) — TM eine Fortsetzung 1% auf eine offene Menge U C M mit
aty — €,to +€) C U besitzt, so gilt:

<%v> (to) = (Vd(to)f/> (a(to))

Bemerkung. Nicht jedes Vektorfeld ldngs einer Kurve besitzt eine lokale Fortsetzung.
Betrachte z.B. eine Punktkurve a(t) = p fiir ¢t € I. Dann definiert jede differenzierbare
Abbildung V' : I — T,M ein Vektorfeld lings a. V besitzt jedoch keine Fortsetzung, falls V'
nicht konstant ist.

Abbildung 2.11:
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Beweis. Eindeutigkeit:
Sei (z,U) eine Karte und a(tp — €,t9 + €) C U. Dann besitzt V fiir t € (tg — €,t0 + €) die
Darstellung:

= 0
N ()

Aus (i) und (ii) folgt:

+ v;(to) <Va(m)3%> (a(tO))) - (2.1)

Daraus folgt die Eindeutigkeit.

Existenz:

Wie man durch Nachrechnen tiberpriift, definiert die Zeile (2.1) einen linearen Operator mit
den verlangten Eigenschaften (i) und (ii). Da die Eigenschaften (i) und (ii) den Operator
eindeutig bestimmen, ist die Definition unabhéingig von der Wahl der Karten. U

Bemerkung. Benutzt man die Christoffelsymbole beziiglich einer Karte (x,U) und ist

oaft) = (a(t),...,an(t))

fir t € (to — €, to + €), so gilt a(t) = > a,@)%\ (1) und es folgt:
i=1 [yes

X

%V(to) = Z (iik(to) + Z di(tO)Uj(to)TZ(a(to))> %

k=1 i,j=1

a(to)

Von besonderer Bedeutung sind Vektorfelder, deren kovariante Ableitung verschwindet. Diese
nennt man parallel.

Definition 2.4.11. (parallele Vektorfelder)
Ein Vektorfeld X : M — T M heifit parallel, falls

VyX(p) =0
fiir alle Vektorfelder Y € I'(T'M) sowie alle p € M gilt. Sei o : I — M eine Kurve und
V . I — TM ein Vektorfeld lings «. Dann heif3t V' parallel ldngs «, falls
D

V() =0

fir alle t € I gilt.
Langs Kurven existieren immer parallele Vektorfelder. Genauer gilt:

Satz 2.4.12. Sei a: I — M eine Kurve und to € I. Ser v € Ty )M, so existiert genau ein
paralleles Vektorfeld V : I — T'M lings o mit V (tg) = v. Ist dim M = n, so bildet die Menge
aller lings o parallelen Vektorfelder

D2 (M)

einen n-dimensionaler Vektorraum tber R.
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Beweis. Ist (x,U) eine Karte und «(I) C U, so gilt:

D , & :
<EV> (t) =0 < 0(t) + Z I‘fj(a(t))ai(t)vj(t) =0,
ij=1
wobei V() = > v (t)a%j ‘a(t) und «;(t) = z; o a(t). Dies ist eine lineare homogene Differen-
=1

J
tialgleichung 1. Ordnung, denn obige Gleichung ist dquivalent zu

@1(t) (%1 (t)
I T (2.2)
U (1) Un (1)
wobei .
Aty == DT (a()di(t).
i=1
Fiir jedes

9
=N u— Ty M.

besitzt (2.2) genau eine Losung mit

(’Ul(to), N ,’Un(to)) = (’Ul, . ,’Un).

Ist a(I) nicht Teilmenge einer Koordinatenumgebung und ¢y € I, so betrachte ein beliebiges
kompaktes Intervall mit ¢y € [a,b] C I.

Wegen der Kompaktheit des Intervalls [a, b] existiert eine Unterteilung a = s9 < s1 < ... <
s = b und Karten (x;,U;) mit a(s;, si41) C Us. Ist to € [s4,5541], so folgt aus dem obigen
Beweis die Existenz eines parallelen Vektorfeldes V' : [sj,s;41] — TM mit V(ty) = v. Da
a(si, $i+1) C Uy, ldsst sich V' zu einem parallelen Vektorfeld auf ganz [a, b] fortsetzen. Ist das
Intervall I nicht kompakt, so schreibe

a(to)

oo

I={Jlan,bn,

n=1
wobei ap41 < ap < by, < byy1. Dann setze V' induktiv auf ganz I fort.
Die Menge T'2" (T'M) aller lings o parallelen Vektorfelder bilden einen Vektorraum iiber
R, denn wie oben gezeigt sind sie Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung.
Insbesondere ist fiir ¢y € I die Abbildung
Ly Tooy M — T (T M),
wobei L (v) : I — T'M das parallele Vektorfeld lings o mit Ly (v)(to) = v bezeichnet, ein

linearer Isomorphismus. Somit ist dim 5" (T'M) = n. O

Definition 2.4.13. Seien p,q € M und « : [tg,t1] — M eine Kurve mit a(tg) = p und
a(t1) = ¢q. Dann heifit die Abbildung

P T,M — T,M

mit Py (v) := L (v)(t1) die Parallelverschiebung von p nach ¢ lings o
Aus dem oben Gesagten folgt:
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Satz 2.4.14. Die Parallelverschiebung P, : TyM — Ty M ist ein linearer Isomorphismus.
Die Umkehrabbildung ist durch Py, gegeben wobez @ [to,t1] = M mit a(t) = a(t; +to — t)
die umgekehrt durchlaufene Kurve « bezeichnet.

Bemerkungen. (a) Die Parallelverschiebung héngt im allgemeinen von der Wahl der Kur-
ve ab, jedoch nicht von der Parametrisierung. Der Beweis dieser Aussagen sei als Ubung
iiberlassen. Beziiglich des Standardzusammenhanges des R" ist die Parallelverschiebung
unabhéngig von der Wahl der Kurve.

(b) Die Parallelverschiebung l#8t sich auch ldngs stiickweise differenzierbarer Kurven er-
kléren.

Abbildung 2.12:

(c) Sei
Hy,:= {P),:T,M — T,M| a:[0,a] - M stiickweise differenzierbar mit
a(0) = a(a) = p}-

Dann ist H, eine Untergruppe von GI(T,M), genannt Holonomiegruppe. Auf dem R"™
mit dem Standardzusammenhang besteht H), nur aus der Identitét.

Aus der Parallelverschiebung 148t sich die kovariante Ableitung zuriickgewinnen.

Satz 2.4.15. Es sei V ein Zusammenhang auf TM, XY € I(TM) seien Vektorfelder und
a: [0,e] = M eine Kurve mit &(0) = X(p). Sei Y (t) = (Po‘a(t)) Y oa(t) € T,M, so gilt

(Vx¥)(p) = fig T,

Beweis. Sei Ey,...,E, eine Basis von T,M und E;(t) = P%  E; die Parallelverschiebung

pyo(t)
der E; lings a. Dann ist Fy(t),..., E,(t) eine Basis von Tp, ;) M.
Schreibe
i=1
so folgt:

V(1) = (Bya) (Y oa(t)) = > ai(t)(Pelaw) (Ei(t) = > ai(t)Ei.
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Y o a(t)

~h
—~
(=)

Abbildung 2.13:

Also erhalten wir

(Vx¥)(p) = (Y 0 0)(0) Zal VE; + ai( )< > ~ Y W0

Auf der anderen Seite gilt:

2.5 Der Levi-Civita-Zusammenhang

Von grofler Bedeutung sind Zusammenhénge, die mit einer Riemannschen Metrik kompatibel
sind.

Definition 2.5.1. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und V ein Zusammenhang.
V heifit Riemannsch, falls fiir alle X,Y,Z € T'(T'M) gilt

X(9(Y,2))(p) = 9(VxY(p), Z(p)) + 9(Y (p), Vx Z(p))-

Lemma 2.5.2. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fin Zusammenhang ¥V ist genau
dann Riemannsch, falls fir alle Kurven o : I — M wund alle Vektorfelder Y,Z € T'o(TM)
lings a gilt

4@z =g (3. z6) 4o (v g2e) e

fir alle tg € 1.
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Bewezs Sei V Riemannsch und p = a(tp). Der Beweis von (2.3) ist einfach, falls sich Y, Z €

['o(TM) auf eine Umgebung von p = a(tg) fortsetzen lassen. Denn sind Y, Z Fortsetzungen
von Y, Z, so gilt:

—| Y (1),2() = a(to)g(Y,2) = 9(Vauy)Y (1) Z(0) + 9(Y (9), Ve ()

= <zy(t0) Z(t0)> +g<Y(to)7 %Z(to))

Falls dies nicht der Fall ist, fiihrt die folgende Rechnung in lokalen Koordinaten zum Ziel. Sei

dazu (z,U) eine Karte mit p € U. Dann gilt (2.3) fiir jedes Paar X;(t), X;(¢) von Basisfeldern
mit

0
8%2'

Xi(t) =

o «,

n
denn diese besitzen ja eine lokale Fortsetzung. Sei nun Y (¢) = ) a;(#)X;(t) und Z(t) =
i=1

n

> bj(t)X;(t), so folgt

n

3 ailt)by (£)g(Xi (1), X;(2))
t=to 4,5=1

i, oz = g

n

= > (ailto)b;(to) + ai(to)b; (to))g(Xi(to), X;(to))

=)
3 atolby(to)(a( 2 (00 X, 1)) + a(Xi(r0) 2, 00).
1,j=1

Auf der anderen Seite gilt

9(2 (10), Z(10)) + (¥ (t0), 2 Z(10))

—
SN

atolg (Xt 2 (o) + 1 a,-<to>g(§xi<to>, Z(t))

I

=1

+ " bi(to)g(Y (to), X (to) +Zb to)g
7j=1

= Z a;(to)b;(to)g(Xi(to), X;(to)) + Z ai(to)bj(to)g(%Xi(to)aXj(to))

i,j=1

3

f;Xj(tO))

3y tanlto)a(XKta). Xy (t0) + 3 byltoJatin)a(Xi(t0). 2, 0).

i,j=1 1,j=1

Sei nun (2.3) erfiillt und X,Y, Z € I'(T'M). Sei o : (—¢,+€) — M eine Kurve mit &(0) = X (p).
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Dann gilt
X@No(2) = 5| oeaZow
= 9(5Y 0a(0).2() + (Y(p), = Z 0 a(0))
= TRV OL 20D + ol ). V370
d.h. der Zusammenhang ist Riemannsch. 0

Korollar 2.5.3. Sei (M,g) Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Riemannschem Zusammen-
hang V. Sei o : I — M eine Kurve und X,Y parallel lings . Dann ist die Funktion

t—g(X(1),Y (1))
konstant. Insbesondere ist die Parallelverschiebung

Pto,t = Pg(to)7a(t) : (Ta(to)Mv ga(to)) — (Ta(t)Mv ga(t))
eine lineare Isometrie.
Beweis. Sind X, Y parallele Vektorfelder lings «, so folgt

So(X(0,Y (1) = g X(0), Y () + 9(X(0), Y (1)) =0.

Sind v, w € Ty (;p)M und X, Y parallel lings o mit v = X(tp) und w = Y (¢o), so folgt

g(?),’w) = g(X(t)7Y(t)) = g(Pto,t(U)7Pto,t(w))’
]

Wir werden nun zeigen, dass Riemannsche Zusammenhénge immer existieren. Verlangen wir
noch, dass der Zusammenhang torsionsfrei ist, so ist er eindeutig bestimmt.

Satz 2.5.4. (Levi-Civita)
Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ezistiert genau ein Zusammenhang V
mit

(a) V ist Riemannsch,
(b) V st torsionsfrei.
Bemerkung. Dieser Zusammenhang heifit Levi- Civita- Zusammenhanyg.

Beweis. Eindeutigkeit:
Seien X,Y,Z € I'(T'M). Dann gilt:

(1) X(g(Y,2)) =g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)
(2) Y(9(2,X)) =9(VyZ,X)+9(Z,VyX)
(3) Z(9(X,Y)) =9g(VzX,Y)+g(X,VzY)
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Aus der Addition von (1) und (2) und der Subtraktion von (3) erhalten wir:

X(g(Y,2)) +Y(9(Z,X) — Z(9(X,Y))

= 9(VxY,2) +9(Y,VxZ)+9(VyZ, X) + 9(Z,Vy X) = g(VzX,Y) — g(X,VzY)
9(VxY,Z) +g([X,Z2],Y) + g([Y, 2], X) + 9(Z,Vy X)

= 29(VxY,Z) +g([X, Z],Y) + g([Y, Z], X) + g([Y, X], Z)

Dies impliziert:

oVxY,Z) = S(Xg(Y.Z)+Yg(ZX) - Zg(X.Y) (2.4
~g(1X,2],Y) - g([Y, 7], X) + 9(1X, Y], 2)) = (X, Y, 2)

Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt, denn sind V und V zwei Zusammenhéinge mit den Ei-
genschaften (a) und (b), so gilt:

g(VxY)(p), Z(p)) = S(X.Y, Z)(p) = 9(VxY(p), Z(p))

und somit folgt: .
9(VxY = VxY)(p), Z(p)) =0

fir alle Z € I'(T'M) und p € M. Also gilt:
VxY =VxY
Um die Existenz zu zeigen, betrachte fiir festes X,Y € I'(T'M) die Abbildung
L:T(TM)— C™®(M)
mit
LZ)=S(X.Y,2) = S(Xg(¥,2)+Yg(Z X) - Zg(X.Y)
—9([X, 2),Y) = g([Y, 2], X) + g([X, Y], Z).

Man rechnet leicht nach, dass L eine C°°(M)-lineare Abbildung ist, also ein Tensor vom Typ
(0,1). Insbesondere héngt L(Z)(p) nur von Z(p) ab. Daher existiert fiir alle X,Y € T'(T'M)
und p € M genau ein Vektor B,(X,Y) € T, M mit

g(BP(X7 Y)? Z(p)) = L(Z)(p) = S(X7 Y, Z)(p)

Eine langere Rechnung zeigt: (VxY')(p) := B,(X,Y) definiert eine kovariante Ableitung mit
den verlangten Eigenschaften. O

Bemerkungen. (a) Sei (R",( , )) der euklidischer Raum mit dem Standardskalar-
produkt. Der in der Einleitung dieses Abschnittes eingefithrte Zusammenhang V :
I(TR™) x I'(TR™) — I'(TR") definiert durch VxY(p) = DY (p)X(p) ist der Levi-
Civita-Zusammenhang von (R", (, )).

(b) Sei go eine Riemannsche Metrik und betrachte fiir eine positive Konstante ¢ die reska-
lierte Metric g = cgp. Dann stimmen wegen 2.4 die Levi-Civita-Zusammenhénge von gg
und g iiberein.
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Satz 2.5.5. (lokale Darstellung des Levi- Civita-Zusammenhanges)
Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und V der Levi-Civita-Zusammenhang. Sei

(z,U) eine Karte und g;;(p) = 9(621- p %!p).
Dann gilt
1 — d 5} 0
rk :_E ki g+ L g — 2 g
ij (p) 2 e g (p) <axZ ‘pgjl + E?xj pgzl axl p.%])a

wobei (g (p)) die zu (gij(p)) inverse Matriz bezeichnet.

Beweis.

) 99 noo
<Vaz By axl> 9<ZF - 8—:61)_;%%

Da | 0 i] = 0 folgt andererseits aus (2.4)

8901-’8%-
v, 0 oN_1(o 9 o
I\ 0% 02y 0a )~ 2\ 007" T 07T 00 )

Wegen

erhalten wir

" o 0
ry = ZZFmgng ZZQ<V%%,8—$I>9M

=1 m=1 =1

_ _Zgzk 9 o9
ax]’ ! axl v

Bemerkung. Da g;; = g;; folgt auch Fk = Fk

Der Levi-Civita Zusammenhang von isometrisch eingebetteten Mannigfaltigkei-
ten.

Sei (M, (,)r) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und N C M eine Untermannigfaltigkeit
(siehe Def. 1.1.3). Betrachte auf N die durch M induzierte Metrik. Sind v,w € T,N C T,M,
so setze:

(v, wWYn == (v, w)pr.
Definiere fiir p € N

TpNJ- ={w e T,M | (w,v)y =0 fir alle v € T,N},

dann gilt
T,M = T,N & T,N*

d.h. zu jedem v € T, M existiert eine eindeutige Zerlegung

v=2vl + vt mit ! € T,N und vt e Tle.
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Sind X,Y € I'(TN) Vektorfelder auf N und VM der Levi-Civita Zusammenhang auf M, dann
ist
VXYY (p) == VY (p),

wobei X, Y lokale Fortsetzungen der Vektorfelder XY in eine offene Umgebung von p in M
darstellen, wohldefiniert, denn Vé\gf Y (p) héngt nur von X (p) = X(p) und den Werten von
Y lings einer Kurve v : (—¢,4€) — N mit 4(0) = X(p) ab. Allerdings definiert VY im
Allgemeinen auf N kein Vektorfeld mehr. Es gilt aber der folgende Satz.

Satz 2.5.6. Sei VV der Levi-Civita-Zusammenhang auf N und X,Y € T'(TN). Dann gilt

fir allep e N
VRY (p) = (VXY (p)".

Beweis. Der Beweis des Satzes sei als Ubung iiberlassen. Zeigen Sie zunéchst: Sind [, -]y und
ebenso [, /|y die Lieklammern auf M und N und X,Y € I'(T'N) und X, Y lokale Fortsetzun-
gen von X, Y in eine offene Umgebung von p € N in M, so gilt:

[X7 Y]N(p) = [Xv Y/]M(p)

Benutzen Sie dann die Formel (2.4) im Beweis des Satzes 2.5.4. O
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Kapitel 3

Geoditische und Vollstiandigkeit

3.1 Geoditische und ihre grundlegenden Eigenschaften

Ist @ : I — M eine diffbare Kurve, so ist & : I — T'M ein Vektorfeld ldngs «, das in jedem
Punkt tangential zu « ist. Wir nennen & das zu « tangentiale Vektorfeld. Geodétische sind nun
genau solche Kurven, fiir die das zugehorige tangentiale Vektorfeld parallel ist. Geodétische
lassen sich somit fiir allgemeine Zusammenhinge definieren. Wir werden jedoch Geodétische
nur fiir den Levi-Civita-Zusammenhang betrachten.

Definition 3.1.1. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-Zusammenhang
V. Eine Kurve ¢: I — M heifit Geoddtische, falls ¢ : I — T M parallel langs ¢ ist, d.h.

D
Zo(t) =
¢t =0

fiir alle ¢t € 1.
Bemerkungen. (a) Die Funktion t — g(¢(t),¢(t)) ist konstant, denn

%g(é(t), é(t)) = 2g<%é(t), c‘(t)> = 0.

(b) Sei (R™,(, )) mit dem kanonischen Skalarprodukt (, ). Dann ist
EC =c¢c=0

Aquivalent zu c(t) = vt+b mit v,b € R™. Also entsprechen den Geodétischen die Gera-
den des R". Sie sind insbesondere die kiirzeste Verbindung zwischen je zwei Punkten.
Wir werden spéter sehen, dass fiir alle Riemannschen Mannigfaltigkeiten Geodé&tische
wenigstens lokal kiirzeste Kurven sind.

Satz 3.1.2. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

(a) Fir alle to € R, p € M und v € TyM euxistiert ein e > 0 und genau eine Geoddtische
c: (to— € to+e€) = M mit é(ty) = v.

(b) Sindcy,co : I — M Geoditische mit ¢1(to) = ¢a(to) fiir einty € I. Dann ist ¢1(t) = ca(t)
fir allet € I.

73
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Beweis. (a) Sei (z,U) eine Karte mit p € U. Ist ¢: I — U eine Kurve, so ist

- 0
(t)=> at)5—|
R ) 0
wobei ¢ = . 0 c. Ist
" 0
V()= wlt)5—
= 0Tkl
ein Vektorfeld ldngs ¢, so ist
BV(t) = Zn: (o (t) + Zn: F'-f'((i(lt))f'ﬁz'(t)v'('f))i :
d k=1 ij=1 Y T Oy c(t)

Daher ist %c’(t) = 0 dquivalent zu

G(t)+ Y Th(e(t)es(t)é;(t) =0 (3.1)

i,j=1

fiir alle £ € {1,...,n}. Die Gleichung (3.1) ist eine gewohnliche und im Allgemeinen
nicht lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. Wegen des Satzes von Picard-Lindel6f
existiert zu vorgegebenen tg € R, (ui,...,uy) € 2(U) und (vy,...,v,) € R" ein € > 0
und genau eine Losung

(c1y...ycn) : (to — €,to+€) = x(U)

mit ¢;(tg) = u; und ¢ (tg) = v;. Ist z(p) =wund v = > v; % , SO ist
i=1 “lp

cr=ato(er,...,cn): (to—etg+€) = M
die verlangte Geodétische.

Sei A={tel]| ¢1(t) =¢éAt)}. Datyg € A, ist A # (). Da die Vektorfelder ¢; und
¢y stetig sind, ist A abgeschlossen in I. Wegen Teil (a) ist A auch offen in I. Da I
zusammenhéngend ist, ist A = 1.

O

Korollar 3.1.3. Zu jedem v € TM ezistiert genau eine maximale Geoddtische ¢, : I, — M
mit 0 € I, und ¢,(0) = v, d.h. ist ¢ : I — M eine weitere Geoditische mit ¢(0) = v, so ist
I C I, und ¢, (t) = c(t) fir alle t € 1. Auferdem ist das Intervall I,, offen.

Beweis. Sei

A={I] 0€ I und es existiert eine Geodétische ¢ : I — M mit ¢(0) = v}.

Definiere I, := |J I. Dann ist I, € A, denn ist ¢t € I, so existiert ein I € A mit ¢ € I und

IeA

somit eine Geodétische ¢ : I — M mit ¢(0) = v. Setze ¢, (t) = ¢(t). Diese Definition ist wegen
Satz 3.1.2(b) unabhingig von der Wahl von 1.
I, ist offen, denn zu ty € I, existiert wegen Satz 3.1.2(a) ein € > 0 mit (tg—e€,to+€) C I,. O
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Lemma 3.1.4. (Reskalierungslemma,)
Sei 0 €l undc:1— M die Geoddtische mit ¢(0) =v. Ist a € R und

1
a[::{teR] t-ael},

so sty 21 — M mit y(t) == c(a - t) Geoditische mit %(0) = a - v.
Bemerkung. Insbesondere ist %I =R.
Beweis. Es gilt 4(0) = av, denn fiir f € C*°(M) folgt

d

YO)(f) = —

d
5| (feo)lat) =a—

t=0 dt (foo)(t) =a-0)(f) = av(f).

t=0

Zu zeigen bleibt: £4/(tg) = 0 fiir alle to € 11.
Sei (z,U) Karte und z oy(t) = (71(t),. .., (t)) = zoc(at) = (¢1(at),. .., cy(at)). Dann gilt:

Cl; (to) = Z i (to) +ZF v(to))¥i( to)’Yg(to))aik(’Y(to))

n

= (a ék(atg) + Z X (c(ato))ac;(toa) - ac; (toa))
k=1 2,]

0
B, (clato))

D
= azac’(ato) =0.

O

Korollar 3.1.5. Sei a € R und ¢, : I, — M mazimale Geoditische mit ¢,(0) = v und

Cav ¢ Loy — M die mazimale Geoditische mit ¢q,,(0) = av. Dann ist cqy(t) = cy(at) und
Iy =11,

Beweis. Wegen Lemma 3.1.4 ist v : 21, — M mit y(t) = c,(at) Geoditische mit 4(0) =
a-v. Da ¢4,(0) = av, folgt aus der Eindeutigkeit der Geoditischen c,(at) = cg,(t) fiir alle
te %Iv N I,,. Wegen der Maximalitdt von I, und I, ist %Iv C Iy und I, C %Iv. O

Definition 3.1.6. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. (M, g) heifit geoditisch
vollstindig, falls I, = R fiir alle v € TM.

Definition 3.1.7. Sei (M, g) geoditisch vollstindig. Dann heifit die Abbildung
¢:RXTM — TM mit ¢(t,v) := ¢i(v) := é,(t)

der geoddtische Fluf.

Bemerkungen. (a) ¢ ist ein dynamisches System, d.h. ¢o(v) = v und

Pty © Pty (U) = Gty +1, (U)

Dies folgt, denn
Gty © bty (V) = b1y (¢u(t2)) = Ce, 1) (F1)-

Da (t) := cy(t2+t) ebenfalls eine Geodétische ist mit 4(0) = ¢, (t2) folgt v(t) = ce, (1,)(t)
und somit

ééu(tz)(tl) = ’7(751) = év(tl + t2) = ¢t1+t2 (U)
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(b) Fiir r > 0 betrachte die Menge

T"M ={veTM]| ||v||=+Vg(v,v) =1}

Dann ist ¢;(T"M) C T"M, denn ||é,(t)|| = ||v||. SM = T'M heifit Einheitstangenti-
albiindel.

(¢) Da cqp(t) = cy(at), ist ¢au(t) = aéy(at) und damit ¢ (av) = ape(v).
(d) Der geoditische Fluss wird durch ein Vektorfeld X¢g : TM — TTM mit

4 ot(v) = Xg(v) € T,TM
dt |,

erzeugt. Man kann zeigen, dass ¢; ein Hamiltonscher Flufl ist, wobei die Hamilton-
funktion G(v) = 2g(v,v) durch die Riemannsche Metrik gegeben ist. Der Begriff des
Hamiltonischen Flusses wird in der theoretischen Mechanik erklirt.

(e) Da das Einheitstangentialenbiindel einer kompakten Mannigfaltigkeit kompakt ist, sind
kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten geodétisch vollstdndig. Wir werden bald ein
allgemeineres Kriterium kennenlernen.

3.2 Die Exponentialabbildung

Von grofler Bedeutung ist die Exponentialabbildung.
Definition 3.2.1. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und

V={veTM| ¢ ist auf [0, 1] definiert}.

Dann heifit die Abbildung exp : V' — M mit exp(v) = ¢,(1) die Ezponentialabbildung. Ist
p € M und V,, =T, M NV, so bezeichnen wir mit exp,, : V, = M die Einschrdnkung von exp
auf V,, d.h. expp(v) = exp(v). Die Abbildung exp, heiit ebenfalls Fxponentialabbildung.

Bemerkungen. (a) Ist v € V, soist auch t-v € V fiir t € [0, 1], denn exp(vt) = ¢4 (1) =
¢y(t). Ausserdem gilt:

1
L(es[0,1]) = / o ()]t = ]
0

(b) V ist offene Umgebung des Nullschnittes 7°M = {0, | p € M}. Aus der differenzierba-
ren Abhéngigkeit der Geodétischen von den Anfangswerten folgt die Differenzierbarkeit
der Exponentialabbildung exp : V' — M.

Satz 3.2.2. Sei 7w : TM — M die kanonische Projektion und m X exp : V. — M x M die
Abbildung mit

7 X exp(v) = (m(v),exp(v)).
Zu jedem Punkt p € M ezistiert eine offene Umgebung W C T'M wvon 0, € T,M und eine

offene Umgebung W C M x M von (p,p), so dass w x exp : W — W ein Diffeomorphismus
15t.
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co(1) = exp(v)
7(v)
Abbildung 3.1:

Bemerkungen. e 7 X exp ordnet also jedem Vektor v € V' den Anfangs- und Endpunkt
der Geodaétischen ¢, : [0,1] — M zu.

e Der Satz zeigt: Ist U eine offene Umgebung von p € M mit U x U C W, so existiert
fiir jedes Paar ¢,¢' € U genau ein Vektor v € T,M N W mit ¢,(1) = ¢’. Dabei héngt v
differenzierbar von ¢ und ¢’ ab.

Abbildung 3.2:

e Sei W, =T,M NW. Dann ist
exp, : W, = W, ={ge M| (p,q) € W}
ein Diffeomorphismus, denn
exp,(v) = ma((m x exp)(v)),

wobei my : M X M — M die Projektion auf die zweite Komponente bezeichnet. Da
sowohl m x exp : W), — {p} x W), als auch my : {p} x W,, = W, Diffeomorphismen sind,
folgt die Behauptung.

Beweis. Sei 0, € T, M Nullvektor in T,,M:

7 x exp(0p) = (p,exp0) = (p,p).
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Wir zeigen, dass das Differential
D(ﬂ' X exp)(Op) : TOPTM — T(p,p)(M X M) = TpM X TpM.

invertierbar ist. Die Behauptung folgt dann aus dem inversen Funktionensatz. Betrachte eine
Karte (z,U) mit p € U und x(p) = 0. Dann ist Tz : TU — x(U) x R™ mit

Ta(v) = (z(n(v)), D (7 (v))(v))
eine Karte von T'M definiert auf der offenen Umgebung T'U von 0,,. Ausserdem ist
xxx:UxU—=z(U)xz(U) mit X z(p1,p2) = (z(p1), z(p2))

eine Karte von M x M definiert auf der offenen Umgebung U x U. Betrachte die lokale
Darstellung
f=(zxx)o(rxexp)o(Tz)™,

so gilt
f(,0) = (z x ) o (1 x exp)(0p-1(y)) = (& x ) (2™ (w), 27 (1)) = (u,u)

und

£(0,6) = (z x@)o(m x exp)(Da™(0)€) = (z x z)(p, exp(Da"(0)€)) = (0,z oexp(Da"(0)¢)).

Dann folgt
DFO,0)(w0) = S| Fut0) = (wu)
t=0
und
d d
Df(0,0)0.6) = —| f(0,6)=(0,=| woexp(tDz""(0)¢))
t=0 t=0
d
= O] _wocoe®)
t=

= (0, Dx(p) Dz~ (0)€) = (0,¢).

Daraus folgt
DfO,0)=( 4 0 ) R R

Insbesondere ist damit Df(0,0) invertierbar, und die Behauptung folgt aus dem inversen
Funktionentheorem. O

Die oben genannten Bemerkungen lassen sich wie folgt prézisieren:

Korollar 3.2.3. Sei p € M, so existiert eine offene Umgebung U von p und ein € > 0, so
dass gilt:

(a) Fiir alle q,q' € U existiert ein eindeutig bestimmter Vektor v € T,M mit ||v|| < € und
expv = ¢'. Diese Abbildung ist differenzierbar.

(b) Fiir alle q € U ist exp, : B(0g4,¢€) — exp,(B(0y,¢)) ein Diffeomorphismus.
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Beweis. (a) Wegen Satz 3.2.2 existiert eine offene Umgebung W C T'M von 0, und W C
M x M, so dass B
nxexp: W —>W

ein Diffeomorphismus ist. Wihle eine offene Umgebung U von p und ein € > 0, so dass
BU:={veT,M|qcU,|p| <e cW.

Dies ist moglich, denn die Topologie auf T'M wird von den Mengen der Form BU
erzeugt. Da (7 x exp)(BU) eine offene Umgebung von (p,p) ist, existiert eine offene

Umgebung U von p mit U x U C (7 x exp)(BU). Also existiert zu ¢,q' € U genau ein
Vektor v € T, M mit ||v|| < € und exp(v) = ¢

(b) Da U C U, ist fiir g € U
B(0g,¢) = {v e T,M | |jv]| < ¢} C BU.
Also ist die Abbildung
m X exp : B(0g4,€) — (m x exp)(B(04,€)) C M x M
mit v — (¢, exp,(v)) ein Diffeomorphismus. Dann ist auch
exp, : B(0q4,€) — exp, B(0g4,¢) C M

mit v — exp,(v) ein Diffeomorphismus.

Abbildung 3.3:

O

Wie wir gesehen haben, ist fiir jedes p € M die Exponentialabbildung exp,, : V}, — M eine
differenzierbare Abbildung, die auf einer offenen Teilmenge des Tangentialraumes T, M defi-
niert ist. Wir werden nun in dem folgenden Lemma, das auf Carl Friedrich Gauf} zuriickgeht,
eine wichtige geometrische Eigenschaft ihres Differentials

Dexp,(v) : T,T,M — T, M

zpp(v)

formulieren. Wie bei Vektorrdumen iiblich werden wir 7,7, M = {v} x T,M mit T,M durch
Weglassen des Fufipunktes identifizieren. Sind ¢ € R und v € T, M so gewahlt, dass tv € V,,,
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so ist exp,,(tv) = cy(t). Aus der Kettenregel folgt somit D exp,(tv)(v) = é,(t). Insbesondere
ist

id = Dexp,(0) : T,M — T, M
Lemma 3.2.4. (Gauf-Lemma)
Betrachte fiir p € M die Exponentialabbildung exp, : V;, = M . Seiv € T,M und a > 0, so
dass {vt |0 <t <a} CV,. Dann gilt

9(D exp,,(tv)(w), D exp,(tv)(v)) = g(w,v)

fiir alle t € [0,a] und w € T, M. Insbesondere ist || D exp,(tv)(v)|| = |[v]| und D exp,(tv)(w) L
¢o(t), falls w L v.

Abbildung 3.4:

Beweis. Da id = D exp(0), folgt die Aussage fiir t = 0. Betrachte fiir 6 > 0 hinreichend klein
die Abbildung X : (—4,9) x [0,a] — V, mit X (s,t) = t(v+sw). Betrachte a : (=46, 9) x [0,a] —
M mit a(s,t) = exp, X(s,t). Insbesondere ist a(0,t) = ¢,(t) und

0 0
s S:Ooz(s,t) = Dexp,(tv) <% 820X(s,t)>
= Dexp,(tv)(tw) = tD exp,(tv)(w).
Somit ist
h(t) := g(% _Oa(s,t), %a(O,t)) = tg(D exp,(tv)(w), D exp,(tv)(v)). (3.2)

Da V Riemannsch ist, folgt
<D 0

/ — [ —
W) = 9\ 595
D9
ot Os

0 0 Do
a(s,t), Ea(()?t)) +g<& a(s,t), E&a(()?t))
s=0

g
s=0
o(Jr3e| ot g0
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Der zweite Term verschwindet, da ¢t — «(0,t) eine Geoditische ist. Da V torsionsfrei ist, folgt

aus dem noch zu beweisenden Symmetrielemma 3.2.5:

Do
Ot Os

D

Szoa(sv t) = s

0

—a(s,t).
s=0 ot

Verwenden wir wieder, dass V Riemannsch ist, so erhalten wir somit

D2 21 o Satst). 2a(s)
s:og 5 5:1), goals,b) |.

0
/ _ - . . -
h‘ (t) - g<83 szoata(‘s?t)? 8ta(07t)> 283

Aus %a(s,t) = Cytsw(t) folgt nun

10

/ —_—
hi(t) = 2 0s

g(v + sw,v + sw) = g(w, v)

: . 10
(Cotsw(t), Corsw(t)) = 5 B

g
s=0 &

und somit ist h(t) — h(0) = h(t) = tg(w, v). Andererseits ist wegen (3.2)
h(t) = tg(D exp,(tv)(w), D exp,(tv)(v) = tg(w,v)

und wir erhalten das Gauss-Lemma auch fiir alle ¢ € (0, a].

O

Der Beweis des Gau-Lemmas ist vollsténdig, wenn wir die Vertauschbarkeit der kovarianten

partiellen Ableitungen gezeigt haben.

Lemma 3.2.5. (Symmetrielemma)

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem torsionsfreien Zusammenhang V. Sei

W C R? offen und o : W — M mit (s,t) — (s, t) sei 2-mal differenzierbar. Dann gilt:

Do DI
9tos” st

Abbildung 3.5:
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Beweis. Da die Aussage lokaler Natur ist, konnen wir annehmen, dass «(W') im Definiti-
onsbereich einer Karte (z,U) liegt. Sei (ai(s,t),...,an(s,t)) = x o a(s,t). Dann gilt (unter
Weglassung der Argumente):

8&1' 0

0s Ox;

Doa _ D(§"00, 0\ _§~D
otds Ot N ot
8

Da
Do o 0 <=0 0
&axl_va—?axz_vi &%%axi_, tv%&:l
j=1 *j j=1
folgt
Qa_a_f:aala da; Do, o)
ot Os — Otos Ox; oo Os Ot oz; Ox;

Durch Vertauschung von s und ¢ erhalten wir:

D O« " 82621' 0 " 8&1' 8aj 0
s Ot ; ds0t Ox; +Z,j:1 ot EV% oy’

Die ersten Summen stimmen iiberein, da man die partiellen Ableitungen bei zweimal diffe-
renzierbaren Funktionen wegen des Lemmas von Schwarz vertauschen darf.
Die zweiten Summen stimmen iiberein wegen der Torsionsfreiheit. Genauer:

ooy 8ozj v 0 " aoz] day; 0 " 80@ 8a,v 0

ds Ot 95 0 ds Ot @5 0x; ds Ot o4 Ox;

3,j=1 1,7=1 1,5=1

O

Wir zeigen nun, dass Geodétische lokal Kiirzeste sind. Dazu zeigen wir zunéchst das folgende
Lemma.

Lemma 3.2.6. Seien exp,, : V, = M die Exponentialabbildung, v € TyM, v # 0 und a > 0 so
gewdhlt, dass die radiale Gerade ¢ : [0,a] — T, M mit ¢(t) = tv ganz in V), enthalten ist. Sei
Y :[0,a] — V), stickweise differenzierbare Kurve mit 1(0) = ¢(0) =0 und ¢(a) = ¢(a) = av.
Dann gilt:

L(expp o)) > L(expp o) = al|v]|.
Ist Dexp,((t)) : TyM — Texp, (w(ty)M invertierbar fir alle t € [0,a] und ist
L(exp, o) = L(exp,, 0¢),

so folgt ¥[0,a] = ¢[0,a]. Ist dariberhinaus t — ||¢'(t)| konstant, so folgt ¢ = ¢.
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Abbildung 3.6:

Beweis. Es geniigt die Aussage des Lemmas fiir alle ¢ mit der zusétzlichen Eigenschaft 1 (t) #
0 fiir alle ¢ € (0, a] zu beweisen. Denn ist ¢y € (0, a] der groBite Wert mit ¢(tg) = 0, so betrachte
die Einschrdnkung von ¢ auf [tg,a). Insbesondere ist L(exp, 01) > L(exp, Ow‘[to,a )

Sei nun ¢(t) # 0 fur alle t € (0,a] und schreibe (t) = r(t)v(t) mit ||v(t)]] = [jv| und
r(0) = 0,7(a) = a,v(a) = v. Dann gilt fiir alle Teilintervalle [t;,¢;11] von [0, a] auf denen
differenzierbar ist:

¥() = (Do(t) + (1) - 0 (8):

Da t — |ju(t)|| konstant ist, folgt v/(¢) L wv(¢). Mit Hilfe des GauB-Lemmas gilt fiir alle
te [ti,ti—i-l]:

D exp,(r(t)o(t)v'(t) L Dexp,(r(t)v(t))v(t)

Somit erhalten wir die Abschéitzung

19 (exp, ow) B

1D exp, (4:(£)) (' (1))

= || Dexp, (& (t)r' (H)u(t) + D exp,((t))r () (1)
(r(®)v()v(t) +r(#)D expy(r(t)v(t)v' (1)

= ['@OPol* + Ir(®) D exp, (r()v(®)' ()]

QIS El (3.3)

17" () D exp,, (r

Y

Daraus folgt

a d a
seswyon) = [ |G o0w] = ol [ s
0 0

v

o]l

/ r’(t)dt\ = llolir(a) — r(O)] = allv] = Liexpyo6).  (3.4)

0

Ist D exp,(1(t)) bijektiv, so folgt im Gleichheitsfall fiir alle ¢ € [0,a] wegen (3.3): v/(t) =

AuBlerdem folgt aus (3.4): 7/(t) > 0 fiir alle ¢t € [0,a]. Somit ist v(t) = v sowie ¥([0,a]) =
#([0,a)). Ist zusitzlich |[¢'(t)]] = »'(t)||v|| konstant, so ist r(¢t) = ¢ wegen r(0) = 0 und
r(a) = a. Somit ist ¥ (t) = tv = ¢(t). O
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Satz 3.2.7. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M. Sei e > 0 so gewdhlt,
dass

exp, : B(0p, €) — exp,(B(0y,¢))

ein Diffeomorphismus ist. Ist v € B(0p,€), so ist

d(expy(v),p) = [|v]| = L(c,)

wobei ¢, : [0,1] — M die Geoddtische ist mit c,(t) = exp,(tv). Ist v : [0,1] — M eine
weitere stickweise differenzierbare Kurve mit v(0) = p, 7(1) = exp,(v) und L(y) = ||v|],
so folgt: v(]0,1]) = ¢,([0,1]). Ist dariberhinaus t — ||(t)|| konstant, so ist y(t) = c,(t) fir
alle t € [0,1]. Auferdem stimmt exp,(B(0p,¢€)) mit dem metrischen Ball von Radius € um p
tiberein, d.h.

exp,(B(0p,€)) = B(p,€) :=={q € M | d(p,q) < €}.

1
Beweis. Aus L(c,) = [|léy(t)]|dt = ||v|| folgt d(exp,(v),p) < ||lv]. Sei vy : [0,1] — M eine
0

beliebige stiickweise differenzierbare Kurve mit v(0) = p und (1) = exp,(v). Wir zeigen
L(vy) > ||v||. Dann ist auch

d(p,exp,(v)) = inf{L(y) | ~:[0,1] = M stiickweise differenzierbar,
7(0) = p, ¥(1) = exp,(v)}
> ol
Zum Beweis dieser Aussage nehme zunéchst an, dass 7[0,1] C exp,(B(0,,¢)). Betrachte
P(t) = exp;l(y(t)). Dann ist wegen des obigen Lemmas 3.2.6

L(y) = L(exp, oy) = L(exp, 0¢) = [|v]],

wobei ¢ : [0,1] — T,M die Gerade mit ¢(t) = tv beschreibt. Ist L(vy) = ||v|, so ist 4]0, 1] =
¢[0, 1] und somit [0, 1] = ¢,[0, 1]. Ist dariiberhinaus ¢ — ||4(¢)|| konstant, so ist y(t) = ¢,(t)
fiir alle ¢ € [0, 1].

Sei nun [0, 1] Z exp,, B(0y, €), so folgt L(y) > € und somit L(7) > [[v||. Denn da die Menge
exp,(B(0,, €)) offen ist, folgt

{s €[0,1] | [0, s] C exp,,(B(0p, €)} = [0, 50)

fiir ein sp € [0, 1]. Sei nun s, € [0, 1] eine monoton steigende gegen sy konvergente Folge, so
gilt
L(7) = L([0,8n]) > [l exp,  (7(s0))]| — €

fiir n — oo.

Mit dem bisher Gezeigten erhalten wir schlieBlich: exp,(B(0,,¢)) = B(p,¢). Denn ist v €
B(0p,€), so auch d(p, exp,(v)) = [Jv]| <.
Ist umgekehrt ¢ € B(p, €), so existiert eine stiickweise differenzierbare Kurve v : [0,1] — M
mit 7(0) = p, 7(1) = ¢ und L(v) < e. Daher ist wie oben gezeigt [0, 1] C exp,,(B(0p,€)).

U
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Bemerkung. Ist B
B(p,r)={qe M| d(p.q) <r}

der abgeschlossene metrische (geoditische) Ball und
Sp,r)={qge M| d(p,q) =r}

die metrische Sphére (geodétische Sphére) um p, so gilt: Ist exp,, : B(0p,€) — exp,(B(0y,¢))
ein Diffeomorphismus und 0 < r < ¢, so folgt

B(p,r) = exp,(B(0p,7))
S(p7 T) = epr(S(Opv T))v

wobei S(0,,7) = {v € T,M | ||v|| = r}. Damit sind sowohl die abgeschlossenen und offenen
Bille sowie die Sphéren in (7,M, g,) diffecomorph zu den entsprechenden metrischen Béllen
und Sphéren in M, falls ihre Radien kleiner als e sind. Insbesondere sind B(p,r) und S(p,7)
kompakt und S(p,r) ist (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, falls dim M = n.

S(0p,7)

Abbildung 3.7:

Korollar 3.2.8. (Charakterisierung von Geodditischen)
Seic: I — M eine stickweise differenzierbare Kurve, so dass t — ||¢(t)|| konstant ist. Dann
folgt: c ist genau dann eine Geoditische, falls fir allet € I ein & > 0 existiert, so dass

d(c(t — 8), c(t +8)) = L(cft — 6,t + d]).

Beweis. Sei ¢ eine Geoditische mit p = ¢(t). Wegen Korollar 3.2.3 existiert eine offene Um-
gebung U von p und ein € > 0, so dass exp, : B(0y,¢) — exp(B(0y,¢)) fiir alle ¢ € U
ein Diffeomorphismus ist. Dann ist wegen Satz 3.2.7 jede Geoditische v : [a,b] — M mit
v(a) = ¢ € U und L(7y) < € minimal. Wihle nun § > 0, so dass ¢ = ¢(t — 0) € U und
L(c[t — 6,t +8]) < e. Also gilt d(c(t — 0),c(t +0)) = L(c[t — 6, ¢ + 4]).

Sei nun ¢ : I — M eine beliebige stiickweise differenzierbare und lokal minimierende Kurve
mit ¢ — ||¢é(t)]| konstant. Wie oben sei U eine offene Umgebung von p = ¢(t) und € > 0, so
dass exp, : B(0y,€) — exp,(B(0g, €)) fiir alle ¢ € U ein Diffeomorphismus ist. Da ¢ stetig und
lokal minimierend ist, existiert ein § > 0 mit

g=c(t—90)eU, c[t—0,t+0] C B(q,e) und d(c(t —9),c(t +9)) = L(c[t — 0,t + 0]).

Wegen Satz 3.2.7 ist c[t — 0,¢ + ¢] eine Geoditische. Insbesondere ist %é(t) =0.Datel
beliebig ist, folgt dies fiir alle ¢ € I. O
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Korollar 3.2.9. Sei ¢ : [a,b] — M stiickweise differenzierbare Kurve, so dass t — ||¢(t)]]
konstant ist. Ist d(c(a),c(b)) = L(c), so ist ¢ eine Geoditische.

Beweis. Ist ¢ : [a,b] — M stiickweise differenzierbare Kurve mit L(c) = d(c(a), ¢(b)), so gilt:
Licfty, t2]) = d(c(t1), ¢(t2))

fiir alle t; <ty € [a,b]. Denn ist L(c[t1,ta]) > d(c(t1),c(t2)), so existiert eine kiirzere stiick-
weise differenzierbare Kurve v : [t1,t2] — M, die ¢(t1) mit ¢(t2) verbindet. Ist v : [a,b0] — M

c(t2)

Abbildung 3.8:

die durch v(t) = ¢(t) fiir t € [a,t1] U [t2,b] definierte Fortsetzung von v : [t1,t2] — M so ist
L(v) < L(c) im Widerspruch zur Definition von d (siche Abbildung 3.8). Daher ist ¢ auch
lokal distanzminimierend, und wegen Korollar 3.2.8 ist daher ¢ eine Geodétische. O

Bemerkung. Ist ¢ : [a,b] — M eine Geodétische, so folgt im Allgemeinen nicht, dass ¢ global
distanzminimierend ist, d.h es gilt nicht L(c) = d(c(a), ¢(b)).
Sei zum Beispiel S"7! C R"™ die Standardsphire und ¢ : R — S""! eine nach der

p

Abbildung 3.9:
Bogenlinge parametrisierte Geodétische. Dann ist ¢ ein Groflkreis mit ||¢(¢)|] = 1 und

L(c[0,a]) > d(c(0),c(a)), falls a > 7 (siehe Abbildung 3.9)

3.3 Die Satze von Hopf und Rinow

Nun wollen wir ein Kriterium angeben, welches die Existenz einer minimalen Verbindungs-
geodétischen garantiert. Dazu benttigen wir folgendes Lemma.
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Lemma 3.3.1. Sei M eine zusammenhingende, Riemannsche Mannigfaltigkeit, exp, :
B(0p,€) — exp,(B(0p,¢)) ein Diffeomorphismus und 0 < r < e. Dann ezistiert zu jedem
q ¢ B(p,r) ein ¢ € S(p,r) mit

d(p,q) = d(p,q') +d(d'. q)

Beweis. Seiq & B(p,r). Dax — d(q,x) stetig ist (die durch d induzierte Topologie stimmt mit
der auf M {iberein) und S(p, r) kompakt ist, existiert ¢' € S(p,r) mit d(¢’, q) = lsl%f )d(y, q)-
yesS(p,r

)

Sei v : [0,a] — M stiickweise differenzierbare Kurve mit v(0) = p und ~y(a) = ¢. Dann
S(p,r

/

q q

v(to)

Abbildung 3.10:
existiert ein ¢y € [0, a] mit y(to) € S(p,r). Daher ist

L(7[0,t0]) > r = d(p,~(to))

und
L(v[to, al) > d(v(to),q) > d(d', q).
Also ist

d(p,q) < d(p,q') +d(d',q) = v+ d(q',q) < L(v[0, to]) + L(v[to, a]) = L().

Da d(p,q) = inf{L(7) | 7(0) = p,7(a) = ¢}, folgt: d(p,q) = d(p,q') + d(d', q). O

Satz 3.3.2. (Hopf und Rinow (Teil 1))

Sei (M, g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, die einen Punkt p besitzt,
so dass die Ezponentialabbildung exp, auf ganz T,M definiert ist. Dann ezistiert fir alle
q € M eine minimale Geoddtische ¢ : [0,a] — M, die p und q verbindet, d.h. ¢(0) = p,

c(a) = q, und L(c) = d(p,q).

Bemerkung. Ist also (M,g) geoditisch vollstindig, so existiert zu je zwei Punkten eine
minimale Geodétische. Diese ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, wie das Beispiel
der Sphére mit der Standardmetrik zeigt.

Beweis. Sei d(p,q) = r und € > 0, so dass exp, : B(0p,¢) — B(p,¢) ein Diffeomorphismus
ist. Ist » < ¢, so ist ¢ € B(p,¢), und der Beweis folgt aus Satz 3.2.7. Sei also € < r und
0 < § < e. Dann ist ¢ € B(p,d), und wegen Lemma 3.3.1 existiert ein ¢’ € S(p,§) mit
d(p,q) = d(p,q') +d(¢',q). Sei v € S(0,,1) der eindeutig bestimmte Vektor mit exp,(vd) =
c(8) = ¢. Da exp, auf ganz T, M definiert ist, ist auch die Geodétische ¢, auf ganz R
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definiert. Wir zeigen nun, dass ¢, : [0,7] — M die Punkte p und ¢ verbindet, und ¢,(r) = ¢
(sieche Abbildung 3.11). Sei

to = max{t € [0,7] | d(cy(t),q) =7 —t}.

Da t — d(cy(t), q) stetig ist, folgt die Existenz dieses Maximums. Auflerdem ist to > §, denn

d(cy(6),q) = d(¢',q) = d(p,q) — d(p,q") =7 — d(p, cu(0)) =7 =6
Aus der Definition von tp und aus d(p, ¢, (to)) < L(c,[0, to]) = to folgt mit Hilfe der Dreiecks-
S(p,9)

Abbildung 3.11:

ungleichung
r=d(p,q) < d(p,cu(to)) + d(cy(to),q) <to+r—to=r

Dies impliziert
(1) d(p, q) = d(p, cv(to)) + d(cv(to),q) und (2) d(p, cv(to)) = to.

Angenommen, es gelte ¢ < r. Dann wihle ein ¢’ > 0, so dass exp,., ;) : B(0,€¢') = B(cy(to), €')
ein Diffeomorphismus ist und ¢ € B(c,(tg),€’). Wegen Lemma 3.3.1 existiert zu 0 < ¢’ < ¢
ein ¢" € S(cy(to),d") mit

d(cy(to), q) = d(cy(to), q") +d(q", q).

Wir zeigen spéter: ¢, (to 4+ 0') = ¢” (siehe auch Abbildung 3.12).

Abbildung 3.12:
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Dann gilt:
d(cy(to+9'),q) = d(q",q) = d(cy(to),q) — d(cu(to),d") =7 —tog — & =r — (to + ).

Dies steht aber im Widerspruch zur Definition von ¢ty und der Annahme ¢ty < r. Also ist
to = r, und damit gilt ¢,(to) = q.

Um die Aussage c,(to + ¢') = ¢” zu beweisen, betrachte w € T, ;)M mit |Jw| = 1 und
cw(0') = ¢ (siehe Abbildung 3.12). Definiere die stiickweise differenzierbare Kurve v durch

() fiir t € [0, to]
"(0) = {cw(t —to) fiir t € [to, to + 0]

Wir zeigen: L(vy) = d(p,¢"). Dann ist wegen Korollar 3.2.9 die Kurve v eine Geodiitische mit
~(t) = ¢y (t) fiir alle t € [0, to + 0]

Es gilt
d(p,q") < L(v) =to+ 0" =d(p,cu(to)) + d(co(to), ¢")
= d(p, co(to)) + d(co(to) q) — d(d", )
= d(p,q) —d(¢",q)
< d(p,q")
und somit folgt die Behauptung. O

Satz 3.3.3. (Hopf und Rinow (Teil 2))
Sei (M, g) eine zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(a) (M,g) ist geoditisch vollstindig.

(b) Fiir alle p € M st exp,, : T,M — M definiert.

(c) Es existiert p € M, so dass exp, : T,M — M definiert ist.

(d) Jede abgeschlossene und beschrinkte Menge K C M ist kompakt.
(e) (M,d) ist als metrischer Raum vollstindig.

Bemerkung. In metrischen Rdumen ist die Kompaktheit dquivalent zur Folgenkompaktheit,
d.h. eine Teilmenge eines metrischen Raumes ist genau dann kompakt, wenn jede Folge eine
konvergente Teilfolge besitzt.

Beweis. Die Implikationen (a) = (b) = (c) sind trivial.

(c) = (d):

Sei K C M abgeschlossen und beschrénkt und sei p € M, so dass exp, auf ganz T, M definiert
ist. Aus der Beschréinktheit der Menge K folgt die Existenz von r > 0 mit

K c{qe M| d(p,q) <r}=:B(p,r).
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Wegen des Satzes von Hopf-Rinow (Teil 1) existiert fiir jedes ¢ € B(p,r) ein v € S(0,,1) und
ein t € [0,7] mit exp,(vt) = ¢. Also gilt: exp,(B(0,,7)) D B(p,r). Da

d(exp,(vr),p) < Lic,[0.7]) = r

fiir alle v € S(0p, 1), folgt exp,(B(0,,7)) C B(p,r), und wir erhalten exp,(B(0,,7)) = B(p,r).
Insbesondere ist B(p,r) als Bild der kompakten Menge B(0,,r) C T,M unter einer stetigen
Abbildung kompakt. Damit ist auch K als abgeschlossene Teilmenge von B(p,r) kompakt.
(d) = (e):

Sei (pn)nen Cauchyfolge. Daher existiert ein ng € IN, so dass d(pn,,pn) < 1 fiir alle n > ny.
Insbesondere ist (p,)nen beschriankt, und fiir p € M existiert ein r > 0 mit p, € B(p,7)
fir alle n € N. Da B(p,r) kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge pn; — p. Da
Cauchyfolgen genau dann konvergieren, falls sie eine konvergente Teilfolge besitzen, folgt die
Behauptung.

(e) = (a):

Ist M nicht geodétisch vollsténdig, so existiert ein p € M und ein v € S(0p,1) und ¢y > 0, so
dass ¢, : [0,t9) — M sich nicht iiber ¢y hinaus fortsetzen lafit. Sei 0 < ¢,, < t¢ eine monoton
steigende Folge mit ¢, — to. Dann gilt fiir £k € N

tn+k:

d(co(tn), o (tnsr)) < / lew($)1ds = toer — th

und somit ist ¢,(t,) Cauchyfolge. Nach Annahme existiert p’ € M mit ¢,(t,) — p'. Aus
Korollar 3.2.3 folgt die Existenz einer offenen Umgebung U von p’ und eines € > 0, so dass
exp, : B(04,¢) — B(q,¢) ein Diffeomorphismus fiir alle ¢ € U ist. Wéhle n € N, so dass
cy(tn) € U und tg — t, < €/2. Da

eXPcﬂ(tn)(S Cy(tn)) = cu(tn +5)

fiir 0 < s < € definiert ist und t,, + €/2 > t, lafit sich ¢, im Widerspruch zur Annahme {iber
to hinaus fortsetzen. O

Definition 3.3.4. Sei (M, g) zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit, so heif3t
diam M = sup{d(p,q) | p,q € M} € R* U {oo}

der Durchmesser von M.

Korollar 3.3.5. Sei (M,g) zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann sind
dquivalent:

(a) M ist kompakt.
(b) M st vollstindig und diam M < oo.

Beweis. (a) = (b)
Sei M kompakt. Da fiir p € M die Funktion f(q) = d(q, p) stetig ist, ist f beschréinkt. Daher
existiert ein a > 0 mit d(q,p) < a und somit ist jedes Punktepaar q1,q2 € M

d(q1,q2) < d(q1,p) + d(p,q2) < 2a.
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Also ist der Durchmesser durch 2a beschrinkt. Kompakte metrische Rdume sind automatisch
vollsténdig. Denn ist (¢, )nen eine Cauchyfolge, so folgt aus der Kompaktheit die Existenz
einer konvergenten Teilfolge. Also konvergiert die Cauchyfolge.

(b) = (a)

Sei M vollsténdig und diam M < oo. Wegen diam M < oo ist M beschrénkt und abgeschlos-
sen (M \ M = 0 ist offen). Aus der Vollstéindigkeit von M folgt dann mit Satz 3.3.3 die
Kompaktheit von M. O
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Kapitel 4

Kriimmung Riemannscher
Mannigfaltigkeiten

4.1 Der Kriimmungstensor

Nun wollen wir uns mit einem weiteren wichtigen Begriff beschéftigen, ndmlich mit dem der
Krimmung.

Wie wir in der Vorlesung ”Kurven und Fliachen” gesehen haben, kann man die Kriimmung al-
leine aus der Riemannschen Metrik berechnen (Theorema egregium). Damit ist die Kriimmung
eine Grofle der inneren Geometrie.

Dies ist der Grund, weshalb wir diesen Begriff auf allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkeiten
ausdehnen kénnen.

Definition 4.1.1. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-
Zusammenhang V, so heifit

R:T(TM)xT(TM)xT(TM) — T(TM)
mit
(X,Y,Z) = R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ - Vxy|Z
der Riemannsche Krimmungstensor.
Bemerkung. R ist C°°(M) linear, und somit ist R ist ein Tensor vom Typ (1,3).
Der Kriimmungstensor besitzt folgende algebraischen Eigenschaften.
Lemma 4.1.2. Fir alle X,Y,Z,W € T(TM) gilt:

(i) Schiefsymmetrie in den ersten beiden Argumenten, d.h.

R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z.

(ii) 1. Bianchi-Identitdt, d.h.
R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0

(iii) Der (1,1)-Tensor R(X,Y) ist schiefsymmetrisch, d.h.
g(R(X,Y)Z W) = —g(R(X, Y)W, Z)

93
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(iv) Invarianz unter blockweiser Vertauschung, d.h.

g(R(X,Y)Z, W) =g(R(Z,W)X,Y).

Beweis. (i) folgt aus der Definition des Kriimmungstensors und der Schiefsymmetrie der
Lieklammer.

(ii) folgt aus der Torsionsfreiheit von V und der Jacobi-Identitét, denn

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z X)Y = VxVyZ-VyVxZ-VixyZ
+VY VX = VVy X — Viy g X
FVLVRY = Vx VY = ViV
= Vx([Y,Z]) - Vy([X, Z]) - Vz[Y, X]
+V[Y,X}Z — V[Y,Z}X + V[X,Z]Y
Y Z) 4+ (X Z2) YT+ (Y, XL Z)

(X, [Y,Z
= [Xv[Y’ZH"i'[Y’[Z’XH+[Z’[X’YH
0

(iii) Fiir die Schiefsymmetrie geniigt es zu zeigen: g(R(X,Y)Z,Z) = 0.

g(R(X,Y)Z,Z) = g(VxVvZ,Z)—g(VyVxZ,Z) - g(Vxy)Z, Z)
= Xg(VvZ,Z)-g(NyZ,NxZ)—-Yg(NxZ, 2Z)

1
+g(vXZ7 VYZ) - §[X7 Y]g(Zv Z)
= SXY(2,2) - SYXg(2,2) ~ X, Y]g(Z,2)

= SXYI6(Z,2) - 5X.Y(0(Z2)) = 0

(iv)
gRX,Y)ZW) = —g(R(Y,2)X,W) — g(R(Z, X)Y, W)
= g(RY,Z)W,X) +g(R(Z, X)WY)

= —9(R(Z,W)Y,X) - g(R(W,Y)Z, X)
—9(R(X,W)Z,Y) — g(R(W, 2)X,Y')

T 29(R(Z,W)X,Y) 4 g(RIW,Y)X + R(X, W)Y, Z)

29(R(Z,W)X,Y) + g(—R(Y, X)W, Z)
29(R(Z,W)X,Y) — g(R(X,Y)Z,W)

O

Bemerkungen. (a) Aus Lemma 4.1.2 (i) und (iii) folgt die Invarianz unter simultaner
Vertauschung der ersten und zweiten sowie der dritten mit der vierten Komponente,
d.h.
J(R(X,Y)Z,W) = g(R(Y, X)W, Z)
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(b) Fiir jedes Y € I'(T'M) ist der (1,1)-Tensor X — R(X,Y)Y symmetrisch, denn

dRX, Y)Y, 2) 2 g(R(Y, X)2,Y) Y g(R(Z, Y)Y, X).

(c) Die kovariante Ableitung VR des Kriimmungstensors R ist der (1,4)-Tensor, gegeben
durch

VR(X,Y,Z,W) = VxR(Y,Z)W — R(VxY, Z)W — R(Y,VxZ)W — R(Y, Z)V x W.

VR erfiillt die zweite Bianchi-Identitét, d.h. es gilt unter zyklischer Vertauschung von
XY, Z
VR(X,)Y,Z W)+ VRY,Z, X, W)+ VR(Z,X,Y,W) = 0.

Der Beweis sei als Ubung iiberlassen.

4.2 Kriimmungsgroéfien

Die wichtigste Kriimmungsgrofe, die sich aus dem Kriimmungstensor ergibt, ist die Schnitt-
kriimmung.

Definition 4.2.1. (Schnittkriimmung)
Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M und o C T,M ein 2-dimensionaler
Unterraum. Sind v, w € o linear unabhéngig, so heifit

g(R(v, w)w,v)
g(v, U)g(wv w) - gz(vv w)

K(o) = K(v,w) :=

die Schnittkrimmung von M beziiglich o .

Bemerkungen. (a) Der Flicheninhalt des von v,w aufgespannten Parallelogramms ist
definiert durch (g(v,v) - g(w,w) — g(v, w))"/2.

(b) Sind insbesondere v, w orthonormal, so gilt:

(c) Betrachte zu einer gegebenen Riemannschen Metrik gp und einer konstanten A > 0 die
Reskalierung g = Agp. Dann stimmen die Levi-Civita-Zusammenhéinge von gg, g (siehe
die Bemerkung nach dem Satz von Levi-Civita) und somit auch ihre Kriitmmungstenso-
ren R, und R, iiberein. Fiir die Schnittkriitmmungen gilt daher:

Ky(o) = 1 Ky ().

Lemma 4.2.2. K(o) ist wohldefiniert, d.h. K (o) hdngt nicht von der Wahl der Basis in o
ab.
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Beweis. Sei v = av 4+ fw,w = yv 4+ dw. Aus der Schiefsymmetrie von g(R(x,y), z,w) in den
beiden ersten und beiden letzten Argumenten folgt:

g(R(v,w)w,v) = g(R(ow + fw,yv + dw)w, V)

= (ad — B7)9(R(v,w)w,v)
= (ad — B7)g9(R(v,w)(yv + dw), av + fw)
= (a5 57) g(R(U,’LU)’LU,U).
Setze
Ro(z,y)z == g(y,2)x — g(z, 2)y,
so ist

9(Ro(z,y)z,w) = g(y, 2)g9(x,w) — g(z,2)g(y, w)

schiefsymmetrisch in den beiden ersten und beiden letzten Argumenten. Daher folgt aus
derselben Rechnung wie oben:

9(Ro (0, @), ) = (ad — )*g(Ro (v, w)w, v).

Wegen
g(RO (U7 w)w7 U) = g(w7 w)g(v, U) - g(”? w)2

folgt, dass K (o) wohldefiniert ist.

Bemerkung. (M, g) hat genau dann konstante Schnittkriimmung k, falls R = kR gilt. Die
Details seien als Ubung iiberlassen.

O

Aus dem Kriimmungstensor 148t sich durch Spurbildung ein weiterer Tensor konstruieren.

Definition 4.2.3. Sei v,w € T,M, so definiere:

Ric(v,w) := Ricy(v, w) = tr(z — R(z,v)w))
Bemerkung. (a) Ist {ej,...,e,} eine Orthonormalbasis von T, M, so gilt:

Ric(v, w) Zg (e5,v)w, ;)

(b) Ric ist eine symmetrische 2-Form, denn aus Bemerkung (a) nach Lemma 4.1.2 und
wegen Lemma 4.1.2( iv) folgt

g(R(ej,v)w,e;) = g(R(v,e;)e;,w) = g(R(e;,w)v, ;)

und somit
Ric(v,w) = Ric(w,v).

Also ist Ric ein symmetrischer (0, 2)-Tensor.
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Definition 4.2.4. Ist v € S, M := 5(0,, 1) so heifit
ric(v) := Ric(v,v)

die Riccikrimmung in Richtung v. Ist SM = |J Sp,M, so definiert ric eine Funktion auf
peEM
SM.

Bemerkungen. (a) Sei {v,ej,...,e,—1} eine ON-Basis von T),M, so gilt:

n—1 n—1
ric(v) = Zg(R(ei,v)v, €)= ZK(ei,v),
i=1 i=1

d.h. die Riccikriimmung in Richtung v ist das Mittel iiber die Schnittkriimmungen aller
Ebenen E;, die von den Vektoren (e;, v) aufgespannt werden.

K(ey,v)

K(e;,v)
€1 v

€;
Abbildung 4.1:

(b) Ist die Schnittkriimmung konstant, d.h existiert eine Konstante k& € R mit K(o) = k
fiir alle Ebenen o, so gilt ric(v) = (n — 1)k. Dies impliziert fiir v # 0

Ric(v,v) = ||v]|? - ric <ﬁ> = g(v,v)(n — 1)k,

und mittels Polarisation folgt Ric(v, w) = (n — 1)kg(v, w).

(c) Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit heifit Finsteinmannigfaltigkeit, falls eine Konstante
r € R existiert mit ric(v) = r fiir alle v € SM. Dies ist wegen (b) dquivalent dazu, dass
der Riccitensor proportional zur Riemannschen Metrik ist, d.h.

Ric(v, w) = rg(v,w)

Aus konstanter Riccikriimmung folgt nicht die Konstanz der Schnittkriimmung, wie fiir
n > 2 das Beispiel des komplex projektiven Raumes CP" mit der Fubini-Study Metrik
zeigt (Ubungsaufgabe). Man kann sich fragen, ob jede Mannigfaltigkeit eine Einsteinme-
trik zuldsst. Fiir Mannigfaltigkeiten ab Dimension drei ist die Antwort nein. Hingegen
besitzen Flichen immer eine Metrik mit konstanter Kriimmung (Uniformisierungssatz).
Fiir Flachen stimmen Riccikriimmung und Schnittkriimmung {iberein.
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Bilden wir die Spur des Riccitensors, so erhalten wir die Skalarkriimmung.

Definition 4.2.5. Sei {e;,...,e,} eine ON-Basis von T, M. Dann heif}t

S(p) = trRic, = Z Ric(e;, €;)
i=1

die Skalarkrimmung.

Bemerkung. Offensichtlich gelten folgende Implikationen:

konstante Schnittkriimmung = konstante Riccikriimmung = konstante Skalarkriimmung

Lemma 4.2.6. (Lemma von Schur)
Sei dimM > 3.

(a) Hingt die Schnittkrimmung nur von p € M ab, d.h. existiert eine Funktion f : M — R
mit

K(o) = f(p)

fiir alle Ebenen o C T,M, so ist Schnittkriimmung konstant.

(b) Hingt die Riccikrimmung nur von p € M ab, d.h. existiert eine Funktion f: M — R
mit

ric(v) = f(p)

fiir alle Vektoren v € S,M, so ist die Riccikrimmung konstant.

Beweis. Die Aussage (b) impliziert die Aussage (a), denn ist K (o) = f(p) fiir alle Ebenen
o C T,M, soist ric(v) = (n — 1) f(p). Aus (b) folgt daher die Konstanz von f.
Der Beweis von (b) sei als Ubung iiberlassen. O

4.3 Geodatische und die Variationsformeln

Wir werden in diesem Abschnitt sehen, wie die Kriimmung auf das Verhalten von Geodéti-
schen einwirkt, wie z.B. bei positiver Kriimmung, wo die Geodétischen nach endlicher Zeit
aufhoren, Kiirzeste zu sein. Um diese Zusammenhéinge herzuleiten, brauchen wir die erste
und zweite Variationsformel.

Definition 4.3.1. Sei ¢: [0,a] — M eine differenzierbare Kurve und € > 0. Eine differenzier-
bare Abbildung « : (—€,+€) x [0,a] = M mit (s,t) — a(s,t) = as(t) heilit (differenzierbare)
Variation von ¢, falls a(0,t) = ¢(t).

Eine Variation heifit eigentlich (Variation mit festen Endpunkten), falls a(s,0) = ¢(0) und
a(s,a) = c(a).

Bemerkung. Wir werden hauptséchlich differenzierbare Variationen betrachten. Manch-
mal benoétigt man auch stiickweise differenzierbare Variationen. Eine stetige Abbildung
a: (—e€,+€) x [0,a] — M heiBt stickweise differenzierbare Variation, falls eine Unterteilung

O=to<thi<...<tp=a
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existiert, so dass « :

Qg
* C(t c=ap

Abbildung 4.3: eigentliche Variation

99

(—€,4€) X [ti—1,t;] = M fiir alle ¢ € {1,...,k} differenzierbar ist, d.h

a: (—e,+€) X [ti—1,t;] = M besitzt eine differenzierbare Fortsetzung auf eine offene Menge

des R2.

Definition 4.3.2. Sei « eine Variation von ¢, so heifit

x(t) = 2

= o . a(s,t)

das zu o gehorige Variationsvektorfeld.

Bemerkung. Auch wenn a nur stiickweise differenzierbar ist, ist X (¢) fiir alle ¢ definiert.
Aus der stiickweisen Differenzierbarkeit von « folgt

%g}g X(t) = 11;2 X(t) = X(t;),
t—t; t—t;

und somit ist X (¢) auch stetig.

Lemma 4.3.3. Sei ¢ :

[0,a] — M eine stetige stiickweise differenzierbare Kurve und X

ein stetiges stiickweise differenzierbares Vektorfeld lings c¢. Dann existiert eine stiickweise
differenzierbare Variation a mit Variationsvektorfeld X .

Beweis. Da c[0,a] C M kompakt ist, existiert ein § > 0, so dass exp,)(v) fiir alle ¢ € [0, d]
und v € T, M mit [|v|| < & definiert ist. Da X (f) beschrénkt ist, gibt es ein € > 0, so dass

|| X(t) - s|| <6 fiir alle s € (—¢, +€) gilt. Definiere v : (—¢, +€) x [0,a] — M durch

a(s, t) = exper) (s X (1)) = cxp ()-

Dann gilt: %!Szoa(s,t) = X(t).
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Sei nun « : (—e, +€) x [0,a] — M stiickweise differenzierbare Variation einer Kurve c : [0, a] —
M. Setze

b
L(s) = L(a) = 3 / s (0)]
i:lti71
und
b

falls o auf (—e,€) x [ti—1,t;] fir 0 = t9 < t; < ... < tp = a differenzierbar ist. Nun wollen
wir Formeln fiir die 1. und 2. Ableitung von L(s) und E(s) herleiten. Wir werden uns dabei
auf differenzierbare Variationen einschrianken. Fiir die Riemannsche Metrik g nutzen wir das
Symbol (, ).

Satz 4.3.4. (1. Variationsformeln)

Sei vz (—e€,€) X [0,a] = M eine differenzierbare Variation einer Kurve ¢ mit Variationsvek-
torfeld X. Dann gilt:

(a) E'(0 0f< (1)) dt + (X(a), é(a)) — (X(0),¢(0))

(b) Ist c:[0,a] — M regulir, d.h. ¢(t) # 0 fir alle t € [0,a], so gilt:

), [ X(),é())
dt dt
/ d”o/ eon

0

Bemerkungen. (a) Ist a: (—¢,+€) % [0,a] — M eine stiickweise differenzierbare Variation
beziiglich einer Unterteilung to =0 < t1 ... < t, so folgt:

k
d
=2 %l

=1

E(as|[ti-1,t:]).

Entsprechendes gilt fiir L'(0).

(b) Ist « eigentliche Variation oder ist X (0) L ¢(0) und X (a) L ¢(a), so ist

(c) Ist |le(t)]| =1 >0, so gilt:
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Beweis. (a) Da der Levi-Civita-Zusammenhang Riemannsch ist, und wegen des Symme-
trielemmas 3.2.5 erhalten wir

a a

/_1/“322 _/222 _/232
E(s) = 5| 55\ 0t 5% )%= [ (55067 5:% ) 4= | 51952 7% ) U
0 0 0

- / 9/0 9 N[O Do \\
- ot \ s ot s ot ot
0

= ga ga t:a—/a ga Béa dt
\os ot 7/ 2, ds dtot °)
0

Auswertung an der Stelle s = 0 ergibt:

L'(s) = /a%<%a5(t),%a8(t)>l/2 dt
0

L 1 D 9 )
: 50/ (Fron(t)- 4 <t>>1/2'2<$&O‘S“>’a%“’>dt
9

) mas

| [t (o),
0

(Gas(t), Zas()"?

Fiir s = 0 ergibt sich:

po X Ben)ydt [ (X))
”0)‘0/ | e

Aus diesen Formeln erhilt man eine weitere Charakterisierung der Geod#tischen, namlich als
kritische Punkte des Energie- bzw. Lingenfunktionals. O

Korollar 4.3.5. (Charakterisierung von Geoddtischen)

(a) Eine differenzierbare Kurve c : [0,a] — M ist genau dann eine Geoditische, falls E'(0) =
0 fiir alle eigentlichen Variationen gilt.

(b) Eine differenzierbare Kurve ¢ : [0,a] — M mit ||¢(t)|| = const. > 0 ist genau dann eine
Geodiitische, falls L'(0) = 0 fiir alle eigentlichen Variationen gilt.
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Beweis. (a) Falls a: (—e¢,+€) x [0,a] — M eigentliche Variation ist, gilt:

E'(0) = —/a<X(t), %é(t)>dt
0

wobei X (t) = %‘g:o as(t) das zu a gehorende Variationsvektorfeld bezeichnet. Insbe-
sondere ist E'(0) = 0, falls ¢ Geodiitische ist.

Sei umgekehrt E'(0) = 0 fiir alle eigentlichen Variationen «. Betrachte das Vektor-
feld X(t) = @(t)2¢(t), wobei ¢ : [0,a] — R eine differenzierbare Funktion mit
©(0) = p(a) = 0 darstellt. Wegen Lemma 4.3.3 existiert eine differenzierbare, eigentliche
Variation « : (—e,+€) x [0,a] — M mit %as = X (t). Also gilt

0=FE0)=- /acp(t) <%c‘(t), %c‘(t)> dt
0

fiir alle differenzierbaren Funktionen ¢ : [0, a] — R mit ¢(0) = ¢(a) = 0. Wire 2é(to) #
0, so gébe es eine Umgebung I;, = (t9 — 0, %o + J) von t¢ mit %é(t) # 0 fiir alle t € I,.
Dann wéhle ¢ : [0,a] — [0, 00), so dass ¢(t) > 0 fir t € (to—0/2,t0+0/2) und p(t) =0
fiir t ¢ I,,. Dann wire aber E’(0) < 0.

(b) Ist ||é(t)|| = const = £ > 0, so folgt aus Bemerkung (c): $E'(0) = L'(0) und die
Behauptung folgt aus (a).
U

Nun wollen wir die zweiten Ableitungen an den kritischen Punkten des Energie- bzw. Langen-
funktionals, also an den Geodétischen berechnen. Dabei wird der Kriimmungstensor eine
fundamentale Rolle spielen. Von besonderer Bedeutung ist dabei das folgende Lemma.

Lemma 4.3.6. Sei V C R? und o : V. — M eine differenzierbare Abbildung mit (s,t) —
a(s,t). Sei Z : V. — TM ein Vektorfeld lings a, d.h. Z(s,t) € Tyys4M. Dann gilt:

D D DD Oa fole}
G20 = g 25t = B G260, 5550 ) 2G50

Beweis. Der Beweis ist eine direkte Konsequenz aus der Definition des Kriimmungstensors,
falls die Vektorfelder Z, g—‘;‘, %—‘2‘ sich fiir jedes (s,t) € V in eine offene Umgebung U C M von

(s, t) fortsetzen lassen, d.h. falls Z, X, Y € T'(TU) existieren mit

Z(a(s,t)) =Z(s,t), X(a(s,t)) = g—j(s,t), Y(a(s,t)) = ({;—?(s,t)

fiir alle (s,t) € a~1(U). Dann gilt:
%Z(s,t) = (V%?Z)(a(s,t)) = (VyZ)(a(s,t)) sowie %%Z(s,t) = (VxVyZ)(a(s,t))

als auch

22 2(5,1) = (Vy VxZ)(als.).
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Abbildung 4.4:

Dies impliziert:

552(8 5 — %822(8 1) = VxVy Z(a(s,t) — Vy Vi Z(als,1)).

Mittels der Torsionsfreiheit des Zusammenhangs und des Symmetrielemmas erhalten wir:

XYV v D Oa D da
[ ’ ] X gs %t ()S ()t ()t ()S 0

Daraus folgt:

D D DD ~ oo oo
%EZ(SJ) — E(‘)—Z(S t) = (R(X,Y)Z)(a(s,t)) = R<83 (s,t), T — (s, t)> Z(s,t).

Lassen sich die betrachteten Vektorfelder nicht lokal fortsetzen, so wéhle eine Karte (z,U),
so dass a(s,t) € U fiir alle (s,t) in einer Umgebung V' C V gilt. Ist (a1,...,an) =z 0, so
erhalten wir:

und

sz (s,t) —oa(s t).

Eine etwas ldngere aber einfache Rechnung fiihrt auch in diesem Falle zum gewiinschten
Ergebnis. U

Satz 4.3.7. (2. Variationsformeln)
Sei «: (—€,+€) x [0,a] — M eine differenzierbare Variation der Geoditischen c : [0,a] — M
mit Variationsvektorfeld X. Dann gilt:
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(0
£'0) = [ (X0 3X0) - (R0, 60)20), X(0) a
0
Oa D Oa

 S0.0)

(b) Ist zusdtzlich ||¢(t)|] = 1 und X+(t) = X(t) — (¢(t), X () ¢(t) die zu ¢ orthogonale
Komponente von X,
so gilt:

Abbildung 4.5:

L0 / < XL( )> - <R(Xl(t),c’(t))c‘(t),Xl(t)> dt
0
4 <% szog—j(s,a),c'(a)> - <% Szog—‘;(s,()),c'(())>

Beweis. (a) Wie im Beweis von Satz 4.3.4 erhalten wir

-1 [ e [ (B ) [(Bd0 o)

Daraus folgt:

vy _ [2 (D00 Do
EXs) = [ 58505 )

/
_ 0/<DD8a 8a>+<28_04 28_a>dt

0s Ot Os Ot 0s’ Os Ot

Da wegen Lemma 4.3.6

DDda DDoa_ ,f0a OaOa . 0a Oa)da
Os Ot Os  Otds Os 0s’ Ot ) s ot’ 0s ) 0s’
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folgt:

E//(S)

r OJa da\ da Oa
‘/ (7G5 )3 )
<DD80¢ 8a> <D8a D8a>
+/ 4 (BOa Doal
0

Ot s 0s’ Ot Os’ Ot Os

Fiir s = 0 erhalten wir:

B (0 0/ (ZXO. X0 - (RE0). X)X @), é(0) d

19 /D| oa
— (= = ¢ t
+/8t<83 szoas’c(t)>d
0

(b) Aus dem Beweis der 1. Variationsformel (Satz 4.3.4) folgt:

Dda da
LI(S)_ <8S 8t’8t>dt
B da Ba\1/2
(%% %)

&IG

Daher gilt:

P YN Do do\*
(s) = / 1/2<%_? 7 2<838t’8t dt
0 )

+/“ L0 /Do da\
<8_a 8_a>1/28s Os Ot Ot
0 ot ot

Da %—i‘(t, 0) = ¢(t) und ||é(t)]| = 1, folgt fiir s = 0 mit Hilfe von (4.1)

o) = —0/<%X(t),c'(t)>2dt+0/§8 B 0<£%—?,%—?>dt
_ _0/<%X(t),c'(t)>2dt+E”(0)

Also erhalten wir mit Teil (a):

a

o) = — /

+f D x), %X<t>> — (R(X(0),e(t)e(t), X (1)) dt
0
N <% S_Og_j(s,a),c(a)> - <% S Og—j(s,o),é(0)>
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Da X+ = X — (¢, X) ¢ folgt:
D D D D _\"*
“Xt=Z2X (=X )e= (=X
dt dt < "t >C (dt )

D_ D D_,  D_, D _\?
<£X’EX> <th th> < th>

Da (R(X,¢)¢, X)) = (R(X+,¢)¢, X1)) folgt die Behauptung.

und somit

O

Bemerkungen. (a) Ist die Variation eigentlich, so ist ‘g—‘;‘(s,a) = ‘g—‘;‘(s,O) = 0 und die
Randterme fallen weg. Insbesondere héngt L”(0) und E”(0) nun vom Vektorfeld X ab.

(b) Wihlen wir zu einem beliebigen diﬁerenzierbaren Vektorfeld X die kanonische Variation
(s, t) = expg) (sX (1)), so gilt 2 55 as a(s,t) = 0 und die Randterme fallen ebenfalls weg.

(c) Da [ X|* > | FX |, ist L"(0) < E"(0).

(d) Ist « stiickweise differenzierbar, so gilt

k d2
E// Z F E(Oés [ti_l, tl])
=1 57 1s=0
fiir eine Unterteilung 0 =ty < ... <t =a

(e) (R(X*,¢)e, X+) = K(&, XH)[|[ X, falls [|e(t)]] = 1.
(f) Ist X(t) L ¢(t) paralleles Vektorfeld lings ¢ mit || X (0)|| = 1 und (s, t) = expq) (s X (1))
die zu X gehorige kanonische Variation, so folgt L”(0) = — [ K (¢, X)dt.
0

4.4 Die Satze von Bonnet-Myers und Synge

Nun wollen wir uns mit wichtigen Anwendungen der 2. Variationsformel beschiftigen.
Zunéchst widmen wir uns dem folgenden fundamentalen Satz von Bonnet und Myers.

Satz 4.4.1. (Bonnet-Myers, 1935)
Sei (M, g) eine vollstindige n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und
n—1
r

ric >
Dann gilt:

diam M < 7r.
Insbesondere ist M kompakt.
Bemerkung. Ist S"(r) C R"*! die Sphire von Radius » um 0 € R"*!. Dann ist

n—1

diam S"(r) = - r und ric = —
,

Dieses Beispiel zeigt, dass der Satz von Bonnet-Myers optimal ist, d.h. unter der vorgegebenen
Schranke an die Ricci-Kriimmung kann die Durchmesserabschétzung nicht verbessert werden.
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Beweis. Aus der Vollstindigkeit von M folgt mit den Sétzen 3.3.2, 3.3.3 von Hopf-Rinow
fiir alle p,q € M die Existenz einer minimalen Geodétischen ¢, die p mit ¢ verbindet. Somit
gilt L(c) = d(p,q). Daher ist der Satz von Bonnet-Myers bewiesen, wenn folgende Aussage
gezeigt ist: Ist ¢ : [0,¢] — M eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geodétische mit
¢ = L(¢) > 7r, so ist ¢ nicht minimal. Insbesondere ist dann der Abstand zweier beliebiger
Punkte nicht grofler als 7r.
Sei also L(c) > mr. Wir konstruieren eine eigentliche Variation as(t) von ¢ = ap mit

d2

L”(O) _ v

75 L(as) < 0.

s=0

Wegen der zweiten Variationsformel geniigt es ein Vektorfeld X : [0,¢] — T'M lings c¢ zu
finden mit X (¢) L ¢é(¢) und X (0) = X (¢) = 0, so dass

/ ([ax

Sei e1,...,en € TyyM eine ON-Basis mit e, = ¢(0) und E;(t) ihre parallelen Fortsetzungen
lings c. Dann ist Ei(t),..., En(t) € Ty M eine ON-Basis mit E,(t) = ¢(t). Definiere fiir
ie{l,...,n}

- R(X(t),é)é,X(t)>> dt < 0.

Xi(t) == sin(%

so ist X;(0) = X;(¢) = 0 und 2 X,(t) = Z cos(%t)E;(t). Dann gilt:

n—1

5 (Hgm
(G

7

- R(Xz(t),C'(t))é(t)ﬁXi(t») dt

3
|

cos?(Zt) — sin2(%t)K(Ei(t),c'(t))> dt

LN g T g T
<(n 1)€ cos (Et) sin (Et) rlc(c(t))> dt

I
o

Da ¢ > 7r, folgt:
Damit erhalten wir

(2

=1

<13

denn
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Also gilt:
¢ 2
/ (H%xxt) - <R<Xi<t>,e<t>>,é<t>,xz-<t>>> at <0
0
fiir wenigstens ein ¢ € {1,...,n — 1}. O

Fiir den Satz von Synge (auch manchmal Lemma von Synge genannt) bendtigen wir den
Begriff der orientierbaren Mannigfaltigkeit.

Definition 4.4.2. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit einem Atlas A = {(x4,U,) | « € I}. Der
Atlas heif3t orientiert, falls die Koordinatenwechsel positive Determinate haben, d.h. falls fiir
alle Koordinatenwechsel

zgoxyt 20Uy NUg) — 25Uy NUg)

und alle p € U, N Ugz die Determinante det(D(zg o z51) (24 (p)) positiv ist.
Eine Mannigfaltigkeit heifit orientierbar, falls sie einen orientierten Atlas besitzt.

Bemerkungen. (1) Hat man einen orientierten Atlas A, so ldfit sich erkldren, was eine po-
sitiv orientierte Basis des Tangentialraumes T, M ist. Ist (z,U) € A Karte und p € U, so
heifit eine Basis vy, ...,v, € T,M positiv orientiert, falls vq, ..., v, und 6%1|p, ce %Lﬂ
gleichorientiert sind, d.h. die Matrix des Basiswechsels hat positive Determinante. An-
dernfalls heifit sie negativ orientiert. Ist der Atlas orientiert, so ist diese Definition
unabhéngig von der Wahl der Karte und teilt die Basen in zwei Klassen ein, ndmlich
die positiv und negativ orientierten Basen.

(2) Eine lineare invertierbare Abbildung L : T,M — T, M heifit orientierungserhaltend,
falls die Basis L(a%1 p), e ,L(%!p) positiv orientiert ist. Daraus folgt, dass eine ori-
entierungserhaltende Abbildung die Klasse der positiv orientierten Basen erhilt.

(3) Ein Diffeomorphismus heifit orientierungserhaltend, falls das Differential orientierungs-
erhaltend ist.

Lemma 4.4.3. Seien X (t),...,X,(t) differenzierbare Vektorfelder lings c : [0,a] — M, so
dass
Xl(t)v s 7Xn(t) € Tc(t)M

linear unabhingig sind. Ist (X1(0),...,Xn(0)) positiv orientiert, so auch (Xi(t),...,X,(t))
fiir alle t € [0, al.

Beweis. Sei (x,U) eine Karte und nehme zunéchst an: ¢([0,a]) C U. Dann besitzen die

Vektorfelder X (t),...,X,(t) die Darstellungen X;(t) = > aij(t)a%j (1) Da deta;;(t) # 0
=1

J
fir alle t € [0,a] und deta;;(0) > 0 folgt aus der Stetigkeit von ¢ — det(a;;(t)) mittels des
Zwischenwertsatzes: det(a;;(t)) > 0 fiir alle ¢t € [0, a.

Im allgemeinen Falle wihle Karten (z;,U;) € A, so dass die Umgebungen U, ...,U, eine
Uberdeckung von ¢[0, a] bilden und argumentiere dann wie oben. O
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Bemerkung. Sei c: [0,a] — M eine differenzierbare Kurve und Py o) c(t) @ TeoyM — Tey M
die Parallelverschiebung léngs c. Ist vy, ..., v, € Ty )M eine positiv orientierte Basis, so auch
Vi(t), ..., Va(t) mit Py cpyvi = Vi(t). Insbesondere ist Py () orientierungserhaltend.

Satz 4.4.4. (Synge)

Sei (M,g) eine kompakte orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit mit strikt positiver
Kriimmung. Ist dim M gerade, so ist jede geschlossene Kurve nullhomotop, d.h. jede geschlos-
sene Kurve lqf$t sich stetig in eine Punktkurve deformieren.

Bemerkung. Mannigfaltigkeiten, fiir die jede geschlossene Kurve nullhomotop ist, heiflen
einfach zusammenhdngend. Der reell projektive Raum

RP" :=S"/T

mit I' = {id,~y}, wobei v(p) = —p ist (wie wir sehen werden) ein Beispiel einer kompakten
nicht einfach zusammenhingenden Riemannschen Mannigfaltigkeit mit Kriimmung +1. Dies
steht nicht im Widerspruch zum obigen Satz, denn ist n gerade, so ist RP™ nicht orientierbar.
Dabher ist die Voraussetzung der Orientierbarkeit notwendig. Genauso ist die Voraussetzung
an die Dimension notwendig, denn fiir n ungerade ist RP"™ orientierbar.

Wichtig fiir den Beweis des Satzes von Synge ist folgendes Lemma, dass wir spéiter beweisen
werden.

Lemma 4.4.5. Sei (M, g) eine kompakte, nicht einfach zusammenhingende Riemannsche
Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine geschlossene, nicht nullhomotope Geoddtische, die mi-
nimal in threr Homotopieklasse ist.

AuBlerdem benétigen wir das folgende Standardresultat aus der linearen Algebra.

Lemma 4.4.6. Sei (V,(, )) ein euklidischer Vektorraum ungerader Dimension und L : V —
V' eine orthogonale Abbildung mit det L = 1. Dann existiert ein x € V, x # 0 mit L(x) = z.

Beweis. Satz von Synge:

Angenommen M wére nicht einfach zusammenhingend. Dann existiert wegen Lemma 4.4.5
eine geschlossene Geodétische ¢ : [0,{] — M, die nicht nullhomotop und minimal in ihrer
Homotopieklasse ist. Da der Levi-Civita Zusammenhang Riemannsch ist, induziert die Par-
allelverschiebung léngs c eine orthogonale Abbildung P := Pyq).q) : Teo)M — T.o)M.
Wegen Lemma 4.4.3 folgt aus der Orientierbarkeit von M, dass P orientierungserhaltend ist
und somit gilt det P = 1. Sei ¢(0)* die Menge der Vektoren in 7, c(0)yM orthogonal zu ¢(0).
Dann ist P : ¢(0)t — ¢(0) ebenfalls eine orthogonale Abbildung mit Determinate 1, und
da die Dimension von ¢(0)% ungerade ist, existiert wegen Lemma 4.4.6 ein paralleles Vek-
torfeld X : [0,]] — TM lédngs ¢ mit X(0) = X (I). Betrachte die zu X gehorige Variation
a: (=€ +€) x [0,1] - M mit a(s,t) = exp.y(sX(t)). Dann folgt fiir L(s) = L(as) wegen
Bemerkung (f) nach Satz 4.3.7:

1
L) = — / K(é(t), X (£))dt < 0.
0

Daher hat L in 0 ein lokales Maximum, d.h. es existiert ein ¢ > 0 mit L(s) < L(0) fiir
alle s € (—¢,¢€) . Da aber ag homotop zu ay = c ist, erhalten wir einen Widerspruch zur
Minimalitét von c. O
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Abbildung 4.6:

Bemerkung. Zu jeder nicht orientierbaren Mannigfaltigkeit M existiert eine orientierbare
Mannigfaltigkeit M und eine 2-elementige Untergruppe I' = {id, v} C Diff(M), die eigentlich
diskontinuierlich auf M operiert, so dass M /I" = M. Dabei ist v orientierungsumkehrend. Die
Mannigfaltigkeit M heit Orientierungsiberlagerung und ist eine 2-blittrige Uberlagerung
von M. Betrachte zum Beispiel den projektiven Raum RP? = S2%/{id,v} mit v(p) = —p,
oder die Kleinsche Flasche K = T?/T" .

4.5 Geodatische Variationen und Jacobifelder

Definition 4.5.1. Sei ¢: I — M eine Geoditische. Ein Vektorfeld J € I'.(T'M) lings ¢ heifit

Jacobifeld, falls
2

D
— c)e = 4.2
dt2J + R(J,¢6)¢=0 (4.2)

Die Gleichung (4.2) heif3t Jacobigleichung.

Jacobifelder sind Variationsvektorfelder spezieller Variationen, ndmlich der geod&tischen
Variation.

Satz 4.5.2. Seic: I — M eine Geoditische und « : (—e,+€) x I — M eine geoddtische
Variation von ¢, d.h. die Kurven ag : I — M sind Geoddtische und og = c¢. Dann ist das

zugehdrige Variationsvektorfeld X (t) = % o—oQ(8,1) ein Jacobifeld.

Beweis. Aus dem Symmetrielemma 3.2.5 und Lemma 4.3.6 folgt

D? DD d DD| 8
X)) = 5o 82004(37'5) = 5 0s Szoaa(si)
D

Do 0 o )
Js Szoaaa(&t) + R<Ea(0,t)a o5 SZOa(s,t)) a04(()7,5)

= R(ét), X(1))é(t) = —R(X(2), ¢(t))e(t).

Bemerkungen. (a) ¢ ist trivialerweise immer ein Jacobifeld.
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(b) Aus Bemerkung (b) nach Lemma 4.1.2 folgt, dass fiir jedes t € I die Abbildung R(t) :
TyyM — TeyM mit R(t)v := R(v,¢(t))¢(t) ein symmetrischer Endomorphismus ist,
d.h. (R(t)v,w) = (v, R(t)w). R(t) definiert ein Tensor vom Typ (1,1), den wir auch
Jacobioperator (lings c) nennen.

(c) Sei Ei(t),...,En(t) € TewyM eine parallele ON-Basis lings ¢, d.h. die Vektorfelder
Eq(t),..., En(t) sind parallel und bilden fiir jedes ¢ € I eine ON-Basis von T, M.
Die Koeffizienten der Matrixdarstellung von R(t) beziiglich Ey(t), ..., E,(t) sind dann
gegeben durch

Rij(t) = (R()E;(t), Ei(t)) ,

denn ist R(t)E](t) = Z a,-jE,-(t), SO ist a,-j(t) = <R(t)Ej(t), El(t» = le(t)
i=1
Satz 4.5.3. Seic: I — M eine Geoditische und Eq(t),..., Ey(t) eine parallele ON-Basis
lings c. Ein Vektorfeld J : I — T M lings c ist genau dann ein Jacobifeld, falls die Komponen-

ten (Ji(t),...,Jn(t)) € R™ beziiglich der parallelen ON-Basis E1(t),. .., E,(t) die gewdhnliche
lineare Differentialgleichung

+ R(t) : =0 (4.3)

erfiilllen, wobei R(t) als die wie oben definierte Matriz aufgefafit wird. Insbesondere existiert
zu v, w € Ty \M genau ein Jacobifeld mit J(tg) = v und %J(to) = w.

Beweis. Sei J : I — T'M ein Vektorfeld langs ¢ und J(t) = > J;(t)E;(t). Dann gilt:
=1

(2

D o
Ej(t) = ZZ:; Ji(t)Ei(t)

und . -
@J(t) = Z Ji(t)Ei(t)
i=1
R(J(t),é()ét) = > Tt R(Ei(t), e()e(t) = > Ji(t)R(E)(Ei(t))
i=1 i=1
Daher folgt:
2 n_o n
DT + RO, e0)é(e) = S0 0B + 3 KR (E(D) (14)
i=1 i=1

Durch skalare Multiplikation von (4.4) mit E;(¢) erhalten wir die Aquivalenz der Gleichungen

D2
o2 () + R(J(2),¢(t))e(t) = 0
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und
n

Ji(t) + D Ru(0)Jit) = 0.
i=1
Daraus folgt der 1. Teil der Behauptung.

n
Sind v,w € T4 yM und v = > v;Ei(to) sowie w = ) w;F;(to), so existiert genau eine

i=1 =1
Losung der linearen Differentialgleichung 2. Ordnung.
Ji(t) Ji(t)
L | +RO| 2 | =0
() In(t)

mit (Jy(to), ..., Jn(to)) = (v1,...,v,) und (Ji(to), ..., Ju(to)) = (wi,...,wy). Dann ist aber
J(t) =>_ Ji(t)E;(t) das eindeutig bestimmte Jacobifeld mit J(¢p) = v und %J(to) =w. O

Bemerkungen. (a) Die Menge der Jacobifelder J.(7'M) ldngs der Geodéatischen ¢ : I — M
bildet einen 2n-dimensionalen Vektorraum. Die Abbildung

L: Tc(to)M X Tc(to)M — JC(TM)

mit (v,w) — J, wobei J das Jacobifeld ist mit J(tp) = v und %J(to) = w, ist ein
linearer Isomorphismus. Insbesondere ist J.(T'M) Untervektorraum des Vektorraumes
aller Vektorfelder I'.(T'M) léngs c.

(b) Spezielle geoditische Variationen erhélt man mittels der Exponentialabbildung exp,, :
T,M — M. Betrachte fir v € T,M die Gerade ~(t) = vt durch 0, € T,M.
Diese Gerade ist eine Geoditische im euklidischen Vektorraum (7,M,gp,). Sie wird
auf eine Geodétische unter exp, abgebildet. Zu w € T,M definiere ein Vektorfeld
X (t) = wt € Ty4)(TpM) ldngs ~. (Dabei identifiziere wie iiblich T’ ) (1, M) mit T, M).
Der Levi-Cevita Zusammenhang auf dem euklidischen Vektorraum (7,M, g,) ist durch
die gewohnliche Ableitung gegeben, der Kriimmungstensor verschwindet. Daher kann
X (t) = tw als ein Jacobifeld von T),M léngs (t) interpretiert werden mit X (0) = 0 und
%|t:0X(t) = w. Auflerdem ist H(s,t) = vt + sX(t) = t(v+ sw) die zugehorige geodéti-
sche Variation in 7, M. Diese Variation lafit sich nun mittels der Exponentialabbildung
auf eine geoditische Variation in der gekriimmten Mannigfaltigkeit M abbilden.

Satz 4.5.4. Die Variation a(s,t) = exp,(H(s,t)) ist eine geoddtische Variation von t
exp,(H(0,t)) = exp,(vt). Das Variationsvektorfeld J(t) = % s—o(s,t) ist das Jacobifeld
mit J(0) = 0 und %J(O) = w. Auferdem erfillt das Differential von exp, im Punkte tv die

Gleichung
J(t) = Dexp,(tv)(tw) = tD exp,(tv)(w).

Beweis. Da t +— exp,(H(s,t)) = exp,(t(v + sw)) Geodétische sind, ist a(s,t) eine Geodéti-
sche Variation. Damit ist J(t) = % .—o0(8,1) ein Jacobifeld. Da a(s,0) = p, ist J(0) = 0.
Auflerdem gilt:

D D 0
= ) = —| — t
dt tZOJ( ) dt|,_,0s szoa(s, )
D 0
= % Szoa tzoa(s,t) _3 S_O(U + Sw) = w
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Abbildung 4.7:

Aus der Kettenregel folgt:

J(t) = % _Oa(s,t)—% _Oexpp(H(s,t))
= Dexpp(H(O,t))(% _OH(s t) = D exp,(tv)(tw)

Bemerkung. Insbesondere folgt: J(1) = D exp,(v)w, falls w = 2.J(0).
Wichtig ist der Begriff des konjugierten Punktes.

Definition 4.5.5. (Konjugierte Punkte)
Sei ¢ : I — M eine Geoditische und tg,t; € I mit tg < t;. Der Punkt ¢ = ¢(¢1) heifit konjugiert
zu p = c(tp) ldngs c, falls ein Jacobifeld J lings ¢ existiert mit J # 0 und J(tg) = J(t1) = 0.
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Bezeichnen wir mit
Jot(TM) = {J | J Jacobifeld mit J(ty) = J(t1) = 0},

die Menge der in to und ¢; verschwindenden Jacobifelder, so ist J:O™ (T'M) ein Untervektor-
raum von J.(T'M). Die Dimension von JX" (T M) heiBt die Multiplizitit des konjugierten
Punktes.

Abbildung 4.8:

Korollar 4.5.6. Seiv € T,M und ¢, : [0,1] = M die zugehirige Geodditische mit ¢,(0) = v.
Dann gilt:
dimker D exp,(v) = dim JOHTM).

Ist insbesondere M eine Mannigfaltigkeit ohne konjugierte Punkte, d.h. sind alle Geoddtischen
frei von konjugierten Punkten, so ist exp, : TyM — M ein lokaler Diffeomorphismus.

Beweis. Die Abbildung
¢ :{J | J Jacobifeld lings c, mit J(0) = 0} — Ty M

mit J — %(0) ist ein linearer Isomorphismus. Da Depr(v)(g(O)) = J(1), ist ¢p(JoY) =

ker D exp,,(v). O

Satz 4.5.7. Sei (M,g) eine Mannigfaltigkeit mit der Schnittkrimmung K < 0. Dann hat
(M, g) keine konjugierten Punkte.

Beweis. Sei J : I — TM ein Jacobifeld lings c. Betrachte f(t) = ||J(t)||> = (J(t), J(t)).
Dann gilt: f/(t) =2(2J(¢t), J(t)) und

') = 2 <<%J(t),J(t)> + <%J(t), %J(t)>>

D 2
= 2 <— (RJ(E), é()é(t), J(t)) + HaJ(t) > .

Da K < 0 folgt aus Definition (4.2.1) der Schnittkriimmung:

Insbesondere ist f”(t) > 0. Gilt nun f(tg) = f(t1) = 0 fiir ¢y < t; so muss die nicht negative,
konvexe Funktion f auf [to,t1] identisch verschwindet. Also ist J identisch null und somit
existieren keine konjugierten Punkte. U
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Bemerkung. Wir halten also fest: hat eine Mannigfaltigkeit M nicht positive Schnitt-
kriitmmung oder allgemeiner keine konjugierten Punkte, so ist fiir jedes p € M die Expo-
nentialabbildung exp,, : T,M — M ein lokaler Diffeomorphismus. Wir werden daraus ein
globales Resultat folgern. Nédmlich wir werden zeigen, dass exp,, : T,M — M eine Uberlage-
rung ist. Dies hat weitreichende Konsequenzen. Aus diesem und weiteren Griinden werden
wir im néichsten Abschnitt die fiir uns wichtigen Aspekte der Uberlagerungstheorie skizzieren.
Detailliertere Informationen kénnen aus den entsprechenden Standardwerken der Topologie
entnommen werden.
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Kapitel 5

Uberlagerungstheorie und
Anwendungen in der Geometrie

5.1 Uberlagerungen

Die Uberlagerungstheorie ist ein Teilgebiet der Topologie. Wir werden wichtige Aspekte, in
Hinblick auf Anwendungen in der Riemannschen Geometrie, behandeln.

Definition 5.1.1. (Uberlagerung)

Sei X ein topologischer Hausdorffraum (siche Definition 1.1.1). Aulerdem nehmen wir an,
dass X lokal wegqweise zusammenhdngend ist, d.h. jede offene Umgebung enthilt eine wegweise
zusammenhiingende offene Umgebung. Ein topologischer Raum F heifit Uberlagerung von X,
falls eine stetige surjektive Abbildung p : E — X (Uberlagerungsabbildung) mit folgender
FEigenschaft existiert.

e Fiir alle z € X gibt es eine offene Umgebung U von z (Elementarumgebung), so dass
p~Y(U) eine disjunkte Vereinigung von in E offenen Mengen {U, | o € I} darstellt.
Auflerdem ist p : Uy — U fiir jedes o € I ein Homomorphismus (siche Abbildung 5.1).

Bemerkungen. (a) Die Mengen U, heifien Bldtter iiber U. Die Menge p~!(x) = E, heifit
Faser iiber z € X. Sie ist eine diskrete abgeschlossene Teilmenge von F, denn Urbilder
abschlossener Teilmengen sind unter stetigen Abbildungen abgeschlossen und einpunk-
tige Teilmengen in einem Hausdorffraum sind abgeschlossen. Das Komplement eines
Punktes in einem Hausdorffraum lisst sich als Vereinigung offener Mengen schreiben
und ist somit offen.

(b) Ist E, endlich und X zusammenhéngend, so stimmt fiir alle y € X die Méchtigkeit von
E, mit der von E, iiberein. Sie bestimmt die Anzahl der Blétter. Ist E kompakt, so ist
E, als abgeschlossene Teilmenge kompakt und als diskrete Teilmenge somit endlich.

(¢) In den Anwendungen werden die betrachteten Rdume immer Mannigfaltigkeiten sein.
Insbesondere sind diese Réume hausdorffsch und lokal wegweise zusammenhéngend.
Es sei darauf hingewiesen, dass allgemeine wegweise zusammenhéngende topologische
R&ume nicht automatisch lokal wegweise zusammenhéngend sind, wie Bild 5.2 zeigt. Ist
X lokal wegweise zusammenhéngend, so auch F.

117
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Abbildung 5.1:

Abbildung 5.2:

Beispiele. (1) Betrachte die Abbildung p: R — St mit ¢+ €2™ = (cos(2mt) + i sin(2nt)).
Es folgt, dass p eine Uberlagerung von R iiber S! induziert (die Abbildung 5.3 zeigt
zwei Darstellungen dieser Uberlagerung).

(2) Alle Beispiele, die wir betrachten werden, entstehen aus Gruppenaktionen diskreter
Gruppen (siehe Definition 2.2.3). Sei F eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und T’
eine diskrete Gruppe, die fixpunktfrei und eigentlich auf F operiert. Dabei operiert I'
als diskrete Gruppe eigentlich, falls fiir jede kompakte Teilmenge K C E die Menge

Fg={yel|yKNK #0}

endlich ist (siehe Kapitel 2, Definition 2.2.4). Die Gruppe I' induziert eine Aquivalenz-
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Abbildung 5.3:

relation auf E durch die Relation

x~y:sy=7() mtyel.

119

Mit E/T' = {[z] = '(z) | * € E} bezeichnen wir die Aquivalenzklassen und mit

p: E— E/I' ={[z]| v € E}.

die kanonische Projektion. Wiahlt man auf E/I' die Quotiententopologie, d.h. sei
O C E/T genau dann offen, falls p~(O) offen in E ist, so ist p eine Uberlagerungs-
abbildung. Denn zu jedem x € E existiert V C E offen, so dass v(V) NV = { fiir
alle v € T'\ {id}. Dann ist U := p(V) = {[z] | * € V} eine Elementarumgebung und
{7(V) | v € T} sind die Blitter iiber U. Wegen Satz 2.2.7 kann man auf E/T" sogar
eine differenzierbare Struktur definieren, so dass die Projektion p : E — E/T" zu einem

lokalem Diffeomorphismus wird. Konkrete Beispiele sind:

(a) Sei E = R? und (Z?,+) die Gruppe der ganzahligen Gitterpunkte in R?. Fiir alle
a € 7?2 definiert a(x) = a + x eine Gruppenoperation von Z? auf R?. Dann ist

R?/7% =17,

und 7 : R? — T? mit  — [z] eine Uberlagerung (siehe Abbildung 5.4)
(b) Betrachte auf S™ die Operation der Gruppe I' = Zs = ({1, —1}, -), definiert durch:

1(z) =2 und

(=D(x) = —=



120KAPITEL 5. UBERLAGERUNGSTHEORIE UND ANWENDUNGEN IN DER GEOMETRIE

o oo
S o
o oo

O‘%@

Abbildung 5.4:

Diese Gruppenoperation ist offensichtlich eigentlich und fixpunkfrei und es gilt:
S"/T' = RP"™.

Die Abbildung p : S™ — S™/T" =: RP" mit p(x) = [z] definiert eine zweibléttrige
Uberlagerung.

Die folgende Abbildungen sind keine Uberlagerungen.

(1) p:R? = R mit (z,y) — z ist keine Uberlagerung, denn p ist kein lokaler Homoomor-
phismus. Auflerdem sind die Fasern nicht diskret.

(2) Die Skizze 5.5 zeigt eine Abbildung mit diskreten Fasern. Sie ist aber kein lokaler
Homdoomorphismus.

R
L

Abbildung 5.5:

(3) Betrachte p : (—1/2,1) — S! mit z ~ €2™@. Die Abbildung p ist lokaler Homsomor-
phismus (sogar lokaler Diffeomorphismus). Sei U eine beliebige offene Umgebung von
(1,0) € S'. Dann enthélt V = p~}(U) die Punkte 0, 1. Ist U eine Elementarumgebung,
so ist V nicht zusammenhéngend und l&sst sich als disjunkte Vereinigung zweier offener
Mengen Uy, Us mit 0 € Uy und 1 € Uj schreiben (sieche Abbildung 5.6). Offensichtlich
ist p : Uy — U nicht surjektiv. Also existiert keine Elementarumgebung von (1,0) € S*.
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Uy Us

Abbildung 5.6:

Wir wollen nun untersuchen, in welchen Fillen wir einer Uberlagerung eine diskrete Grup-
penaktion zuordnen kénnen. Wichtig dafiir ist Begriff des Lifts (Hochhebung).

Definition 5.1.2. Seip: F' — X eine Uberlagerung, und f : Y — X eine stetige Abbildung.
Eine stetige Abbildung f : Y — E heifit Lift von f, falls das Diagramm

E

kommutiert, d.h. po f = f.

Bemerkung. Die Existenz eines Lifts ist nicht immer gewéhrleistet. Als Beispiel betrachte die
Uberlagerung p : R — S* mit p(t) = ~62””. Dann besitzt die identische Abbildung f : S L
mit = — x keinen Lift. Denn wire f : S' — R ein Lift von f, so wiirde p o f(e>™) = 27t

t
E—1 k / kE+1

]?(e2m't)
e?m‘t f =id f(e%it)
(0,1) (0,1)

Abbildung 5.7:
gelten (siche Abbildung 5.7). Da

pHE™) = {t+ k| ke Z},
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existiert dann ein k; € Z mit f(e?™*) =t + k, fiir alle 0 < t < 1. Wegen der Stetigkeit von f
ist k; = k konstant und daher ist

lim f(e?) — lim f(e*™) = 1.

t——1 t+—0

Also ist f auf S als stetige Abbildung nicht definiert.

Satz 5.1.3. (Eindeutigkeit des Lifts) o
Seip: E — X eine Uberlagerung, Y zusammenhdngend und f : Y — X stetig. Sind f1, fo :
Y — E Lifte von f mit

fi1(yo) = f2(yo)
fiir ein yo € Y, so ist f1 = fo.

Beweis. Wir zeigen: Die Menge A= {y € Y | fi(y) = fa(y)} ist offen und abgeschlossen.

(1) Die Menge A ist offen, da p ein lokaler Homéomorphismus ist. Denn ist z € A, so existiert
eine offene Umgebung V C E von fi(z) = fa(z) = ¢ und eine offene Umgebung U C X
von p(q), so dass p : V' — U ein Homéomorphismus ist. Aus p o fl (y) =po fg(y) folgt
somit fi(y) = fa(y) fiir alle y € Y mit f(y), fo(y) € V. Daher ist fl_l(V) N fg_l(V)
eine offene Umgebung von z, die in A enthalten ist, und somit ist A offen.

(2) Die Abgeschlossenheit von A ist eine Konsequenz der Stetigkeit von f1 und fo.
Da yg € A # () und Y zusammenhiingend, folgt: A =Y. O

Nun wollen wir hinreichende Kriterien fiir die Existenz eines Liftes angeben. Diese Kriterien
lassen sich meistens aus folgendem Sachverhalt ableiten. Besitzt eine stetige Abbildung f :
Y — X einen Lift, so auch jede Homotopie von f. Genauer

Lemma 5.1.4. Seip: E — X eine Uberlagerung und es sei f 1Y — E ein Lift der stetigen
Abbildung f :Y — X. Dann besitzt auch jede stetige Abbildung F : [0,1] X Y — X mit
F(0,y) = f(y) genau einen Lift mit F(0,y) = f(y).

Bemerkung. Die Abbildung F' heifit Homotopie von f.
Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus Satz 5.1.3. Es bleibt also die Existenz zu beweisen. Sei

y €Y fest gewéhlt. Wegen der Kompaktheit von [0, 1] x {y} und der Stetigkeit von F' existiert
eine offene Umgebung U, C Y von y und eine Unterteilung

0<ap(y) <...<an(y) =1,

so dass F([ai(y), ai+1(y)] xU,) in einer Elementarumgebung V,,; der Uberlagerung p enthalten
ist. Insbesondere ist dann p‘l(Vy,i) eine disjunkte Vereinigung offener Mengen in £ und die
Einschréinkung von p auf eine der Zusammenhangskomponenten ist ein Homdomorphismus.
Definiere nun Fy, : [0,1] x U, — E wie folgt:

e Sci B, die Zusammenhangskomponente von p~1(V,, o), die f(y) enthilt, so setze

Fy(t7 Z) = p_l‘Ey’O(F(t, Z))

fiir alle (¢,2) € [0,a1(y)] x Uy. Insbesondere folgt E(O,z) = f(2) fiir alle z € U,.
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o Ist F\; : [0,ai(y)] x Uy — E schon definiert und E,; die Zusammenhangskomponente
von p~1(V,,), die Fy(a;(y),y) enthilt, so setze

Fy(tvz) :p_l‘ (F(tvz))

By
fur alle (¢, 2) € [a;(y), ait1(y)] % Uy.

Ist nun Uy, NUy, # 0, so stimmen die oben erklérten Lifte /FZ und /FZ auf dem Durchschnitt
[0,1] x Uy, N Uy, iiberein, denn ist z € Uy, N Uy,, so ist /FZ(O,z) = /F;(O, z) und es folgt
/FZ(t, z) = /F;(t, z) aus Satz 5.1.3, denn [0, 1] x {z} ist zusammenhéngend.

Somit erhalten wir einen Lift F' von F, wohldefiniert durch F(t, z) := f( z) fur z € Uy mit
den verlangten Eigenschaften. Er ist eindeutig durch die Vorgabe F (0,y) = f (y) bestlmmt
denn [0,1] x {y} ist zusammenhéngend. O

Als wichtige Konsequenz erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 5.1.5. Sei p : E — X eine Uberlagerung und &y € p~'(xo). Dann besitzt jede
stetige Kurve o : [0,1] — X mit a(0) = z¢ genau einen Lift & mit &(0) = Zo. Auferdem
besitzt jede stetige Abbildung H : [0,1] x [0,1] — X einen Lift.

Beweis. Die Abbildung f : {0} — X mit 0 — o besitzt einen Lift f mit f(0) = &. Dann
definiert die stetige Kurve o : [0,1] — X mit «(0) = zp eine Homotopie von f und l&8t sich
daher wegen Lemma 5.1.4 liften. Genauso kann H als Homotopie der Kurve Hy(t) = H(0,t)
interpretiert werden und besitzt somit ebenfalls einen Lift. O

5.2 Fundamentalgruppe und Uberlagerungen

Definition 5.2.1. (Fundamentalgruppe)
Sei X ein topologischer Raum:

(v ~ B), wenn eine stetige Abbildung H : [0,1] x [0,1] — X mit H(0,¢) = «(t) und
H(1,t) = B(t), sowie H(s,0) = a(0) und H(s,1) = a(l) existiert. Die Abbildung H
heifit Homotopie zwischen o und /3 (siehe Abbildung 5.8). Die Relation ~ ist, wie man
leicht iiberpriift, eine Aquivalenzrelation.

(a) Zwei stetige Kurven a, 8 : [0,1] — X mit «(0) = 5(0), a(1) = B(1) heiBen homotop
[0

Abbildung 5.8:

(b) Sei zp € X. Dann heifit

m (X, z9) ={a:[0,1] = X | mit zog = a(0) =a(l)}/ ~
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Fundamentalgruppe. Die Gruppenstruktur ist durch

[o] - [B] = [ev* ]

definiert, wobei

2t 0<t<1/2
ax B(t) = | 20 st<l/
p2t—1) 1/2<t<1
Bemerkungen. (a) Man muss zeigen, dass die Struktur “” wohldefiniert ist und dass die
Gruppengesetze erfiillt sind. Das neutrale Element der Gruppe wird von der Klasse der
Kurven, die homotop zu der Punktkurve x ist, gegeben.

(b) Man kann zeigen, dass 71 (X, zo) nicht von der Wahl des Punktes xy € X abhiingt, wenn
X zusammenhéngend ist. Also schreibt man auch 7 (X).

Satz 5.2.2. Seip: F — X eine Ubergagerung und o, B : [0,1] — X homotope Kurven mit
a(0) = B(0) und a(1) = B(1). Sind &, B : [0,1] — E Lifte von a bzw. B und ist &(0) = 5(0),
so auch a(1) = B(1).

Beweis. Sei H : [0,1] x [0,1] — X Homotopie mit H(0,t) = «(t) und H(1,t) = 5(t), sowie
H(s,0) = «(0) = B(0) und H(s,1) = a(l) = B(1). Wegen Korollar 5.1 existiert ein Lift
H :[0,1] x [0,1] — E der Homotopie H mit H(0,t) = &(t). Da H(1,0) = &(0) = 5(0), und
H(1,t) ein Lift von § folgt wegen Satz 5.1.3: H(1,t) = B(t) und somit 3(1) = H(1,1) =
H(0,1) = &(1), denn s +— H(s,1) ist in der diskreten Menge Eq(1) enthalten und somit
konstant. O

Definition 5.2.3. Ein wegzusammenhéngender Raum Y heifit einfach zusammenhingend,
falls jede geschlossene Kurve nullhomotop ist, d.h. 71 (Y, yo) = {1} fiir ein yp € Y.

Satz 5.2.4. Seip : E — X eine Uberlagerung und f :' Y — X stetig. Ist Y einfach zu-
sammenhdngend und lokal wegweise zusammenhdingend, so existiert zu jedem yo € Y und
To € p~Y(xo) mit xo = f(yo) genau ein Lift f:Y — E von f mit f(yo) = Zo.

Beweis. Sei yo € Y und xg = f(yo) und Zg € p~'(z0). Setze f(yo) := %0. Dann 1Bt sich f
wie folgt zu einem Lift von f fortsetzen.

Sei a : [0,1] — Y eine stetige Kurve mit «(0) = yo und «(1l) = y. Betrachte die Kurve
foa:[0,1] — X. Diese Kurve besitzt einen stetigen Lift m :[0,1] — E mit ffg/oz(O) = Ip.
Definiere f (y) = f;/a(l). Diese Definition ist unabhingig von der Wahl von «. Denn ist
B:10,1] = X eine weitere Kurve mit 5(0) = «(0) = yo und B(1) = a(1l) = y, so sind « und
B und damit f o« und f o 8 homotop. Also folgt aus Satz 5.2.2: f;/a(l) = f;/ﬂ(l) (siehe
auch Abbildung 5.9).

Zum Beweis der Stetigkeit von f : Y — E betrachte fiir y € Y eine offene wegweise zusam-
menhingende Umgebung V' von y (genau an dieser Stelle benotigt man, dass Y lokal wegweise
zusammenhiingend ist), so dass f(V) in einer Elementarumgebung U C X der Uberlagerung
p : E — X enthalten ist. Ist f(y) in einem Blatt U’ C E iiber U enthalten, so ist f(V)
ganz in U’ enthalten. Um dies zu beweisen, betrachte zu einem beliebigen 2z € V eine Kurve
B :0,1] — V mit §(0) = y und B(1) = z. Der Lift ]?;/B der Kurve fof:[0,1] — U mit

—~—

foB(0) =y ist aber dann ganz in U’ enthalten (denn sonst wiirde das Urbild der stetigen
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Abbildung 5.9:

Kurve fg/ﬂ eine disjunkte Zerlegung des Intervalls [0, 1] in offene Teilmengen induzieren).
Insbesondere ist f(z) = fo 8(1) € U'. Dap: U’ — U ein Homdomorphismus ist erhalten wir:

(;'1 Of|V'

f~|v =D
Aus der Stetigkeit der rechten Seite folgt somit die Stetigkeit von f. O

Einfach zusammenhiingende Uberlagerungen sind im folgenden Sinne maximal.

Korollar 5.2.5. Seien p; : B1 — X, pa : Es — X Uberlagerungen von X und xo € X. Ist
FEy einfach zusammenhdngend, so existiert zu jedem y; € pl_l(xo) und ya € pgl(xo) eine
stetige Abbildung f : By — Eo mit f(y1) = y2 und poo f = p1.

Eq _
pr=:f

Beweis. Da FE einfach zusammenhéngend und lokal wegweise zusammenhingend ist (denn
X ist nach Voraussetzung lokal wegweise zusammenhéngend), existiert wegen Satz 5.2.4 ein
Lift p; von p; mit p1(y1) = ya. Setze f := p;. O

Definition 5.2.6. Eine Uberlagerung p : E — X heifit universelle Uberlagerung, falls E
einfach zusammenhéngend ist.
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Satz 5.2.7. (Eindeutigkeit der universellen Uberlagerung)
Seien p1 : By — X und py : By — X zwei universelle Uberlagerungen. Dann sind E1 und Eo
homdomorph.

Beweis. 5 -
By b1 B, D2 By
b1
b2 1
X

Wiihle 2o € X, y1 € p] ' (20) und yo € p;*(x0). Dann existiert wegen Korollar 5.1 ein Lift p;
von pj mit p1(y1) = y2 und ein Lift pa von py mit pa(y2) = y1. Insbesondere ist paopi (y1) = y1.
Da sowohl id : B4 — FE4 als auch pg o p1 : E1 — E7 Lifte von p; : E1 — X nach E; sind, die
in y; {ibereinstimmen, folgt: p2 o p1 = id|g, . Genauso folgt: p1 o p2 = id|p, . O

Korollar 5.2.8. Ist p : E — X eine universelle Uberlagerung und X einfach zusam-
menhdngend, so ist p ein Homdéomorphismus.

Beweis. Setze im obigen Satz fiir p; = p und fiir ps = id : X — X. Dann besagt dieser Satz:
p1 = p ist ein Homdomorphismus. O
5.3 Decktransformationen und Fundamentalgruppe
FEin wichtiger Begriff ist der Begriff der Decktransformationsgruppe.
Definition 5.3.1. Sei p: E — X eine Uberlagerung. Dann heifit

I'={¢: E— E| ¢ Homéomorphismus mit p o ¢ = p}
Decktransformationsgruppe.

Bemerkungen. (a) I ist eine Gruppe (Untergruppe der Homéomorphismen auf F).
Denn sind @1, @2 € I so ist po 1 0o = po gy = p und somit ist 10y € . Ist p € T
soist pop ' =poywop ' =pund somit auch ¢~ €T.

(b) Die Elemente von I" sind per Definitionem Lifte von p, denn das Diagramm

kommutiert.

(c) T operiert fixpunktfrei auf E, denn ist gy = y, so ist ¢ = id wegen der Eindeutigkeit
des Lifts.
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(d) Sei E einfach zusammenh#ngend, so operiert I' einfach transitiv auf den Fasern von p,
d.h. fiir jedes 9 € X und y,9 € p~!(xg) existiert genau ein p € T mit p(y) = 3 .
Denn wegen Korollar 5.2.5 existiert genau ein Lift ¢ von p mit ¢(y) = ¢/. Dann ist ¢
auch ein Homéomorphismus und somit ¢ € I', denn es existiert auch ein Lift ¢ von p
mit (y’) = y. Also ist Yo p(y) =y und da pop o = pist ¢ o p = id . Genauso folgt
@ o1p = id. Uberlagerungen, fiir die die Gruppe der Decktransformationen transitiv auf
den Fasern operiert, nennt man galoisch.

Nun wollen wir eine Abbildung zwischen der Decktransformationsgruppe einer universellen
Uberlagerung und der Fundamentalgruppe des zugehorenden Basisraumes konstruieren. Sei
p: E — X universelle Uberlagerung, d.h. E ist einfach zusammenhiingend. Sei (X, xg) die
Fundamentalgruppe von X mit Basispunkt zo. Wihle yo € p~*(z0).

Sei o : [0,1] = X Représentant von [a] € (X, zp) und bezeichne mit a&,, : [0,1] = F
den eindeutig bestimmten Lift von o mit ¢&,,(0) = yo. Da E einfach zusammenhéngend,
existiert wegen Bemerkung (d) genau ein ¢ € I' mit ¢(yo) = @y, (1) (sieche Abbildung 5.10).
Dabei héngt (1) nicht von der Wahl des Représentanten in [o] ab. Denn jeder andere

Qyq (1) = »(yo)

Yo Qyg

o

Abbildung 5.10:

Représentant 3 ist homotop zu « und da d&,,(0) = Byo(0) = yo ist wegen Satz 5.2.2 auch
Qo (1) = By, (1). Insbesondere hiingt ¢ = |, nur von dem Element der Fundamentalgruppe
[a] ab.

Satz 5.3.2. Seip: E — X Uberlagerung und E einfach zusammenhdingend. Seiyy € p~*(zo),
so ist die Abbildung
D:m(X,x0) =T

mit D[a] = Yla) €in Gruppenisomorphismus. Dabei ist ¢, € I' die eindeutig bestimmte
Decktransformation mit ¢(q)(yo) = Gy, (1).

Beweis. (1) D ist ein Homomorphismus. Zunéchst ist
D([a] - [8]) = Dla] o D[B]

dquivalent zu
P1a)(8](Y0) = ©la © 18 (V0),
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denn beide Seiten sind Decktransformationen und stimmen iiberein, wenn sie in einem
Punkt iibereinstimmen. Die letzte Gleichung ist eine Konsequenz der folgenden Rech-
nung,

Basy(1) = Pla) © B

dyo(l) = Pla] (%0) Byo
Yo
ZTo ﬁ

Abbildung 5.11:

g (¥0) = Plaxs)(Yo) = (a*ﬂ)yo(l)
Bayy 1) (1) = By (o) (1)

= Qg ° Byo(l) = Pl © P18](Y0)-

—~
~—

Dabei gilt (1), da ¢4 oByO ein Lift von 8 mit @, oByO (0) = ¥[)(yo) ist (siehe Abbildung
5.11).

(2) ker(D) = {1}, wobei 1 das neutrale Element der Fundamentalgruppe bezeichnet. Denn
ist o) = id, so folgt: &y, (1) = yo. Da E einfach zusammenhéngend ist, ist &y, nullho-
motop und somit p o &, = « nullhomotop (stetige Abbildungen bilden nullhomotope
in nullhomotope Kurven ab), d.h. [a] =

(3) D ist surjektiv, denn ist v € T" und vyyg = y1, so wihle eine Kurve & : [0,1] — F mit
a(0) = yo und &(1) = y;. Dann ist & = po & eine geschlossene Kurve mit a(0) = «(1) =

zg. Also ist Pla] = 7-
]

Korollar 5.3.3. Ist p : E — X universelle Uberlagerung und T' die Gruppe der Decktrans-
formationen, so ist X = E/T" und m (X, xo) = T.
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Beweis. Die Projektion p : E — X induziert auf E eine Aquivalenzrelation ~ durch y; ~ v
genau dann, wenn p(y1) = p(y2). Dannist p : E/ ~— X mit p([z]) = p(z) ein Homdomorphis-
mus, falls £/ ~ die Quotiententopologie triigt. Da I" wegen Bemerkung (d) einfach transitiv
auf den Fasern von p operiert gilt y; ~ y2 genau dann, falls ein v € I" existiert mit v(y1) = yo.
Damit ist £/ ~= E/T" homéomorph zu X und wegen Satz 5.3.2 ist 7 (X, xg) isomorph zu
T. O

Bemerkung. Verniinftige topologische Riume besitzen eine universelle Uberlagerung. Eine
hinreichende Bedingung ist, dass der topologische Raum zusammenhéngend, lokal wegweise
zusammenhingend und semilokal einfach zusammenhdingend ist. Die letzte Bedingung be-
deutet, dass jeder Punkt eine Umgebung besitzt, sodass jede Kurve in dieser Umgebung
homotop zur Punktkurve ist. Dabei muss die Homotopie nicht in der Umgebung verlaufen,
d.h. der Raum muss nicht lokal einfach zusammenhéngend sein. Zusammenhéngende Mannig-
faltigkeiten erfiillen alle diese Bedingungen und besitzen daher eine universelle Uberlagerung.

Beispiele. Die zu Beginn des Abschnittes 5.1 betrachteten Uberlagerungen

p:S" —RP"=5"T

mit
r={1,-1} =7,
und
p:R" —-T"=R"/T
mit

F={¢:R"—=>R"| p(z) =z +a,acZ"}
sind universell. Insbesondere folgt: m (RP™) = Zg und 71 (T") = Z".
Folgende wichtige Strukturen lassen sich auf die universelle Uberlagerung liften.

Satz 5.3.4. Seip: E — X universelle Uberlagerung, so gilt:

(a) Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so existiert genau eine differenzierbare
Struktur euf E, so dass p : E — X ein lokaler Diffeomorphismus ist. Dann ist T’
Untergruppe der Diffeomorphismengruppe von E.

(b) Ist X eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so existiert genau eine Riemannsche Metrik
auf E, so dass p : E — X eine lokale Isometrie ist. Dann ist I' Untergruppe der
Isometriegruppe von E. Ist X wvollstindig, so auch E, denn der Lift einer Geoddtischen
in X ist eine Geoddtische in E.

(c) Sei X eine Liegruppe, so existiert genau eine Liegruppenstruktur auf E, so dass p :
E — X differenzierbarer Gruppenhomomorphismus ist. Dann ist I' Untergruppe der
Automorphismengruppe von E.

Nun wollen wir uns mit Anwendungen dieser Theorie auf die Riemannsche Geometrie
beschéftigen.
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5.4 Anwendungen in der Riemannschen Geometrie

Satz 5.4.1. (Verallgemeinerung von Bonnet-Myers)
Sei M eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n mit
n—1

ric >
r2

fiir ein r > 0. Ist M die universelle Uberlagerung mit der gelifteten Metrik, so ist diam M <
7r. Insbesondere ist M kompakt und die Fundamentalgruppe von M ist endlich.

Beweis. Da die Uberlagerungsabbildung p : M— M wegen Satz 5.3.4 beziiglich der gelifteten
Metrik eine lokale Isometrie ist, folgt auch ricg; > "T—_Ql Dariiberhinaus ist M vollstédndig und
aus dem Satz 4.4.1 von Bonnet-Myers folgt diam M < 7r und somit die Kompaktheit von
M. Da die Fasern von p diskret sind, ist daher p~(z0) endlich fiir ein zo € M.

Ist yo € p~1(x0) so existiert zu jedem y € p~!(zo) genau ein v € I mit yx¢ = y. Also stimmt
die Anzahl der Elemente in I' mit der von p~!(zg) iiberein. Insbesondere ist 71 (M, z¢) = T
endlich. O

Bemerkung. Insbesondere kann auf dem Torus 7" keine Metrik mit positiver Ricci-
kriimmung existieren. Denn die Fundamentalgruppe von T" ist die nicht endliche Gruppe
7".

Nun wollen wir beweisen, dass unter gewissen Voraussetzungen eine lokale Isometrie eine
Uberlagerung ist.

Satz 5.4.2. Seien N und M zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit und o : N —
M eine lokale Isometrie. Ist N vollstindig so ist auch M wvollstindig und ¢ eine Uberlagerung.

Beweis. Den Beweis werden wir in folgende Schritte unterteilen.
Schritt 1: ¢ kommutiert mit den Exponentialabbildungen auf N und M, d.h. fiir alle ¢ € N gilt

expy(q) oDp(q) =po expév cTyN — M (5.1)

Zum Beweis von (5.1) (siche Abbildung 5.12)

Abbildung 5.12:

betrachte die wegen der Vollsténdigkeit von N existierende Geodétische ¢, : R — N mit
¢é,(0) = v € T;N. Dann ist ¢ o ¢, : R — M die Geodétische mit p o ¢, (0) = Dy(q)v €
TpqM. Also gilt

poexpy (v) = o cy(1) = cpyg(l) = expliy (De(q)v).
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Da M vollsténdig und Dp(q) invertierbar ist, existiert die Exponentialabbildung exp%q)
auf T, M und somit ist M wegen des ersten Teils des Satzes von Hopf-Rinow
vollstéindig. Auflerdem ist exp% 9 surjektiv. Die Surjektivitdt von ¢ folgt somit aus
(5.1).

Schritt 2: Ist exp;f,\/[ : B(0p,€) = B(p, €) ein Diffeomorphismus, so ist B(p, €) eine Elementarumge-
bung, denn fiir alle ¢ € p~1(p) gilt:

(a) ¢ : B(q,e) — B(p,€) ist eine Isometrie.

(b) ¢ 'B(p,¢e) = Ugep—1(0B(a: €) (*7 bedeutet, dass die Vereinigung disjunkt ist).

zu (a): Aus (5.1) folgt: exp;‘,/[ oDy(q) = po expév . Die linke Seite dieser Gleichung einge-
schrénkt auf B(0g, € ist ein Diffeomorphismus da Dy(q) : B(04,€) — B(0p,€) eine
lineare Isometrie ist. Also ist auch ist

cpoexpév : B(0g4,€) = B(p,€)

ein Diffeomorphismus. Die Anwendung der Kettenregel auf ¢ o expév impliziert,
dass Dexpf]V (w) fiir alle w € B(04,€) invertierbar ist. Auflerdem ist expév auf
B(0g, €) injektiv und somit exp)’ : B(04,€) — exp,(B(0g, €)) ein Diffeomorphismus.
Wegen Satz 3.2.7 ist exp,(B(0g,¢)) = B(q,¢). Also ist ¢ : B(g,€) — B(p,¢€) ein
Diffeomorphismus und somit auch eine Isometrie.

T,N
N
expy B(ge)
P
Do(q) ¥
T,M
M
M
exp
P B(p,e)

Abbildung 5.13:

zu (b): Zu zeigen ist: ¢ 1 B(p,€) = quwl(p)B(q, €).
Die Inklusion ,,0” folgt wegen ¢(B(q,€)) C B(p,e¢) fiir alle ¢ € ¢~!(p). Nun zeigen
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wir die Inklusion ,,C”.
Sei ¢ € o 'B(p,¢). Dann ist p' := p(q') € B(p,¢€). Sei c: [0,1] — M eine minimale
Geoditische mit ¢(0) = p(¢') = p’ und ¢(1) =p und ¢: [0,1] — N die Geodétische

Abbildung 5.14:

mit ¢(0) = ¢’ und poé = ¢ ( ¢ existiert, da ¢ eine lokale Isometrie und N vollstindig
ist). Insbesondere ist ¢ := ¢(1) € ¢~ 1(p) und da

d(q',q) < L(¢) = L(p o) = L(c) <€

ist ¢ € B(q,¢).

Nun zeigen wir: Ist q1,¢2 € ¢~ (p) und q1 # qo, so ist B(q1,€) N B(qa,€) = 0. Wire
B(q1,€) N B(ga,€) # 0, so folgt aus der Dreiecksungleichung: d(qi,q2) < 2¢. Sei
¢ : [0,1] — N minimale Geodétische mit ¢(0) = ¢; und ¢(1) = ¢2. Dann ist p o ¢
geoditische Schleife in M mit ¢ o ¢(0) = poc¢(l) = p und L(p o ¢) < 2e. Damit
folgt ¢ o ¢[0,1] C B(p,€) und somit existiert eine geoditische Schleife in B(p,e).
Auf der anderen Seite ist exp, : B(0y,¢) — B(p,¢) ein Diffeomorphismus. Dies
schlielt aber die Existenz einer solchen Geodétischen aus und wir erhalten einen
Widerspruch zur Annahme.

0

Bemerkung. Sind N und M kompakte Mannigfaltigkeiten und ¢ : N — M ein lokaler
Diffeomorphismus, so ist ¢ : N — M eine Uberlagerung. Zum Beweis wihle eine Riemannsche
Metrik auf M und ziehe sie mit ¢ auf N zuriick. Damit wird ¢ zu einer lokalen Isometrie,
und da wegen der Kompaktheit der Mannigfaltigkeiten beide Metriken vollstandig sind, ist ¢
eine Uberlagerung.

Eine wichtige Anwendung dieses Satzes ist der Satz von Hadamard-Cartan.

Satz 5.4.3. (Hadamard-Cartan)
Sei (M, g) eine vollstindige zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne konju-
gierte Punkte. Dann folgt:
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(a) Fir alle p € M ist die Exponentialabbildung exp,, : T,M — M eine Uberlagerung. Da
T,M als Vektorraum einfach zusammenhangend ist, ist diese Uberlagerung universell.
Insbesondere hat M die Darstellung M = M / I'. Die Mannigfaltigkeit M st diffeomorph
zum R™ und die Gruppe der Decktransformationen I ist isomorph zu der Fundamen-
talgruppe 71 (M, xg).

(b) Ist M einfach zusammenhingend, so ist exp,, : TyM — M ein Diffeomorphismus. Ins-
besondere lassen sich je 2 Punkte durch genau eine Geodditische verbinden.

Beweis.  (a) Wegen der Vollstindigkeit von M ist exp, : T,M — M surjektiv und da M
keine konjugierten Punkte hat, ist wegen Korollar 4.5.6 fiir alle v € T}, M das Differential
D exp,(v) invertierbar. Also ist exp, : T,M — M ein lokaler Diffeomorphismus.
Betrachte auf T, M die mittels exp,, zuriickgeholte Metrik, d.h.

(w1, wa)y := exp, g(w1,w2) = g(D exp,(v)w1, D exp,(v)wz)

fiir alle wy, wy € T,T,M = T,M. Damit wird exp, : I, M — M zu einer lokalen Isome-
trie.

Auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit (7,M,exp;, g) sind die Geraden durch 0,
Geodiitische, denn exp,, ist eine lokale Isometrie und bildet die Geraden durch 0, auf
Geodétische in M ab. Nach dem Satz von Hopf-Rinow 3.3.3 ist damit (7}, M, exp}, g)
vollstéindig. Wegen Satz 5.4.2 ist somit exp, : T)M — M eine Uberlagerung. Da T),M
einfach zusammenhéngend ist, ist es die universelle Uberlagerung.

(b) Ist M einfach zusammenhéngend, so ist wegen Korollar 5.2.8 exp, : T,M — M ein
Homd&omorphismus. Da dariiberhinaus exp,, auch ein lokaler Diffeomorphismus ist, sind
exp,, sowie exp,, I differenzierbar und exp,, somit ein Diffeomorphismus.

O

Bemerkung. (a) Besitzen die Geodétischen durch einen festen Punkt p € M keine kon-
jugierten Punkte, so ist wie der obige Beweis zeigt exp,, : T,M — M schon eine Uber-
lagerung. Ein solcher Punkt heifit Pol. Insbesondere besitzen also Sphéren mit einer
beliebigen Metrik keine Pole.

(b) Eine wichtige Klasse von Mannigfaltigkeiten ohne konjugierte Punkte sind die mit nicht
positiver Schnittkriimmung (K < 0). Sind sie vollsténdig, so lisst sich damit der Satz
5.4.3 von Hadamard-Cartan auf sie anwenden.

Definition 5.4.4. Eine vollstindige einfach zusammenhéngende Mannigfaltigkeit (M, g) mit
K < 0 heifit Hadamardmannigfaltigkeit.

Bemerkung. Wegen Satz 5.4.3 ist jede Hadamardmannigfaltigkeit diffeomorph zum R”. Die
universelle Uberlagerung einer Mannigfaltigkeit mit K < 0 ist eine Hadamardmannigfaltig-
keit.

5.5 Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung

In den bisherigen Sétzen haben wir gesehen, welchen Einfluss obere oder untere Kriimmungs-
schranken auf die globale Gestalt vollstéindiger Riemannscher Mannigfaltigkeiten haben. Des-
weiteren folgt aus den bisherigen Abschnitten dieses Kapitels, dass wir jeder Mannigfaltigkeit
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M genau eine einfach zusammenhéngende Mannigfaltigkeit M zuordnen konnen, so dass M
sich als Quotientenraum M /T" darstellen ldsst. Dabei ist I' die Gruppe der Decktransforma-
tionen, die als diskrete Gruppe eigentlich und fixpunktfrei auf M operiert. Als Gruppe ist sie
isomorph zur Fundamentalgruppe m1(M) von M. Ist p : M — M die Uberlagerungsabbil-
dung, g eine Riemannsche Metrik auf M und wihlen wir auf M die geliftete Metrik g = p*(g),
so gilt :

o p: (M,g) — (M, g) ist eine lokale Isometrie. Ist (M, g) vollstindig, so auch (M, J).
e I operiert isometrisch auf M.

Wir wollen uns nun mit einer speziellen Klasse vollstéindiger Riemannscher Mannigfaltigkeiten
beschéftigen, némlich solche mit konstanter Schnittkriimmung. Sie werden auch Raumformen
genannt. Hat (M, g) konstante Kriimmung, so auch (M, g). Thre Klassifikation kann daher
und wegen obigen Uberlegungen in zwei Schritten erfolgen.

1. Klassifikation (bis auf Isometrie) der einfach zusammenhéngenden Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten konstanter Kriimmung.

2. Klassifikation aller diskreten Gruppen die eigentlich, fixpunktfrei und isometrisch
auf den einfach zusammenhingenden Riemannschen Mannigfaltigkeiten konstanter
Kriimmung operieren.

Wir werden uns nur mit der ersten Aufgabe beschéftigen, die eine vollstindige Losung be-
sitzt. Die Klassifikation der Gruppen ist ab Dimension drei im Falle konstanter negativer
Kriimmung ein schwieriges und bisher ungeléstes Problem. Im Falle konstanter positiver
Kriimmung ist I' endlich. Eine Klassifikation ist in den sechziger Jahren gelungen.

Wir wollen nun die einfach zusammenhéngenden, vollstdndigen Mannigfaltigkeit konstanter
Kriimmung bis auf Isometrie klassifizieren. Dabei geniigt es, die Félle mit Schnittkriimmung
0,+1,—1 zu betrachten. Denn ist g eine Riemannsche Metrik mit Kriimmung K, so hat
die mit ¢ > 0 reskalierte Metrik g; := cg die Kriimmung K; = %K . Die Standardmodelle
solcher Mannigfaltigkeiten kennen wir natiirlich schon. Es sind die klassischen euklidischen,
sphérischen und hyperbolischen Geometrien, die wir nochmals kurz auflisten.

(1) Euklidische Geomtrie:

n
(Rna <7 >)7 wobei <‘Tay> = leyz
i=1
R™ hat konstante Kriimmung K = 0.
(2) Sphérische Geometrie:
St ={zr e R"™ | (z,z) =1} c R"™!
mit der durch R"*! induzierten Metrik. S™ hat konstante Kriimmung K = +1.

(3) Hyperbolische Geometrie.
Wie in Kapitel 2 dargestellt ist, existieren verschiedene gebréuchliche Modelle, die alle
zueinander isometrisch sind.
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(a) Halbraummodell

R} ={z € R" | z, > 0}, mit g,(v,w) = (v, w)

2
Tn

Diese Metrik ist konform #quivalent zur euklidischen Metrik und hat Kriimmung
K = —1. Thre Geoditischen sind Halbkreise und Geraden senkrecht zu {z € R™ |
xn = 0}.

i

Abbildung 5.15:

(b) Ballmodell (Poincaré-Modell)

4(v, w)
(1= ff[[?)?

Thre Geodétischen sind Halbkreise senkrecht zu 0B™ = {x € R" | ||z||? = 1}.

B"(0,1) ={x € R" | (z,z) <1}, mit g,(v,w) =

Abbildung 5.16:

(c) Hyperboloidmodell
Der n dimensionale hyperbolische Raum 148t sich im Unterschied zur Sphére nicht
isometrisch in R™*! einbetten. Wenn man aber anstatt der euklidischen Metrik die

Lorentzmetrik nimmt, ist dies moglich.
Definiere fiir 2 € R"+!

g(z,x) = ai + ...+ —xh .
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Betrachte die Hyperfléche
H" = {z ¢ R"™ | g(z,z) = 1, 2,41 > 0}

und die auf H" durch ¢ induzierte Metrik (siehe Kapitel 2 Abschnitt 1). Diese
Metrik ist positiv definit, denn die Tangentialvektoren von H", liegen in der
Menge {v € R"* | ¢(v,v) > 0}.

Bemerkung. Denkbar sind noch viele andere Modelle dieser Geometrien. Denn ist (M, g)
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : N — M ein Diffeomorphismus und ¢*g, (v, w) =
9(D¢(x)v, Dé(x)w) die durch ¢ zuriickgeholte Metrik, so ist ¢ per Definition eine Isometrie.
Hat also (M, g) konstante Kriimmung, so auch (N, ¢*g).

Wir wollen nun zeigen, dass alle Mannigfaltigkeiten der Kriimmung 0,1 oder —1 lokal iso-
metrisch zu diesen Standardgeometrien ist. Um Isometrien zu konstruieren sollten wir uns
zunéchst ein Bild davon machen wie solche Isometrien aussehen miissen. Dazu ist das folgen-
de einfache aber niitzliche Lemma.

Lemma 5.5.1. Seien (M, g1) und (Ma, g2) zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten (nicht not-
wendigerweise vollstindig), U eine offene Teilmenge in My und ¢ : U — My eine lokale
Isometrie. Seipy € U, w(p1) = p2 und r > 0, so dass exp,, : B(0y,,7) — B(p1,7) C U ein
Diffeomorphismus ist und expy,, auf B(0p,,r) definiert ist. Ist I : T, My — T, Mo die lineare
Isometrie mit Dp(p1) =1, so gilt

¢(x) = expp, o I o exp,, ! (x) (5.2)
fiir alle x € B(p1,7r). Insbesondere ist ¢ auf B(p1,r) durch ¢(p1) und Dp(p1) bestimmit.

Beweis. Da lokale Isometrien Geodétische auf Geodétische abbilden, gilt fiir alle v € T}, My
und Geodétische ¢, mit ¢,(0) = v:

p(cu(t)) = cpy(py)(w) (1)

Werten wir dies in ¢ = 1 aus, so erhalten wir

@ o expy, (v)) = expy, oI (v).
Da exp,, : B(0,,,7) — B(p1,r) nach Voraussetzung ein Diffeomorphismus ist, folgt (5.2). O

Bemerkung. Insbesondere sind lokale Isometrien zwischen Riemannschen Mannigfaltigkei-
ten automatisch unendlich oft differenzierbar bzw. analytisch, falls die Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten unendlich oft differenzierbar bzw. analytisch sind.

Die Eindeutigkeitsaussage ist auf ganz U gegeben, falls U zusammenhingend ist. Genauer
gilt:

Korollar 5.5.2. Seien (My,g1) und (Ma, ge) zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten und U
eine offene zusammenhdngende Teilmenge von My. Sind @, : U — My zwei lokale Isome-
trien und ezistiert ein p € U mit ¢(p) = ¥(p) und Dp(p) = Di(p) so gilt ©(q) = ¥(q) fir
alleqe U.
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Beweis. Betrachte die Menge

A:={qeU|wp(q) =¢(q) und Dp(q) = Dy(q)}-

Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von ¢ und v ist diese Menge abgeschlossen in U. Wegen
Lemma 5.5.1 ist sie aber auch offen in U. Da nach Voraussetzung die Menge A nicht leer ist
und U zusammenhéngend ist, ist ¢(q) = ¥(q) fiir alle g € U. O

Nun wollen wir entscheiden, wann eine Abbildung der Form ¢ : B(pi,r) — My mit
@(r) = exp,, ol o exp;ll(x) zu einer gegebenen linearen Isometrie I : T, My — T, M ei-
ne lokale Isometrie darstellt. Eine notwendige und hinreichende Bedingung lasst sich mit
Hilfe von Jacobifelder 1ldngs radialer Geodétischer angeben. Da Jacobifelder Losungen linea-
rer Differentialgleichungen sind, deren Koeffizienten der Kriimmungstensor bestimmt, wird
dadurch das Problem der Auffindung von Isometrien zugénglicher. Ist (M, g) eine Riemann-
sche Mannigfaltigkeit, so bezeichne fiir gegebene Vektoren v,w € T,M, v # 0 mit J, ,, das
eindeutig bestimmte Jacobifeld lings der Geodétischen ¢, mit den Anfangswerten .J,, ,,(0) = 0
und £.7,.,(0) = w.

Lemma 5.5.3. Seien (My,g1) und (Ms,g2) zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Seien
p1 € My, pp € My und v > 0, so dass exp,, : B(0,,,7) = B(p1,r) ein Diffeomorphismus
ist und exp,, auf B(0p,,r) definiert ist. Wihle eine lineare Isometrie I : Ty, My — T, M
und betrachte die Abbildung ¢ : B(p1,r) — My mit o(x) = exp,, ol o exp,!(x). Dann ist
Dy(p1) = I und fiir x = exp,, (v) # p1 gilt

Dp(x)(Jo,w(1)) = Jrv,1w(1).

Ist insbesondere
HJv,w(l)Hm = HJIv,Iw(l)ng
fir alle v e B(0p,,7) und w € T, My, so ist ¢ : B(p1,7) = My eine lokale Isometrie.

Beweis. Betrachte die Abbildung ¢ : B(py,7) — My mit () = exp,, ol o exp,!(z). Dann
folgt:
0 exXpy, (v) = exp,, oI (1)

fiir alle v € B(0p,,r) und mit der Kettenregel erhalten wir:
Dy(exp,, (v)) o Dexp,, (v) = Dexp,,(Iv) ol

Insbesondere fiir v = 0 gilt:
Do(p1) =1
Fiir v € B(0p,,7) mit v # 0, w € T, Ty, My = T),, M7 und x = exp,, (v) € B(p1,r) folgt:

Dy(z) o D exp,, (v)(w) = Dexp,, (Iv)(Iw).
Wegen Satz 4.5.4 gilt D exp,(v)(w) = Jy (1) und somit
Do(z)(Jow(1) = Jrv,rw(l).

Da Dexpp1 (v) : TyTp, My — T M bijektiv ist, existiert fiir alle u € T, M; ein w € T),, M; =
T, Ty, My mit u = J,4,(1) und wir erhalten:

[1De(x)ullg, = 1D () Jvaw(WVllgy = | Trv.r0(Wllgs = llullgy-
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falls
HJvﬂu(l)Hm = HJIU,Iw(l)”gz-

Dann ist ¢ : B(p1,€) — B(p2,¢€) eine lokale Isometrie. O

Wie wir sehen werden, 1é8t sich die Berechnung der Jacobifelder auf Mannigfaltigkeiten kon-
stanter Kriimmung p € R auf die Losungen f : R — R der linearen skalaren Differentialglei-
chung

f"+pf=0.

zurtickfiihren. Die Losung s, mit den Anfangswerten s,(0) = 0 und s,,(0) = 1 ist durch

% sin \/pt fiir p > 0
sp(t) =<t fiir p=0
V%fpsinh V—pt fiir p<0

gegeben. Es gilt:

Lemma 5.5.4. Sei (M,(, )) eine vollstindige Mannigfaltigkeit mit konstanter Krimmung
p. Seiv,w € T,M mit ||v]| =1, so gilt

Jow(t) = s,(t) - E(t) +t - (v,w)éy(t) ,
wobei E das parallele Vektorfeld lings ¢, bezeichnet mit E(0) = w — (v,w)v L v.
Beweis. Wir zeigen: Die Summanden J-(t) = s,(t) - E(t) L é,(t) und JT(t) =t - (v, w)é,(t)

sind die orthogonalen und tangentialen Jacobifelder lings ¢, mit J+(0) = J7(0) = 0 sowie

D
EJL(O) E(0) =w — (v,w)v und EJT(O) = (v, w)v

Dann definiert die rechte Seite das Jacobifeld mit den gewiinschten Eigenschaften.

1. Fiir jede Geodatische ¢, auf einer beliebigen Riemannschen Mannigfaltigkeit gilt:
2
Fiir jedes a € R ist J(t) = tacé,(t) ein Jacobifeld ldngs ¢,, denn %J(t) = 0 und

R(J(#), ¢o(1))u(t) = taR(éy(t), u(t))éu(t) = 0.

2. Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der konstanten Kriimmung p, so folgt aus
der Definition der Schnittkriimmung (R(X,¢é,)é,, X) = p(X, X) fiir alle X L ¢,(¢).
Dann folgt aber mittels Polarisation

(R(X,¢0)é0,Y) = p(X,Y)
fiir alle X, Y L ¢,(t). Somit gilt
R(X,é,)é, =p- X

fiir alle X 1 ¢,(t) und mit J4(¢) L é,(t) erhalten wir:

D TH0 + R0, ()i (t) = OB + p - 5,01 E(E) =0
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O

Bemerkung. Ist (M, g) eine beliebige Riemannsche Mannigfaltigkeit, v,w € T,M und o > 0
so gilt:
Jaw,aw(t) = Jow(at) = adayw(t)

denn t — J,,(at) ist das Jacobifeld ldngs cq, mit Jy, . (0) = 0 und %|t:0Jv7w(at) =
a% Jyw(0) = aw. Der Beweis folgt aus der Inspektion der Jacobigleichung oder alternativ
wegen

Jow(t) = D exp,,(vt)(wt).

Korollar 5.5.5. Seien (M, g1) und (Ma, g2) zwei vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkei-
ten mit konstanter Schnittkriimmung p. Dann gilt fiir alle vy, w1 € Ty, My und vy, wo € T}, Mo
mat

[o1llgy = llvallgs # 0, Nwillg, = llwallg, sowie gi(vi,w1) = ga(ve, wo) :
‘|Jv1,w1(t)||g1 = HJvz,U)Q(t)HgQ
Beweis. Wegen obiger Bemerkung kénnen wir |v1]ly, = [jv2|lg, = 1 annehmen. Ist die

Kriimmung K = p, so gilt wegen Lemma 5.5.4:
[ Tor o 5, = 5[ ELO)]1? + g1 (v1, wi)?
wobei [|E1(0)[[* = g1 (w1, w1) — g1(w1,v1)*. O

Korollar 5.5.6. Seien (M, g1) und (Ma, g2) zwei vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkei-
ten gleicher Dimension und gleicher konstanter Kriimmung. Seien py € My und py € Ms und
r >0, so dass exp,, : B(0py,,7) = B(p1,7) ein Diffeomorphismus ist. Ist I : Ty, My — Ty, Mo
eine lineare Isometrie, so ist ¢ : B(p1,r) — Ma mit p(z) = exp,, ol o exp,!(z) eine lo-
kale Isometrie. Ist dariberhinaus exp,, : B(0p,,7) — B(p2,7) ein Diffeomorphismus so ist
¢ : B(p1,7) = B(pa,r) eine Isometrie.

Beweis. Der Beweis folgt aus Lemma 5.5.3 und Korollar 5.5.5. U

Bemerkung. Dies zeigt also, dass Mannigfaltigkeiten gleicher konstanter Kriimmung und
gleicher Dimension lokal isometrisch sind, d.h. zu p; € M7 und py € Ms existiert ein r > 0,
so dass B(p1,r) isometrisch zu B(ps,r) ist.

Im Falle einfach zusammenhéngender Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung erhalten wir
globale Isometrien.

Satz 5.5.7. Seien (My,g1) und (Maz, g2) zwei einfach zusammenhdingende, vollstindige Rie-
mannsche Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension und gleicher konstanter Krimmung p € R.
Dann sind My und Ms global isometrisch.

Beweis. Ist p < 0, so sind wegen des Satzes von Hadamard-Cartan fiir p; € M; und ps €
My exp,, : T, My — M; und exp,, : Tp,My — M Diffeomorphismen. Also ist ¢ =
exp,, o o exp;l1 : My — My eine Isometrie, falls I : T, M; — T),,Ms als lineare Isometrie
gewahlt ist.

Ist p > 0, so betrachte die Sphére

Sty p =z R lafl = —=)

S
NG
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Dann ist die Sphére S{‘/ 5 eine Mannigfaltigkeit mit konstanter Kriimmung p. Auflerdem ist
fiir pg € S{L/ N die Exponentialabbildung

s

7

eXbpo : B0y, —=) = ST 15\ {~p0}

ein Diffeomorphismus.

Ist M eine weitere vollstéindige Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung p, so ist fiir pg € M
und eine gegebene lineare Isometrie I, : T, ST, . — Tp,M die Abbildung

1/y/p
©po = €XPj, olp, o exp;O1 : S{L/\/ﬁ \ {—po} — M

eine lokale Isometrie. Betrachte einen weiteren Punkt p; € S{‘/ P mit p1 ¢ {po, —po}, so
definiert
-1
Pp1 = €XPy, (p1) ©Dpo (1) 0 expy, 2 STy 5\ {—p1} = M.

eine weitere lokale Isometrie, denn Dy, (p1) @ Tp, S{L/ N T M ist eine lineare Isometrie.

®pg (P1)
AuBerdem ist ¢y, (p1) = @p,(p1) sowie Dy, (p1) = Depp, (p1)-
Wegen Korollar 5.5.2 stimmen ¢, und ¢,, auf dem gemeinsamen Definitionsbereich iiberein,
d.h. ¢y, (q) = Ppo () fiir alle ¢ € S?/\/p \ {—p1, —po}-

Definiere nun eine Abbildung, die auf ganz S{L/ P definiert ist, durch

g) = ¥po(2) fiir ¢ 7 —po
¢p (—po)  fiir ¢ = —po

Diese Abbildung ist eine lokale Isometrie. Wegen Satz 5.4.2 ist daher f eine Uberlagerung.
Da S{L/ N und M einfach zusammenhéngend sind, ist f ein Diffeomorphismus und somit eine

globale Isometrie. O

Bemerkung. Nach dem Satz von Synge muss jede orientierbare Mannigfaltigkeit gerader
Dimension einfach zusammenhingend sein, falls sie eine Metrik positiver Kriimmung trigt.
Tréagt sie eine Metrik konstanter positiver Kriimmung so ist sie diffeomorph zur Sphére. Im
nicht orientierbaren Fall ist die Mannigfaltigkeit diffeomorph zum reell projektiven Raum,
denn in diesem Falle ist die zugehorige zweiblittrige Uberlagerung diffeomorph zur Sphiire.
Warum lassen die Mannigfaltigkeiten S* x S' oder der CP™ mit k,l,n > 2 keine Metriken
konstanter Kriimmung zu? Um dies zu beweisen, zeigt man, dass diese Mannigfaltigkeiten
einfach zusammenhéngend und nicht homéomorph zu Sphéren sind. Letzteres zeigt man mit
Hilfe von Homologiegruppen.



Kapitel 6

Geometrie von
Untermannigfaltigkeiten

6.1 Die zweite Fundamentalform

Sei (M, (,)nr) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und N C M eine Untermannigfaltigkeit
(siehe Def. 1.1.3). Betrachte auf N die durch M induzierte Metrik. Ist v,w € T,N C T,M, so
setze:

(v,w)n == (v, W)y

Definiere
T,N* = {w e T,M | (w,v) =0 fiir alle v € T,N}

Dann gilt
T,M = T,N & T,N*

d.h. zu jedem v € T, M existiert eine eindeutige Zerlegung
v=2vT +vtmito? e T,N und vl e Tle.
Am Ende von Abschnitt 2 wurde der folgende Satz gezeigt, den wir hier nochmals zitieren:

Satz 6.1.1. Sei VY der Levi-Civita Zusammenhang auf N und X,Y € I'(TN). Dann gilt
fiir alle p € N:
VRY(p) = (V¥Y (p)".

Definition 6.1.2. Sei N C M eine Untermannigfaltigkeit der Riemannschen Mannigfaltigkeit
M und
[(TNY):={X:N = TM| X(p) € T,N*, X differenzierbar}

der Vektorraum der zu N orthogonalen Vektoren lings N. Dann heifit die Abbildung
o :T(TN) x T(TN) — T(TN*)
mit
a(X,Y)(p) = VXY (p) - VXY ().
die zweite Fundamentalform von N.

Bemerkung. Es gilt also: a(X,Y)(p) = (VXY (p))*+.

141
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Satz 6.1.3. Die zweite Fundamentalform « ist symmetrisch und ihre Werte a(X,Y)(p)
héingen nur von X(p) und Y (p) ab. Insbesondere definiert o fiir jedes p € N eine sym-
metrische Bilinearform

oy : TyN x T,N — (T,N)*
mit ap, (X (p), Y (p)) = a(X,Y)(p) fir alle X,Y € I'(T'N).

Beweis. Aus

VY () - VX ()

a(X,Y)(p) — a(Y. X)(p) _
[X,Y]m)" = (X, Y]n)" =0

(
(
folgt die Symmetrie von . Da a(X,Y)(p) = (VxY(p))*, hingt a in der ersten Variablen

nur von X (p) ab. Aus der Symmetrie von « folgt schlieBlich, dass a(X,Y)(p) nur von X (p)
und Y (p) abhiingig ist. O

Bemerkung. Die zweite Fundamentalform hat folgende geometrische Interpretation. Wegen
der Symmetrie ist o durch ihre Werte auf Paaren der Form (v, v) € Tr(,) N X T,y N bestimmt.
Ist ¢, : (—€,+€) — N eine Geoditische in N mit ¢,(0) = v so gilt:

a(v,v) = (V3 é(0)) " =

<DM¢(OL—lﬂA DY, DM@@)

a = E CU(O) — a CU(O) = a

Ist insbesondere a(v, v) # 0, so ist die Geodétische ¢, : (—¢,4+€) — N in N keine Geodétische
in M. Die zweite Fundamentalform o misst also, inwieweit Geodétische in NV von Geodétischen
in M abweichen.

Definition 6.1.4. Sei N C M eine Untermannigfaltigkeit.
(a) N heiit totalgeodétisch < o = 0.

(b) Ist eq,..., e, eine ON-Basis von T,N, so heifit

| =

1
H(p) := 7 Spuray =

k
Za(ei, €;)
i=1

mittlerer Kriitmmungsvektor. Die Untermannigfaltigkeit N heifit minimal, falls H(p) =0
fir alle p € N.

Bemerkungen. (a) N ist genau dann totalgeodétisch, falls jede Geodétische in N auch
Geodétische in M ist.

(b) Der mittlere Kriimmungsvektor ist unabhéingig von der Wahl der O N-Basis.
Beispiel. Sei S? := {z € R"" | ||z|| = r} € R""! mit der durch R"*! induzierten Metrik.
Sei ¢, : R — S Geodétische mit ¢,(0) = v und ¢,(0) = p. Dann gilt
DRnJrl
dt
Insbesondere existiert ein A € R mit &,(0) = A - p und es folgt:

)= (6(0),p) _ (&(0),p)

IplI? r?

ap(v,v) = &(0) = &(0) € (T,57)" = {Ap| A € R}.
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Da (¢, (t),cy(t)) = 0 ist (€,(0), ¢, (0)) = —(é,(0),¢,(0)) = —(v,v).

Also gilt: ap(v,v) =A-p= ( >

(v,w) = =2 p.

Definition 6.1.5. Sei N eine Untermannigfaltigkeit von M und £ € (T, N )*. Dann heifit der
symmetrische Endomorphismus A¢ : T,N — T, N mit

<A§(U)7 w> = <C¥p(?}, U)), §>
die Weingartenabbildung (”Shape-Operator”) von N.

Bemerkung. Die Weingartenabbildung A¢ wird durch die obige Gleichung eindeutig definiert
und kann als Operator dual zur zweiten Fundamentalform interpretiert werden.

Lemma 6.1.6. Sei N eine Untermannigfaltigkeit von M und & : N — TN ein normales
Vektorfeld lings N. Dann folgt fiir jedes p € N :

Agp) (v) = =(V'€ )"
Beweis. Sei X € T'(T'N) mit X (p) = w. Dann gilt:
(Aeyv,w) = (ap(v,w),€(p)) = (V' X ()", &)

= (V' X(p),&(p)) = v(X,&) — (X(p), V)€
= <w7_v1])\/[§(p)> = (w,—(Vyg(p))T>.

Daraus folgt die Behauptung. O
Bemerkungen. (a) Da fiir jedes £ € (T,N)* die Weingartenabbildung A, symmetrisch ist,

existiert eine ON-Basis vy, ...,v; € T,N aus Eigenvektoren von A¢. Die Eigenvektoren
heiflen Hauptkriimmungsrichtungen. Die Eigenwerte

Ai(§) = (Agvi, vi)
heiflen Hauptkriimmungen.

(b) Es gilt:

1 1
EspurAf = E;)\Z(

?r|>—‘

k k
1
§ Ag%vz = A E , O‘p v;,v7),§) = (H(p),&).

Daraus folgt: N ist minimal genau dann, falls spur A = 0 fiir alle £ € T,N L. Dabei
geniigt es, spur A¢ = 0 fiir Vektoren ¢ aus einer Basis von (T, N )+ zu iiberpriifen.
6.2 Die Kriimmung von Untermannigfaltigkeiten

Nun wollen wir den Kriimmungstensor einer Untermannigfaltigkeit aus der zweiten Funda-
mentalform und aus dem Kriimmungstensor des umgebenden Raumes berechnen.
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Satz 6.2.1. (Gaufgleichungen)

Sei N C M eine Untermannigfaltigkeit der Riemannschen Mannigflatigkeit (M, )), « die
2weite Fundamentalform von N und RM der Krimmungstensor des umgebenden Raumes M.
Dann gilt fiir den Kriimmungstensor RN von N fir alle x,y,z € T,N:

RN(xy y)z = (RM($7 y)Z)T + Aa(y,z)x - Aa(m,z)y (6'1)

Bilden wir auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit w € T,N, so erhalten wir mit Hilfe von
Lemma 6.1.6 :

(RN (2,y)z,w) = (RM(z,9)z,w) + (a(z,w),a(y,2)) — (a(y,w),a(z,2)).
und insbesondere
(RN (z,y)y, 2) = (RM (2, y)y,2) + (a(z,2),a(y,y)) — [alz,y)].

Beweis. Esseien X,Y,Z € I'(T'N) Vektorfelder auf N mit X (p) =z, Y(p) =y und Z(p) = z.
Dann gilt:

RM(z,y)2 = VYVYZ(p) - VY VY Z(p) — Vv Z(p)
= VY (VYZ(p) + Y, Z)(p) — VI (VX Z(p) + (X, Z)(p))
Vi yZ(0) — a([X,Y], Z)(p))
Betrachten wir auf beiden Seiten die zu 7},/V tangentialen Komponenten so erhalten wir:
(RM(z,9)2)" = RY¥(z.y)2 + (V¥ (Y, 2)(p))" — (V¥ (X, Z)(p))"
RY(2,y)2 — Au(y) + Aa(e.2)y

und damit die verlangte Formel fiir den Kriimmungstensor von N. Bilden wir auf beiden
Seiten dieser Formel das Skalarprodukt mit w € T}, IV, so erhalten wir

<RN(x7y)va> = <RM(‘Tay)Z7w> + <Aa(y,z)x7w> - <Aa(x,z)y7w>
= (BY(z,9)z,w) + {a(z,w),a(y,2)) — {aly,w),a(z,2)).
O

Beispiele. (a) Sei N C M Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1 und £ ein Einheits-
normalenfeld. Da «(z,y) fiir alle z,y € T,N ein Vielfaches von ¢ ist, folgt:

Oé(:l?,y) = <Oé(:17,y),£>£ = (Agl‘,y>£

Wegen Aje(v) = fA¢(v) fiir alle Funktionen f € C°°(N) folgt aus der Formel 6.1 des
Kriimmungstensors von N:

RY(z,y)z = (R (2,y)2)" + (Aey, 2) Ae(z) — (Aex, z) A¢(y)
und durch skalare Multiplikation mit w € T, N erhalten wir
(RN (2,y)z,w) = (RY (x,y)z,w) + (Aey, 2){Aex, w) — (Aew, 2)(Agy, w)
Ist insbesondere M = R"*! der euklidische Raum, so erhalten wir
(RN (2,y)2,w) = (Aey, 2){Aew, w) — (Aew, 2)(Agy, w)

und somit eine Formel fiir den Kriimmungstensor in Termen der Weingartenabbildung
(sieche Kurven und Fléchen).
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(b) Ist M = S* C R*"! so haben wir gesehen: ay,(r,y) = —(z,y) L fiir alle z,y € T,S7.
Betrachte nun das Einheitsnormalenfeld £ := £. Dann gilt:

(Aezs) = lale.y). 2y =~ 2Ly
= <_§7y>

Daraus folgt A¢(z) = —% und wir erhalten:

RS* (z,9)z = Tiz((y, z)x — (x,2)y)

Definieren z,y € T),S;' eine ON- Basis von o = span(z,y), so gilt:

1

Ky(0) = (RS (@,9)y,2) = = () (z,2) = 712
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Kapitel 7

Volumen und Kriimmung

7.1 Das Riemannsche Volumen

Definition 7.1.1. (lokale Definition des Riemannschen Volumens)
Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, U C M offen, 2 : U — R™ eine Karte und f : M —
R eine Funktion mit

supp f:={z € M | f(z)#0} CU
und foz~!:2(U) — R Lebesgue-integrierbar. Definiere

/fdvol = / foz t/detg® o x—ldz ... dx,
M z(U)

mit g7 (p) == g(aii . a%j|p). Ist R C U, so dass z(R) C x(U) mefbar ist (z.B. abgeschlossen

oder offen), so setze

vol R := / xroz '\/detg® oz~ ldx ... dx,,
z(U)
wobei xr : M — R die charakteristische Funktion bezeichnet.

Bevor wir die Unabhéngigkeit dieser Definition von der Wahl der Karte zeigen, benttigen wir
noch folgendes Lemma aus der linearen Algebra (Gramscher Determinantensatz).

Lemma 7.1.2. Sei E ein n-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt g, d.h sei (E,g)
ein euklidischer Vektorraum. Es seien x1,...,T, sowie yi,...,Y, Basen von E. Seien ¢g¥, g*
die zugehorigen Fundamentalmatrizen, d.h.

9 = 9(yi,y;) und gi; = g(x;, 7).

Dann folgt
¢ =d'ga

falls a die Matriz des Basiswechsels ist, d.h. falls

n
Y = E ATk
k=1

Insbesondere gilt:

\det g¥ = |det al - \/det g*

147
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Bewezs.

9% = 9(yi ;) <Zawe, Z%m)
Zaezakgggk = Zam g a)y = (a 'g%a)i;

und somit gilt:

Dies impliziert:
det g¥ = (deta)?det g* und da det g* und det g¥ positiv sind (denn das Skalarprodukt ist

positiv definit), gilt
Vdet g¥ = | det a|y/det g*

O

Satz 7.1.3. Die Definition des Integrals hingt nicht von der Wahl der Karte ab. Denn seien
y: Uy — R™ z: Uy — R™ Karten der Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M, g) und f : M —
R eine integrierbare Funktion mit supp f C Uy NUs =: U, so gilt:

/foaz Vdetg* oz~ d:n—/foy Vdet g¥ o y~ldy.
z(U) y(U)

Beweis. Ist

Z

P k=

8y]
so folgt durch Anwenden beider Seiten auf xj, (k-te Komponente der Koordinatenfunktion):

Oz, oyt

0y,

(y(p))

Qg (p) =

und somit ist

Aus obigem Lemma folgt:

V/det g¥(p) = | det a(p)|/det g% (p) = |det D(x 0 y~")(y(p))|\/det g*(p).

Damit erhalten wir:

/ fo y_lx/det g¥ oy Lldy

y(U)
= /foy Vdet g% o y=1|det D(z oy~ b)|dy
y(U)
= /fox_loxoy_l\/detgwox—loxoy‘lldetD(xoy_l)\dy
—— —— N—_——
y(U) g ¥» ©

= / foxzty/detg® o xz—ldx,

z(U)
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wobei das letzte Gleichheitszeichen eine Konsequenz aus der Transformationsformel

(/hdmz/ho¢|detD<p|dy>

©(A) A

angewandt auf A = y(U), o = zoy~ ' : y(U) = x(U), sowie h = fox~!y/detg ox—1ist. O

Globalisiert wird der Integralbegriff mit Hilfe der Zerlegung der 1.

Satz 7.1.4. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, die das zweite Abzihlbarkeitsaziom
erfillt, d.h eine abzihlbare Basis der Topologie besitzt (dies ist zum Beispiel erfiillt, wenn ein
abzihlbarer Atlas existiert). Sei {Us}aer eine offene Uberdeckung von M. Dann existiert eine
Zerlegung {pa }acr der 1, die der Uberdeckung {Uy Yacr untergeordnet ist, d.h. @o : M — [0, 1]
sind differenzierbare Funktionen mit folgenden Figenschaften:

(a) supp 9o C Uy und zu jedem p € M ezistiert eine offene Umgebung U, so dass die Menge
{a e I|supppa NU # 0} endlich ist.

(b) > walp) =1 fir alle p € M (wegen (a) sind nur endlich viele Summanden von null
a€cl
verschieden,).

Nun lasst sich das Lebesgue-Integral wie folgt definieren:

Definition 7.1.5. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit die das zweite Abzdhlbar-
keitsaxiom erfiillt. Sei {2, Us }aer ein Atlas und {@, }aer eine Zerlegung der 1, die der Uber-
deckung {U, }ner untergeordnet ist. Sei f : M — [0, o] eine nicht negative Funktion messbare
Funktion. Dann sind auch die Funktionen ¢,, - f fiir alle & € I messbar. Definiere:

Alf dvol::Z/%-f dvol .

a€l yr

Ist f: M — R messbar, so sind auch die Funktionen

0 sonst

FHe) = { flz) falls f(z) >0

und
(2) = {(; flz) falls f(z) <0

sonst

messbar. Ist [ f* oder [ f~ endlich, so heifit f Lebesgue-integrierbar und

/fdvol ::/f+dvol—/f_dvol

M M M
das Lebesgue-Integral von f auf M beziiglich der Metrik g.

Bemerkungen. (a) Man kann zeigen: Das Integral hiingt nicht von der Wahl des Atlasses
und der Zerlegung der Eins ab.



150 KAPITEL 7. VOLUMEN UND KRUMMUNG

(b) Hat man eine orientierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit, so existiert eine n- Form
dM mit dM (e, ...,ep) =1 fﬁr jede positiv orientierte ON- Basis e; ...e, € T,M. Ist

(x,U) eine Karte so folgt: ( = /det g* o x~dzy A ... Adx,, wobei (x71)*dM
die durch z7" : z(U) - U auf x(U ) C R™ zuriickgeholte leferentialform bezeichnet.

Dann gilt:
/fdvolz/f dM,
M M

wobei die rechte Seite das Integral der Differentialform f dM darstellt. Wir schreiben
in Zukunft auch [ f dM statt [ fdvol.
M M

7.2 Methode zur Integralberechnung

Nun wollen wir eine effektive Moglichkeit kennenlernen, Volumen zu berechnen. Sei p : S,M —
[0, 00] eine stetige Funktion und

D,={tv| ve S,M,0<t<p(v)} CcT,M

die zugehorige offene sternférmige Menge. Die Exponentialabbildung exp,, sei auf D, ein
Diffeomorphismus. Sei V' C R"™! offen und ¢ : V — S,M lokale Parametrisierung fiir die
Sphére S,M C T,M (d.h. ¢ ist Umkehrung einer Karte). Ist

U:{(t,ﬂj) | xr = (332,---7$n) S VYa 0<t<p((70(3:))}7

so definiert die Abbildung ¢ : U — M mit ¢ (¢, z) = exp,(typ(z)) eine lokale Parametrisierung
fiir M. Sei § =1~ die zugehorige Karte.

Lemma 7.2.1. Mit den obigen Voraussetzungen gilt:

det ¢/ (t,x) = J(t, ())\/01t (ggi g;%

wobes

_ \/det(g(Jm(t), Jjn(t)))

und J;, das Jacobifeld lings c,(t) bezeichnet, mit J; ,(0) = 0 und %JM(O) = b; fiir eine
ON -Basis
by ... by €T,S,M = {weT,M| wlov}=:v"

Beweis. Es gilt wegen des Lemmas 3.2.4 von Gau$f:

dattia) = o (g espylto(o). gy oxmy(ts(a) ) =1

D)

g?j(tvw) = <gt exp, (to(x ))7D€pr(t<,0(x))(ta >:0 falls j > 2

Zj

di(tx) = g(Dexppw(x))(tg—;),Dexppw(w»(t%)) falls 7,j > 2
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Ist w; = Dexpp(tgp(x))(tg—;), so gilt:

det g% (¢, z) = det(g(w;, w;))2<ij<n-

Wiéhle eine ON-Basis ba,...,b, € Ty ;) (SpM) C T,M und sei a = (ax;) die Matrix des

Basiswechsels, d.h.
dy -
= b
8332' ];ak k

Dann gilt auch:

wi = Dexpy (1)) (Lol ) = 3 D exp, (to(a)) (the).
v k=2

Wegen Lemma 7.1.2 folgt:

dp 0
\/det(g(aj : —6;0-)) = | det a!\/detg(bi,bj)zgi,jsn) = [ det al
i 0T

und

det gf (t, z) = /det(glwi, w;))aci jn = | det al[det g(D exp (b)) (thr), D exp (b)) (t57))

Da Dexp,(to(z))th; = J; ,(2)(t) das Jacobifeld lings c,(,) ist, mit

D
Jip(2)(0) = 0 und 7

Ji,cp(:c) (t) = b;,
t=0

folgt

detg?(t,x) = ]deta\\/det(g(Ji,@(m)(t),Jj,@(m)(t))

_ \/detg@—;, %)J(t, o).

O

Bemerkung. Ist r < p(p(x)) fiir alle x € V so ist x — 9(r, z) eine lokale Parametrisierung
fiir die geoditische Sphire S(p,7). Ist @ = ¢!, so folgt aus der gleichen Rechnung wie oben:

\/det ¢g?(x) = \/det g(g;i , %)J(h e(z))

Satz 7.2.2. Sei (M,g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und p : SpM —
[0,00) eine stetige Funktion. Sei D, C T,M die zugehirige sternformige Menge gegeben durch

D,={tv| veSM,0<t<pw)}
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und es sei exp, : D, — exp,(D,) C M ein Diffeomorphismus. Dann gilt fiir jede integrierbare
Funktion f: M — R mit supp f C exp,(D,):

p(v)
/fdM = / / [ oexp,(tv)J(t,v)dtdS, M (v),
M SpM 0
Ist r < inf{p(v) | v € S,M} und ist S(p,r) C M die geoddtische Sphére mit Radius r > 0 um
p € M, so folgt:
/ fdS(p,r) = / foexpy,(rv) - J(r,v)dS, M (v)
S(p,r) SpM
Insbesondere gilt:
vol S(p,r) = / J(r,v)dSy, M (v)
SyM

und
T

vol B(p,r) = /VOIS(p,t) dt
0
Bemerkung. Ist M = R" der euklidische Vektorraum, so ist (J; ,(t), J;,(t)) = &;t> und
somit J(t,v) = t"~1. Damit erhalten wir die Formel fiir die Integration in Polarkoordinaten
(Analysis III).

Beweis. Seien V.C R"! offen und ¢ : V. — S,M eine lokale Parametrisierung der Sphire
SpyM C T,M. Ist

U={(tz)| z€V,0<t<p(p)))},

so definiert die Abbildung ¢ : U — M mit 9 (¢, 7) = exp,(typ(z)) eine lokale Parametrisierung
von M. Sei 9 = ¢~ ! die zugehorige Karte und f : M — R eine integrierbare Funktion mit
supp f C ¥(U). Dann folgt mit Hilfe des Satzes von Fubini:

/fdM = /f(expptgp(x)) det g?(t, z)dt dz
U

pe(z))
= / / f(exp, to(x))/det g0 (t, x)dt du

\%4 0

ple(x)) -
- / / fo expp(t(w(x))J(t,@(x))dt\/detg(afz'7 8—;30])dx

Vo0
p(v)

_ / / f o exp, (tv) J (t, v)dtdS, M (v)

S,M 0

Das letzte Gleichheitszeichen folgt aus der Definition des Integrals auf S,M. Ist r < inf p(v),
so definiert ¢)(z) = exp, ro(z) eine lokale Parametrisierung von S(p,7). Sei 0 = P! so gilt:

/ fdS(p,r /f exp, rp(x))y/ det g% (z)dz.

S(p,r)
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mit

det g (z) = J(r, gp(x))\/det g(g;i, g—z)

Daher erhalten wir:

/de(p,r): /f(expp(rv))J(r,v)dSpM(v).
S(p.r)

Sp

=

O

Beispiele. Sei M, einfach zusammenhéngende Mannigfaltigkeit der Kriimmung p. Ist p <0,
so ist exp, : Tp,M, — M, ein Diffeomorphismus. Ist p > 0, so ist M, = S{L/ P und exp,, :
B(0p,7) — exp,(B(0p,7)) C M, ist ein Diffeomorphismus, fiir r < %. Sei by, ..., b, eine
ON-Basis von v mit v € S,M, so gilt:

Jin(t) = s,(t)E;(t)

wobei E;(t) das parallele Vektorfeld lings der Geodéitischen ¢, darstellt, mit E;(0) = b;.
AuBlerdem ist

wobei
\/L_smh\/—pt p<0
sp(t) =4t p=
% sin /pt p>0
Also gilt:

J(t,v) = sz_l(t).

Ist p <0, so gilt fiir alle » > 0
vol S(p,r) = / J(r,v)dS, M (v) = wn_lsz_l(r).
SpM

Dabei ist w,_1 = vol(S,M) = vol S"~! denn S,M mit der Metrik g, und S"~! mit der
Standardmetrik des R™ sind isometrisch. Des Weiteren ist

vol B(p,r) = /vol S(p,t) dt = wp—1 /s:,‘_l(t) dt
0 0
Da fiir p < 0
1 1
s,(t) = sinhy/—pt = eV TPt TV
1
_ V=Pt _ =2/ —pt
= e 1—e
N ( )
folgt :
vol S(p,r) Wn—1

M e @yl
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Mit Hilfe der Regel von L’Hospital erhalten wir auch die Existenz des Limes

i vol B(p,7) I vol S(p,r)
oo eV=pn-Dr  ihoo /=p(n — 1)eV-p-Dr
o Wn—1
VR e
Insbesondere folgt
vol S(p,r) . volS(p,r) eV=Pn=1)r

oo vol B(p, ) raton evV=p(n=1)r vol B(p,r) vV—p(n—1)>0

sowie
lim M = lim M =(n-— 1)\/—_p
r—00 r r—00 r
Fiir p = 0 gilt:
vol S(p, 1) = wp_1r™
und

T

Wi
vol B(p, 1) = wp—1 /t"‘ldt = ool
n
0
Im Gegensatz zum hyperbolischen Raum strebt hier das Verhéltnis des Sphérenvolumens zum

Ballvolumen fiir grole Radien gegen null. Fiir p > 0 und r < % folgt:

sin /pr\ " !
VOlS(p,T) = Wn-1 < \/\gﬁ )

sowie
T

sin \/pt n-l
vol B(p, 1) = wy_ /( ) dt.
(p,7) 10 NG

= vol ST

Insbesondere gilt: vol B( e

P, 75)
7.3 Der Schnittort

Im folgenden Abschnitt sei (M, g) stets eine vollstéindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ins-
besondere existiert zu je zwei Punkten auf M eine minimale verbindende Geodétische. Wir
wollen nun eine ,,maximale” sternférmige Menge in T, M definieren, fiir die die Exponential-
abbildung exp,, ein Diffeomorphismus auf ihr Bild ist. Eine zentrale Rolle wird die Schnitt-
ortfunktion p : S,M — [0, 00] mit

p(v) =sup{t = 0| d(exp,tv,p) =t}

spielen. Insbesondere ist die Geodétische ¢, : [0,a] — M minimal falls a < p(v). Ist p(v) < oo,
S0 ist ¢, : [0,a] — M fiir a > p(v) nicht mehr minimal. Auflerdem gilt:

Lemma 7.3.1. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und v € S,M mit to = p(v) <
00. Dann folgt:
Entweder ist ¢,(to) konjugiert zu p = ¢,(0), oder es existiert ein w € SyM mit w # v und
cy(to) = ew(to).
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Beweis. Ist ¢,(tg) nicht konjugiert zu p = ¢,(0), so hat das Differential der Exponentialab-
bildung Dexpp(tov) im Punkte tpv maximalen Rang. Daher existiert eine offene Umgebung
V C T,M von tgu, so dass exp, : V — exp,(V) ein Diffeomorphismus ist. Sei ng € IN so
gewihlt, dass v(tg + 1/n) € V fiir alle n > ng. Da nach Definition von ¢y die Geoditische
¢y ¢ [0,t0+1/n] — M nicht minimal ist, existiert fiir jedes n ein w,, € S, M und eine minimale
Geodaitische ¢, : [0,t0 + an] = M mit ¢,(tg + 1/n) = ¢y, (to + ay) fir ein a, € R. Aus der
Dreiecksungleichung folgt

t(] — % < d(p, CU(tO)) - d(cv(tO)v CU(tO + 1/”)) < d(p’ CU(tO + 1/71)) = to +an < to + %

und somit ist |a,| < . Daexp, : V — exp, (V) ein Diffeomorphismus ist, ist wy (to + ay) ¢ V
fiir n > ng. Wegen der Kompaktheit von S,M existiert eine konvergente Teilfolge wy,, mit
Grenzwert w € S, M \ {v}, denn wty # vtg. AuBerdem gilt ¢, (ty) = ¢y (to). O

Wir zeigen nun, dass eine Geoditische iiber den konjugierten Punkt hinaus nicht minimal
sein kann. Dieser Sachverhalt wird manchmal auch Jacobi-Kriterium genannt.

Satz 7.3.2. (Jacobi-Kriterium) Ist ¢, : [0,a] — M Geoditische und ¢, (0) konjugiert zu c,(a).
Dann ist fiir alle e > 0 die Geoditische ¢, : [0,a + €] — M nicht minimal.

Der Beweis des obigen Satzes wird mit Hilfe der zweiten Variationsformel erfolgen an
die wir nochmals erinnern. Sei ¢ : [0,a] — M eine Geoditische mit [|¢(f)]] = 1 und
a : (—€,+€) x [0,a] — M eine eigentliche stiickweise differenzierbare Variation von ¢, d.h.
« ist eine eigentliche Variation fiir die eine Unterteilung 0 = tg < ... < t; = a existiert, so
dass « : (—¢,+€) X [ti—1,t;] — M differenzierbar ist. Ist X (¢) = %|8:0a5(t) das zugehorige
Variationsvektorfeld, so gilt fiir E(s) = E(as)

Da « stiickweise differenzierbar ist, ist %X (t) an den Stelle ¢; nicht wohldefiniert. Da es sich
um eine Nullmenge handelt spielt dies bei der Integration keine Rolle.
Ist X+ = X — (X, ¢é)¢ die zu ¢ orthogonale Komponente von X, so folgt fiir L(s) = L(as)

2
—(R(X1,¢)e, XHdt

Da || %X (t) H2 > || %X (1)) 2, aber der Kriitmmungsterm sich nicht &ndert, wenn man X durch

X1 ersetzt, gilt:

E"(0) > L"(0).

Fiir den Beweis des Jacobi-Kriteriums geniigt es also zu zeigen: Ist ¢(a) konjugiert zu ¢(0),
so existiert zu jedem e¢ > 0 eine eigentliche stiickweise differenzierbare Variation von ¢, :
[0,a + €] = M mit E”(0) < 0.

Es ist niitzlich, die Formel fiir die zweite Variation der Energie zu bilinearisieren.
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Definition 7.3.3. Sei ¢ : [0,a] — M eine Geodétische mit ||¢(t)|| = 1. Sei T'.(T'M) der Vek-
torraum der stiickweise differenzierbaren Vektorfelder lings ¢. Dann heifit die symmetrische
Bilinearform

I:T(TM)xT.(TM)—R
mit .
D__ D N
I(X,Y) = / (DX, DY)~ (ROX. ¢, Y )t
0
die Indexform von c.

Bemerkung. Ist also a(s,t) = exp.) sX(t) die kanonische Variation zu X € I'.(T'M), so
gilt:

d2
2| Flew) = 106,%)

sowie 2
752 S:OL(ozs) < I(X,X).

Gleichheit gilt in der Abschétzung, falls X | ¢.
Durch partielle Integration 148t sich die Indexform auch in folgender Form darstellen.

Lemma 7.3.4. Es seien X,Y € I'.(T'M) stickweise differenzierbare Vektorfelder lings der
nach Bogenlinge parametrisierten Geoddtischen ¢ :[0,a] - M und 0=ty <t; <...<tp=a
eine Unterteilung, so dass X,Y auf [t;—1,t;] differenzierbar sind. Dann gilt:

oo " D
I(X)Y) = —X,Y — [{(=X X, ¢)e,Y)dt
)= 3Ex)| [+ mox ey
1= i— 0
wobei D D
- T Y= T -
th(tZ—l) t\lfl‘;[;'[}l th(t)
den rechtsseitigen Grenzwert und
D D
—X(t7)=lim —X
Xt = Jim G X

den linksseitigen Grenzwert bezeichnet.

Beweis. Da $(Bx vy = (XX Y) + (2 X, Dy) gilt:

a2
"D D % D D
ZX. 2Vt = ZX.ZYVdt

/<dt 3y Z/<dt )

0 Zzlti—l
k - kb

D i D
- ZXY X.Y)dt

S| -2 [ e
- g =l
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Bemerkung. Ist X differenzierbar, so gilt:

I(X,)Y) = / —5X + R(X,¢)¢,Y)dt
0
und
1x.v) = x|
) - dt ) 0

falls X ein Jacobifeld ist.

Wir kénnen nun Satz 7.3.2 beweisen.

Beweis. Sei ¢ : [0,a + €] — M Geodétische mit ||¢(¢)]| = 1 und J : [0,a] — T'(TM) ein
Jacobifeld langs ¢ mit J(0) = J(a) = 0. Dann folgt (J(¢),¢(t)) = 0 fir alle t € [0,ql,

wegen dt2 (J ¢) = 0 aus den Randbedingungen J(0) = J(a) = 0. Betrachte das stiickweise
differenzierbare Vektorfeld lings ¢ mit

~ J(t) furtel0
G2 |70 fwteba
0 fir t € [a,a + €
Aus Lemma 7.3.4 folgt:
o D . - a” D . . a+e€
I(J,J)=(=J,J)| +(=J,J) =0
dt 0 dt ot

Sei nun X ein differenzierbares Vektorfeld lings ¢ und 6 > 0 , so betrachte das Vektorfeld
Js :=J+ 6 - X. Dann gilt:

I(Js, J5) = 20I(J,X)+0%I(X,X)
+6%I(X, X).
0

"

X
77X

Wiéhle X L ¢ mit X(0) = X(a+¢) =0und X(a) = ﬁJ( ) (Setze zum Beispiel X = ¢ - E,
wobei E das parallele Vektorfeld lings c ist mit E(a) = —g;.J(a) und ¢ eine differenzierbare
Funktion ist mit ¢(0) = ¢(a +¢€) = 0 und ¢(a) = 1). Dann gllt

I(Js,Js) = —25“%}(@) +63(I(X, X))

e

SI(X,X) <2

+ 5I(X,X)> <0

falls
2

D
EJ(G)

Dann definiert a(s,t) = exp,q)(sJs(t)) eine eigentliche Variation und es gilt wegen der Be-
merkung nach der Definition der Indexform:

L//(O) =1I1(Js5,Js5) <0
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Satz 7.3.5. Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und v,w € S,M mit v # w und
cv(a) = ey(a) fir ein a > 0. Dann ist fir alle e > 0 die Geoditische ¢, : [0,a + €] — M nicht
minimal. Insbesondere ist p(v) < a.

Beweis. Sei ¢, : [0,a + €] — M minimal fiir ein € > 0 und somit d(c,(0),c,(a +¢€)) = a + e.
Dann ist auch die Kurve « : [0,a + €] — M mit

alt) = {cw(t) 0<t<a

cp(t) fir a<t<a+e

minimal, denn L(o) = a + €. Dann wére aber a eine Geodétische und somit insbesondere

ala+e)

éy(a)

differenzierbar. Somit muss auch ¢,(a) = ¢, (a) gelten. Da Geoditische iibereinstimmen wenn
ihre Tangentialvektoren in einem Punkt iibereinstimmen folgt ¢,(t) = ¢, (t) fiir alle ¢ und
somit ist v = w im Widerspruch zur Annahme. [l

Satz 7.3.6. Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so ist p : S,M — [0, 00| stetig

Bemerkung. Die offenen Umgebungen von oo sind Mengen der Form {z € R | z > a}.
Insbesondere konvergiert eine Folge von reellen Zahlen nach unendlich, wenn fiir jedes a € R
fast alle Folgenglieder grofier als a sind.

Beweis. Sei vy, € SpM eine Folge, mit

lim vy =v € S, M.
k—)ook p

Zu zeigen ist:
lim p(ug) = p(v)
k—o0

Wir zeigen zunéchst:
limsup p(vx) < p(v).

k—o0
Ist p(v) = oo, so gilt dies trivialerweise. Sei also p(v) < oco. Dann gilt fiir jedes ¢ > 0 die
Ungleichung p(vg) < p(v) + € fiir fast alle k, denn andernfalls kénnten wir eine Teilfolge vy,
wihlen mit p(vg;) > p(v) + € =: ty. Dies wiirde

to = lim d(cvkj (0)=Cvkj (to) = d(cv(0), cy(to))

k—o0
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im Widerspruch zur Definition von p(v) implizieren. Somit folgt limsup p(vg) < p(v). Nun
k—o0
zeigen wir

lim inf p(vg) > p(v).
k—o00

Falls dies nicht der Fall ist, existiert eine Teilfolge vy, mit t; = p(vy,) — to < p(v). Dann ist
wegen des Jacobi-Kriteriums 7.3.2 ¢, (to) nicht konjugiert zu ¢, (0). Damit existiert eine offene
Umgebung U C T, M von tgv, so dass exp, : U — exp,(U) ein Diffeomorphismus ist. Nun
wihle jo, so dass tju; € U fiir alle j > jp. Damit kann Coy,, (tj) nicht konjugiert zu Coy,, (0)
und wegen Lemma 7.3.1 existieren Vektoren w; € S, M mit ¢y, (t;) = Cuy, (tj) mit w;t; ¢ U,
denn eingeschréinkt auf U ist exp, injektiv. Nach Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir
Konvergenz w; — w # v annehmen und es folgt ¢,(to) = cy(to). Wegen Satz 7.3.5 impliziert

dies p(v) <ty im Widerspruch zur Annahme.
O

Kompakte Mannigfaltigkeiten lassen sich durch die Schnittortfunktion p charakterisieren.

Korollar 7.3.7. Ist M eine vollstindige Mannigfaltigkeit und p € M, so ist p(v) < oo fiir
alle v e SyM genau dann, wenn M kompakt ist.

Beweis. Ist M kompakt, so ist diam M < oo und jede minimale Geodétische hat Linge
< diam M. Insbesondere ist p(v) < diam M.

Ist M nicht kompakt, so existieren Folgen p;,q; € M mit d(p;,q) — oo. Da d(p;,q;) <
d(pi,p) + d(p, q;) kénnen wir d(p;, p) — oo annehmen.

Da M vollstandig ist, existiert eine Folge v; € S, M, so dass c¢,, minimale Geodétische sind
mit ¢, (d(p, pi)) = pi- Sei vg; € SpM eine konvergente Teilfolge mit vy, — v, so folgt aus der
Stetigkeit von p : p(v) = jl:nolo p(vr;) > d(p, pr;) — oo. O

Korollar 7.3.8. Betrachte die sternformige Menge U(p) C T,M mit
Ulp) ={tv| veSM,0<t<p(v)}

Dann ist U(p) offen in T,M und ihr Rand

oU(p) =U(p)\U(p) C TyM
ist gegeben durch
oU(p) = {p(v)v | v e S,M,p(v) < co}.

Beweis. Der Beweis sei als Ubung iiberlassen. Er ist eine Konsequenz aus der Stetigkeit von
p- ]

Definition 7.3.9. Die Menge C(p) := exp,(0U(p)) heifit Schnittort (cut locus). Die Menge
OU (p) heifit tangentialer Schnittort .

Wir werden nun sehen, dass fiir jedes p € M die Exponentialabbildung exp,, die Mannigfal-
tigkeit bis auf den Schnittort parametrisiert. Der Schnittort selbst ist eine Menge von Maf
null und spielt daher bei der Volumenberechnung keine Rolle.

Satz 7.3.10. Ist (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit, so gilt:
(a) M = exp,(U(p)) U C(p) und exp,(U(p)) NC(p) = 0.
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(b) exp, : U(p) — exp,(U(p)) ist ein Diffeomorphismus.
(¢) voly(C(p)) =0

Beweis. Die erste Aussage von Teil (a) ist eine Konsequenz aus der Vollstandigkeit von M,
denn zu jedem g € M existiert eine minimale Geodétische ¢, : [0,%9] = M mit v € S,M und
cyo(to) = q. Also ist d(c,(to),p)) = to und damit ist tov € U(p).

Sei q € exp,(U(p)) N C(p), so existieren tov € U(p),v € SpM, 0 < ty < p(v) und p(w)w €
oU(p),w € SpM mit exp,tov = exp,(p(w) - w). Da beide Geodétische minimal sind, ist
to = p(w) = d(p,q) und wegen Satz 7.3.5 ist daher ¢, : [0,t9 + €] — M fiir beliebiges € > 0
nicht minimal im Widerspruch zu ¢y < p(v).

Die Abbildung exp, : U(p) — exp,(U(p)) ist bijektiv. Denn sind v,w € S,M mit c,(to) =
cw(t1) = qmit 0 <ty < p(v) und 0 < t; < p(w), soist tg = t1 = d(p, q). Da beide Geodétische
iiber tg hinaus minimal, gilt: v = w.

Nun wollen wir zeigen, dass exp, : U(p) — exp,(U(p)) ein Diffeomorphismus ist. Wegen des
Jacobi-Kriteriums hat fiir alle v € S, M und t < p(v) das Differential

Dexp,(tv) : Ty, TyM — Texp,(tv) M

maximalen Rang hat. Daher ist wegen des inversen Funktionentheorems exp,, ! differenzierbar.
Es bleibt noch Teil (c) zu beweisen. Da 90U (p) = {p(v)v | v € S,M p(v) < oo} C T,M in T,M
das Maf 0 besitzt (als Graph einer stetigen Funktion iiber S, M) hat auch exp,,(0U (p)) = C(p)
in M Ma#f 0, denn differenzierbare Abbildungen bilden Nullmengen auf Nullmengen ab. [

Korollar 7.3.11. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — R integrierbar.
Sei p: Sp,M — [0,00] die Schnittortfunktion.
Dann gilt:

p(v)

/fdM: / /f(expp(tv))J(v,t) dt dS,M (v).
M S.

oM 0
Insbesondere ist
p(v)
vol M = / </J(v,t)dt>dSpM(v).
S,M 0

Beispiel. Betrachte die Sphire S™ = {z € R"*! | ||z|| = 1} mit der durch R"*! induzierten
Metrik. Dann ist p(v) = 7 und J(v,t) = (sin#)"~! und somit

vol 8™ = /(sin )"~ tdt - vol(S,M) = vol S"! /sin”_1 tdt.
0 0

7.4 Konjugierte Punkte und Minimalitit von Geodéitischen

Nun zeigen wir noch, dass Geodétische ohne konjugierte Punkte lokal minimal sind. Dies ist
eine schwache Form der Umkehrung von Satz 7.3.2. Es gilt nédmlich :
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Satz 7.4.1. Sei c: [0,a] — M eine Geoditische, so dass fir alle t € (0,a] der Punkt c(t)
nicht konjugiert zu c¢(0) ist. Dann ezistiert ein € > 0 mit folgender Figenschaft:
Ist h:]0,a] — M eine stickweise differenzierbare Kurve mit

d(h(t), c(t)) < €

und ist h(0) = ¢(0),h(a) = c(a), so gilt: L(h) > L(c). Diese Ungleichung ist strikt, falls
[0, a] # [0, a).

Fiir den Beweis bendtigen wir Lemma 3.2.6 und folgenden Sachverhalt.

Lemma 7.4.2. Seiv € T,M, v # 0 ¢, : [0,a] = M eine Geoditische, so dass fir alle
t € (0,a] der Punkt c,(t) nicht konjugiert zu c,(0) ist. Dann existiert ein € > 0, so dass fiir
alle stiickweise differenzierbare Kurven h :[0,a] — M mit

d(h(t), cu(t)) <€

und h(0) = ¢,(0),h(a) = cy(a) folgendes gilt: es existiert eine stickweise differenzierbare
Kurve ¢ : [0,a] — T,M mit ¢(0) =0, p(a) = av sowie

h(t) = exp,((t))

fiir alle t € [0,a]. Auferdem ist Dexp,(o(t)) : T,M — Texp, (op(t)yM invertierbar fiir alle
t €10,al.

Beweis. Sei ¢, : [0,a] — M Geoditische, so dass fiir alle ¢t € (0,a] der Punkt ¢(¢) nicht zu
c(0) konjugiert ist. Dann ist Dexp,(tv) invertierbar fiir alle ¢t € [0,a]. Somit existiert fiir
jedes t € [0,a] eine offene Umgebung Uy, C T, M von tv, so dass exp, : Uy, — exp,(Uy,) ein
Diffeomorphismus ist.

Da der Strahl {tv | t € [0,a]} C T, M kompakt ist, kénnen wir eine endliche Teiliiberdeckung

Utyv, s Uy mit 0 <ty <tg < ... <ty <avon {tv| t €[0,a]} auswihlen. Setze
k
U = J Uto:
i=1

und V' = exp,(U). Wihle € > 0 so klein, dass fiir alle stiickweise differenzierbaren Kurven
h:[0,a] — M mit d(h(t),c,(t)) < eund h(0) = p = ¢,(0) sowie h(a) = ¢y(a) gilt: h[0,a] C V
und h ist homotop zu ¢,. Zu einem solchen h existiert genau eine stiickweise differenzierbare
Kurve (Lift)

p:[0,a] = U

mit exp,op = h. Dabei ist ¢ durch die Wahl des Anfangspunktes ¢(0) = 0 eindeutig be-
stimmt. Da die Homotopie zwischen ¢, und h zu einer Homotopie zwischen dem Strahl vt
und ¢ mit festen Endpunkten geliftet werden kann (siche Kapitel iiber Uberlagerungstheorie)
folgt p(a) = av. O

Beweis von Satz 7.4.1.
Sei ¢ : [0,a] — M eine Geoditische, so dass fiir alle ¢ € (0,a] der Punkt ¢(¢) nicht konjugiert
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zu ¢(0) ist und € > 0 gewahlt wie in Lemma 7.4.2. Ist h : [0,a] — M eine stiickweise
differenzierbare Kurve mit

d(h(t), c(t)) < €

und A(0) = ¢(0) und h(a) = c¢(a). Nun existiert eine stiickweise differenzierbare Kurve ¢ :
[0,a] — T, M mit ¢(0) = ¢(0) = 0 und p(a) = ¢(a) = av und h(t) = exp,(p(t)). Wegen
Lemma 3.2.6 folgt dann

L(h) = L(exp, op) > L(c,[0, a]).

Da Dexp,(¢(t)) invertierbar ist, impliziert Lemma 3.2.6 auch den zweiten Teil der Behaup-
tung. ]

7.5 Indexform und Minimaleigenschaften von Jacobifeldern

Ob eine Geoditische keine konjugierten Punkte besitzt, 148t sich mittels der Indexform cha-
rakterisieren. Ist ¢ : [0,a] — M eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoditische, so
bezeichne mit

PO(TM) = {X € T(TM) | X(0) = X(a) = 0}
die Menge der stiickweise differenzierbaren Vektorfelder lings ¢ mit X (0) = X(a) = 0.

Definition 7.5.1. Ist B: V x V — R eine Bilinearform auf einem Vektorraum V', so heifit
VWw={XeV| B(X,Y)=0firalleY € V}

der Nullraum (Entartungsraum von B).

Lemma 7.5.2. X € I'.(TM) ist genau dann ein Jacobifeld, falls [(X,Y) = 0 fiir alle Y €
TUTM) gilt. Insbesondere ist X € TY(TM) genau dann im Nullraum von

I:TUTM) xTYTM) - R,
falls X ein Jacobifeld ist.

Beweis. Aus Lemma 7.3.4 folgt: sind X,Y € I'.(T'M) beziiglich der Unterteilung 0 = ¢y <
t1 < ... < tp = a stiickweise differenzierbar, so gilt:

"D t D?
I(X,)Y) = Z(aX, Y) . — /(@X + R(X,¢)e,Y)dt.
i=1 i—1 0
Ist X ein Jacobifeld, so folgt
D D
I(X,Y) = (3 X(), Y (@) - (2 X(0), Y (0)) =0

fiir alle Y € TY(TM).
Sei X beziiglich der Unterteilung 0 = tg < t1... < t; < a stiickweise differenzierbar und es
gelte I(X,Y) = 0 fiir alle Y € T'YTM). Wihle eine differenzierbare Funktion ¢ : [0,a] —
[0, 00] mit p(t;) = 0 und 90‘(15-,1 1 > 0 Setze
D2 N .. k
Y(t) = o(t) (WX + R(X, c)c) fir t € ]0,al \iL:JO ti
0 fiir t=t;
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Dann gilt:
2
dt

2

0= I(X,Y) = — / (1) H%X +R(X, 6)¢

und es folgt: %X (t) + R(X, ¢)é = 0 fiir alle Intervalle (¢;_1,t;). Insbesondere ist das Vektor-
feld X eingeschriankt auf jedes der offenen Intervalle (¢;_1,t;) ein Jacobifeld. Daher folgt fiir
beliebiges Y € TY(TM):

Somit gilt

fiir alle s € {1,...,k— 1} und damit ist X ein Jacobifeld auf ganz [0, a], denn X ist auf jedem

Teilintervall (¢;_1,t;) ein Jacobifeld mit in ¢; gleichen links- und rechtsseitigen Ableitungen.
O

Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen der Indexform und konjugierten Punkten.

Satz 7.5.3. Seic: [0,a] — M eine Geoddtische mit ||¢(t)|| = 1. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) c(t) ist fir alle t € (0,a] nicht konjugiert zu c(0).
(b) Die Indexform
I:TUTM) xTUTM) - R
ist positiv definit, d.h. 1(X,X) > 0 fiir alle X € TYTM) mit X # 0.
(c) ¢ :[0,a] — M hat keine konjugierten Punkte, d.h. fiir alle t1,ta mit t1 < to ist c(t2)

nicht konjugiert zu c(ty).

Beweis. Ist ¢(t) fiir alle t € (0,a] nicht konjugiert zu ¢(0), so ist ¢ nach Satz 7.4.1 lokal
minimal. Jedes X € T'Y(T'M) induziert eine eigentliche Variation o (t) = expe) sX (t) und es
folgt:
d2
< —| L(as) < I(X,X).
0< fa| ey SI(X.X)

Ist (X, X) = 0 so folgt fiir alle Y € T%TM) und § € R:
0<I(X —0Y,X —0Y)=—25I(X,Y) +5°I(Y,Y).

Daher gilt: 1(X,Y) = 0 fiir alle Y € TY(T'M) und X ist ein Jacobifeld lings ¢ mit X (0) =
X(a) = 0. Da ¢(a) nicht konjugiert zu ¢(0) ist, folgt: X = 0.
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Ist I : TYTM) xTYTM) — R positiv definit, so hat ¢ : [0,a] — M keine konjugierten
Punkte. Denn ist c(t2) konjugiert zu c(t1) mit 0 < ¢t; < t2 < a, so existiert ein Jacobifeld
langs ¢ mit J(t1) = J(t2) = 0. Definiere

o= {0 it

so gilt: (X, X) = 0 im Widerspruch zur Positivitéit von I. O

Korollar 7.5.4. (Minimaleigenschaften von Jacobifeldern)
Sei ¢ :[0,a] — M eine Geoditische mit ||¢(t)|| = 1. Dann gilt:

(a) X € T(TM) ist ein Jacobifeld genau dann, falls fiir alle Y € TYTM) gilt:

d

—| I(X+sY,X+sY)=0.
ds|,_

Insbesondere ist X kritischer Punkt von Z — 1(Z, Z) unter allen Variationen mit festem
Endpunkt.

(b) Hat ¢ keine konjugierten Punkte und ist X ein Jacobifeld, so folgt
[(X,X) < 1(2,2)

fir alle Z € T'o(TM) mit X(0) = Z(0) und X(a) = Z(a).
Gilt dariberhinaus 1(Z,72) = 1(X, X), soist Z = X.

Beweis. Da I(X +sY, X +sY) = (X, X) +2sI(X,Y) + s2I(Y,Y) erhalten wir:

d

| I(X Y, X +5Y) = 20(X,Y).
s=0

somit folgt (a) aus Lemma 7.5.2.
Sei X € T'.(TM) ein Jacobifeld lings einer Geoditischen ¢ : [0,a] — M ohne konjugierte
Punkte. Sei Z € T'.(TM) mit Z(0) = X(0), Z(a) = X (a). Dann folgt aus Satz 7.5.3:

0<I(X-2,X-2)=I1(X,X)-2I(X,2)+1(Z,7).

Da X ein Jacobifeld ist, erhalten wir mit Hilfe der Bemerkung nach Lemma 7.3.4:

a a

= I(X, X).
0

D x x)

D
X, Z)| =
7> <lt

10X, 2) = (=

0

Somit folgt:
I(X,X)<I1(Z,2).

Wegen Satz 7.5.3 gilt die Gleichheit dann und nur dann, falls Z = X. O



Kapitel 8

Vergleichssatze

8.1 Rauchscher Vergleichssatz

Wir wollen nun das Verhalten von Jacobifeldern in zwei verschiedenen Mannigfaltigkeiten
vergleichen, deren Schnittkrimmung lings Geodétischer einer Ungleichung gentigen. Grob
gesprochen besagt er: Je grofler die Kriitmmung ist, desto kleiner sind die Jacobifelder. Diese
Aussage wollen wir im Folgenden prézisieren und beweisen.

Es seien M und M zwei vollstindige Mannigfaltigkeiten mit n = dim M < dim M. Es seien
c:[0,a] - M sowie ¢ : [0,a] — M nach der Bogenlinge parametrisierte Geodiitische. Wir
wollen Jacobifelder langs ¢ mit Jacobifeldern léngs ¢ vergleichen.

Fiir eine Geodétische ¢ : [0,a] — M bezeichnen wir im Folgenden mit

T, (TM) = {X € T.(TM) | X(t) Léd)).

den Vektorraum der stiickweisen differenzierbaren und zu ¢ orthogonalen Vektorfelder langs
c. Seien p € M, p € M. Sind v,w € T,M bzw. v,w € TI;M linear unabhéngige Vektoren, so
bezeichen mit K[v,w] bzw. K[0,w)] die Schnittkriimmungen der Ebenen in T, M bzw. T5M
die durch v, w bzw. 0, aufgespannt werden.

Lemma 8.1.1. Es seien Fy,...,E,_ 1 € T,o(TM) und Ei,...,E,_y € Tz (TM) ortho-
normale parallele Vektorfelder orthogonal zu ¢ bzw. ¢. Dann gilt fir die lineare Abbildung
¢: T (TM)— Tz (TM) mit

n—1 n—1
OX(t) =Y ai(t)Ei(t) falls X = a;(t)E;(t) € T (TM)

=1

Il
—

(a) (6X (1), 6X (1)) = (X (1), X (1))
(b) BoX(t) = 6(BX(1))

Des Weiteren folgt:
I:(¢X, 0X) < I.(X, X)

falls K[pX (t),é(t)] > K[X(t),¢(t)] fir alle t € [0,a]. Auflerdem ist die Ungleichung strikt ist,
falls fiir ein ty € [0, a] ) .
K[¢X(to), c(to)] > K[X(to), c(to)]

gilt.

165
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Beweis. Teil (a) folgt unmittelbar aus der Orthonormalitdt der Felder Fy,...,F,_; und
FEq,...,E,_1, denn

(X (t) => al ), X (t)).
Teil (b) folgt aus der Parallelitéit der Felder Ey, ..., E,_1 sowie Ei,...,E,_1. Da

a

(0X.0X) = [(oX(0). 50X ()~ (RX.0% 6X)de

-/ 0(3X0) o X)) - Klox.dlox o

< [GXO.5X0) - KXIX]
= ;C(X,X)

folgt die Ungleichung. ) ‘
Ist die Schnittkriimmung K[¢X (to), ¢(to)] fiir ein to € [0,a] echt groBer als K[X (to), ¢(to)] ,
so ist die Ungleichung strikt. O

Satz 8.1.2. (Rauchscher Vergleichssatz)

Es seien M und M Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit dim M < dim M und ¢ : [0,a] = M
und ¢ : [0,a] — M nach der Bogenlinge parametrisierte Geoditische mit K (&) > K (o) fiir
alle Ebenen o C T,;)yM bzw. & C Té(t)M die ¢(t) bzw. &(t) enthalten. Hat & keine konjugierten
Punkte und sind J bzw. J Jacobifelder lings ¢ bzw. & mit

= (), (57(0),60)) = (5 70),40)) und | 5.T0)] = | F(0)]

so gilt: )
7@ < 17
fiir alle t € [0,a]. Ist dariberhinaus || J(to)|| = || (to)| fiir ein to € (0,a], so gilt:
1T = 1T(®)]| sowie K[J(t),é(t)] = K[J(t),é(t))
fiir alle t € [0, tg].
Beweis. Ist J ein Jacobifeld mit J(0) = 0 so folgt:
J(t) = (J(1),et)e(t) + T ()
= (at 4 b)é(t) + J* (1) (denn %(J(t), ¢(t)) =0)

— ate()+JHE)  mita— <%J(0),é(0)>

wobei die Summanden zu ¢ tangentiale bzw. orthogonale Jacobifelder léngs ¢ darstellen. Daher
geniigt es, den Satz fiir orthogonale Jacobifelder zu beweisen.
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Seien also J bzw. J orthogonale Jacobifelder lings ¢ bzw. & mit J(0) = J(0) = 0 und
|2.7(0)|| = || £J(0)|. Dann folgt aus der zweimaligen Anwendung der Regel von L'Hospital:

WO RI0I0) L 1BIO1R
7 - D7 T - D7 -
O[T 0 (B, (0 0[BT

Zum Beweis der obigen Ungleichung zeigen wir, dass die Funktion

EO]
17

monoton steigend ist. Dazu zeigen wir fiir alle ¢y € (0, a:

dl JI@I°

= >0
dt |y, | T (2|2

Diese Ungleichung ist dquivalent zu:

E It0), T T — (2 T (t0), F(to)) |7 (1) > 0

dt dt
Betrachte die Vektorfelder X(t) = JW)|J(to)| € T,o(TM) und X(t) = J(t)||J(to)]| €
[z (TM) léngs [0, to] und ¢[0, to].
Da X ein Jacobifeld ldngs ¢ ist, folgt aus der Bemerkung nach Lemma 7.3.4 :

I (%, %) = (2 X(to), X(10)) ~ (2 X(0), X (0))
= (2 J(t0), Tt T ()
Genauso folgt:
oo (X X) = (2T (t0), J(t0)) | T (10)

Also entspricht obiger Ungleichung:
IE[O,to](XaX) < Lejo,p0) (X, X).

Da || X (to)]| = ||X'(t0)||~ ist, gibt es eine Abbildung ¢ : T' .. (TM) — Tz (T'M) wie in Lemma
8.1.1 mit ¢(X(t0)) = X(t()).
(Dazu wihle parallele orthonormale Vektorfelder FEy,...,E,—1 € T,(TM) und

Ey,...,E, 1 €T (TM), so dass F(ty) = |I§gggll und F (tg) = %)

Da K(¢X,¢é) > K(X,¢) folgt aus Lemma 8.1.1

T30,40) (90X, 9 X) < Ljg 1) (X, X).

Wegen ¢X (ty) = X(tg) und ¢X(0) = 0 = X(0) und da ¢[0,#o] keine konjugierten Punkte
besitzt, folgt aus der Minimaleigenschaft der Jacobifelder (Korollar 7.5.4 )

IE[O,to](X,X) < Leo,40] (90X, 9 X).
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Es bleibt noch den Gleichheitsfall zu behandeln.
Ist || J(to)|| = ||J(to)]|, so folgt II§E3:: =1 fiir alle t € [0, tp] und somit ist insbesondere

dl IO _

At |y I T2

Dies impliziert o
T30,10) (X, X) = Lg(0,4) (90X, 9X)

und mit Korollar 7.5.4 erhalten wir X (t) = ¢X () fiir alle t € [0, to].
Aus Lemma 8.1.1 folgt: . .
K[pX(t),e(t)] = K[X (1), ¢(t)]

fiir alle ¢ € [0, tp] und somit:

K[J(t),é(t)] = K[X(8),¢(t)] = K[X (1), é(t)] = K[J(t), ¢(1)]
fiir alle t € [0, to]. O

Bemerkung. Der Rauchsche Vergleichssatz gilt auch fiir Jacobifelder langs Geodétischer, die
nicht nach der Bogenlidnge parametrisiert sind, falls sie mit gleicher Geschwindigkeit durch-
laufen werden. Denn ist .J, ein Jacobifeld lings ¢,, so ist ¢ — J(at) ein Jacobifeld lédngs

Couv-

8.2 Lokale Vergleichsséitze

Der Rauchsche Vergleichssatz vergleicht die Geometrie zweier Mannigfaltigkeiten infinitesi-
mal. Wir wollen nun daraus lokale Vergleichssétze herleiten.

Definiere fiir v € T, M mit v # 0
K, (v) =max{K(c)| ¢ C T,M Ebene mit v € 0 C T,M}

K_(v) =min{K (o) | ¢ C T,M Ebene mit v € 0 C T,M}

Wie in Abschnitt 5.5 bezeichne mit J,, das Jacobifeld lings der Geodétischen ¢, mit
Juw(0) =0 und 2.7, ,(0) = w.

Satz 8.2.1. Es seien M, M Mannigfaltigkeiten mit dim M = dim M, po € M, po € M und
I:T, M — TﬁoM eine lineare Isometrie. Seir > 0, so dass exp,, : B(0y,,7) — B(po,r) ein
Diffeomorphismus ist und D expj, (v) fiir alle v € B(0g,,7) mazimalen Rang besitzt.

Dann ist die Abbildung ¢ : B(po,7) — B(po,r) definiert durch

¢p(x) = expy, ol o exp,, | (z)

ein lokaler Diffeomorphismus. Gilt zusitzlich K_(¢r,(1)) > K (¢,(1)) fir alle v € B(0p,,7),
so folgt
[1Dp(x)S] < lI€]l

fiir alle x € B(pg,r) und & € T, M.
Ist dariiberhinaus ||Do(x)¢]| = [[€]| fir © = exp, (v) und & = D exp,, (v)(w) so erhalten wir
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(a) | Jow®O = | T1v,10 @) fiir alle t € [0,1]
(b) K[Jpuw(t),é0(t)] = K[J1o.10(t), é1o(t)] fiir alle t € [0,1].

Bemerkung. Die Abbildung ¢ ist immer (auch ohne Kriimmungsvoraussetzungen) eine ra-
diale Isometrie, denn fiir jeden Vektor & = ¢,(1) = Dexp,, (v)(v) mit ¢,(1) = x € B(p,r)
gilt:
[1Dp()E]l = [[Dg()éo(D] = llér (DI = (o]l = [lv]l = (€]l

Also ist Dy(x) eingeschriankt auf die radialen Tangentialvektoren eine Isometrie. Im Falle
§ = ¢(1) = Dexpy, (v)(v) gilt: Jy,(t) = té,(t) und somit ist die Aussage (a) trivialerweise
erfiillt. Die Aussage (b) ist in diesem Falle bedeutungslos, denn J, ,,(t) und é,(t) sind in diesem
Falle linear abhéngig.

Beweis. Wie in Satz 5.5.6, folgt aus ¢ o exp,, = exp;, ol mittels Kettenregel fiir alle v €
B(0p,,r) und w € T),, M:

De(exp,, (v)) o Dexp, (v)(w) = D expg, (Iv)({w).
AuBerdem gilt:
Jpw(l) = D exp,, (v)(w) und D expg, (Iv)({w) = Jrp, 1w (1).

Da f(_(éﬂv(})) > Ki(éw(1)) fiir alle v € B(0p,,7), und t € (0,1] gilt fiir alle Ebenen
6 C T, M and o C T, ;)M die ¢1,(t) bzw. é,(t) enthalten: K(5) > K (o). AuBerdem
besitzt ¢, : [0,1] — M keine konjugierten Punkte und es gilt:

D D
<EJv7w(0),v> = (w,v) = (Tw, [v) = <EJIU,IUJ(O),IU>
sowie D D
B )] = el = 1l = | 2101000

Daher folgt mit dem Rauchschen Vergleichssatz fiir x = exp,, (v):

HDQD(x)(Jv,w(l))H = ||JIU,Iw(1)|| < HJv,w(l)H'

Da Dexp,,(v) : TyyM — T, M ein Isomorphismus ist, existiert zu jedem ¢ € T, M genau ein
w € Ty, M mit Jy, (1) = Dexp, (v)(w) = &.

Ist [[De(x)E]] = ||£]], so ist ||Jrv,rw(1)]| = [|Jvw (1) und der zweite Teil der Behauptung folgt
unmittelbar aus dem zweiten Teil des Rauchschen Satzes. U

Korollar 8.2.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 8.2.1 ist
¢ 1= exp;, ol o exp;O1 : B(po,r) — B(po,r)
lingenverkiirzend, d.h. ist v : [0,a] — B(po,r) eine differenzierbare Kurve, so gilt:
L(p o) < L(v).

Eistiert fiir p1,p2 € B(po,r) eine minimale Geoditische ¢ : [0,1] — B(po,r), die p1 mit po
verbindet, so ist @ distanzverkirzend, d.h.

dyr(o(p1), ¢(p2)) < dr(p1,p2)
Im Gleichheitsfalle ist p o c:[0,1] — B(po,r) ebenfalls eine minimale Geoditische.
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Beweis. Aus Satz 8.2.1 folgt:
L(pon) = / 1De(r())3(s) ds < / 14(s)llds = L() (8.1)
0 0

Ist p1,p2 € B(po,r) und c : [0,1] — B(pg,r) minimale Geodétische mit ¢(0) = p1,c(1) = po,
so gilt:
dy(@(p1), o(p2)) < L(poc) < L(c) = dar(p1,p2)

Ist dy;(¢(p1), @(p2)) = L(p o c) so ist o ¢ minimal und es folgt aus (8.1) und Satz 8.2.1
1De(e(s))(e(s)]l = lle(s)I = 1e))]]-

Also ist ¢ o ¢ eine minimale Kurve, die mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen wird.
Daher ist wegen Korollar 3.2.9 ¢ o ¢ eine minimale Geodétische. O

Bemerkung. Ist 0 < § < r und q; € B(pg,r —9) und g3 € B(q1,0) so verlduft jede minimale
Geodaétische ¢ : [0,a] — M, die ¢; mit g2 verbindet, ganz in B(pg,r), denn

d(po,c(t)) < d(po,q1) + d(qi,c(t)) <r

Entsprechendes gilt fiir alle ¢1, 92 € B(pg,r/2). Man nennt B(pg,r) strikt konvex, wenn fiir
alle q1,q2 € B(po,r) eine minimale Geodétische ¢ : [0,1] — B(po, r) mit ¢(0) = ¢1,¢(1) = ¢
existiert. Man kann zeigen, dass fiir 7 hinreichend klein, B(pg, r) strikt konvex ist.

Beispiel. Sei M = R? der Euklidische R? und M = S? die Sphire von Radius 1 mit
der von R? induzierten Metrik und 0 € R? der Ursprung und py der Nordpol auf S2. Ist
I:R?>— Thy S? eine lineare Isometrie, so bildet

¢ = exp,, ol o expo_1

™

den Kreis 71 von Radius 5 in R? auf den Aquator v, von S2? ab. Dann gilt:
T
L{pom) =Llyp)=2r <2m 5 = m = L(m)

im Einklang mit obigem Korollar.

8.3 Dreiecksvergleichsséitze

Nun wollen wir mit Hilfe des Rauchschen Vergleichssatzes Dreiecksvergleiche durchfiihren.
Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, pg € M und « : [0,1] — T, M eine Kurve in
Ty, M, so betrachte die Menge

Anr(po, @) := {exp,, ta(s) | t,s € (0,1)}.

Sie besteht aus der Vereinigung der radialen Geoditischen (bis auf ihre Randpunkte), die pg
mit y(s) = exp,, a(s) verbinden.
Es seien wieder die am Anfang des Abschnittes 8.2 beschriebenen Voraussetzungen erfiillt,
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d.h. es seien M, M Riemannsche Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension, expy, : B(0py,7) —
B(po,r) sei ein Diffeomorphismus und D exp; (v) habe maximalen Rang fiir alle v € B(0,, 7).
Zu einer gegebenen Isometrie I : T, M — T;,;OM betrachte den lokalen Diffeomorphismus
¢ : B(po,r) = B(po, ) mit ¢ = exp;, ol o exp;ol.

Sei nun py,py € B(po,r) so gewéhlt, dass pg, p1,p2 nicht auf einer Geodétischen liegen, die
ganz in B(pg,r) verlduft und eine minimale Geoditische ¢ : [0,1] — B(po,r) existiert, die
p1 mit ps verbindet. Diese ist dann insbesondere transversal zu den radialen Geodétischen in
A (po, ) wobei av = explgo1 oc. Ausserdem ist die Abbildung A : (0,1) x (0,1) — B(po, )
mit hy(t) = h(s,t) = exp,, ta(s) eine Einbettung (Geben Sie eine Begriindung). Daher ist die
Dreiecksfléiche

Apr(po, @) = {h(s,t) = exp,, ta(s) | t,s € (0,1)}.

eine differenzierbare 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit. IThr Rand in M besteht aus den
drei minimalen Geodétischen co(g) : [0, 1] = M, cqq) : [0,1] = M sowie ¢: [0,1] — M. Da ¢
ein lokaler Diffeomorphismus ist, ist

Ay (Po, Tar) := {h(s,t) = expz, tla(s) | s,t € (0,1)} = o(Aum(po, )
ein immersiertes Flichenstiick in M. AuBerdem gilt fiir hy(t) = h(s,t) und hy(t) = h(s,t):
L(hs) = [la(s)]| = [[Ta(s)|| = L(hs)
und
Ye(0),a(1)) = <(I(0), Tx(1))
Der Einfachheit halber schreiben wir im Folgenden A,y statt Apz(po, )
Satz 8.3.1. Ist K_(¢r,(1)) > K4 (¢,(1)) fiir alle v € B(0py,7), so folgt:

d(0(c(0)), p(c(1))) < dr(c(0), c(1)).

Im Gleichheitsfalle ist ¢ o ¢ ebenfalls eine minimale Geoddtische und ¢ : Ay — Ay eine
lokale Isometrie beziiglich der durch M und M induzierten Riemannschen Metriken.

Beweis. Alle Aussage bis auf die Behauptung, dass im Gleichheitsfalle ¢ : Ay — Ay eine
lokale Isometrie ist, folgen aus Korollar 8.2.2. Sei also ¢ : [0, 1] — B(po,r) C M eine minimale
Geodétische mit c(s) = exp,(a(s)) und d;;(p(c(0)), ¢(c(1))) = dar(c(0),¢(1)). Dann folgt

1D expy,, (a(s))é(s)|| = [lé(s)]| = [goe(s)]| = ||D expg, (La(s)) L (s)]|
Also folgt aus Satz 8.2.1 fiir die Jacobifelder Jy(4) a(s) 18088 Ca(s) Und Jra(s),1a(s) 14088 Cras)
fiir alle ¢ € [0, 1]:
[ Sa(s),605) DN = 11a(s),1605) (D)

Wir zeigen nun, dass ¢ : Ay — Ay eine lokale Isometrie ist, d.h. ||[Dy(x)¢|| = [|€]| fiir alle
§ € ThsnDm-
Da die Vektoren %(s, t), %—i‘(s, t) eine Basis von Tj,(s A bilden und

@(s,t) = 2(,0 oh(s,t) = Dw(h(sat))ah

0s 0s s (5,%)

Zeichnung
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S(5.1) = a0 0 h(s,1) = Dilhls,) 51 (1)

geniigt es folgendes zu zeigen:

||on 2 _||on 2
ot || 0s
und -
(R Ty = Sk o
9s’ot'  ‘os’ot”
Aus h(s,t) = exp;, tla(s) folgt:
oh
‘ﬁ 0 = lrao) = lato)] = 5 1)
sowie
oh _ D ; Iy a
25 = 1D expg (tTa(s))(ta(s))]| = [|T1a(s),1a(5) Bl
= Mawac® = 550
sowie

(5,1, 5,1 = Crato 1), T 16 (0 = H o Tty a0 (0), T (s)
= t<Id(s)v IO&(S)> = t<d(8), OZ(S)> = (éa(s) (t)v Joe(s),o'c(s) (t)>

= (G0, 5 (s

O

Wenn eine der Mannigfaltigkeiten M ,M eine Raumform M) ist, d.h. eine einfach zusam-
menhingende Mannigfaltigkeit mit konstanter Kriimmung k, so gilt im Gleichheitsfall eine
stirkere Aussage. Da wir hauptsdchlich an oberen Kriimmungsschranken interessiert sind,
werden wir nur den Fall betrachten, dass M eine Raumform ist.

Bemerkung. Ist £ C TpM ein linearer Unterraum, so ist exp, £ C M totalgeodétisch.
Zum Beweis betrachte die lineare Isometrie [ : TPM — T pM die durch Spiegelung an dem
Unterraum F entsteht. Diese 148t sich dann, wie im Abschnitt iiber Raumformen gezeigt
wurde, mit Hilfe der Exponentialabbildung zu einer Isometrie fortsetzen. Die Fixpunktmenge
ist gerade exp, E' C M. Ganz allgemein ist aber die Fixpunktmenge einer Isometrie, wie
man leicht sieht, totalgeodétisch. Dazu betrachte in der Fixpunktmenge zwei Punkte deren
Abstand so klein ist, dass sie sich durch eine eindeutig bestimmte minimale Geodé&tische
verbinden lassen. Die Isometrie muss dann die Geodétischen punktweise auf sich abbilden
und somit gehort sie ebenfalls der Fixpunktmenge an. Die detaillierte Begriindung sei als
Ubung iiberlassen.

Insbesondere sind in Raumformen geodétische Dreiecksflichen totalgeodétisch.
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Ist po € My so ist expy, : B(0g,7) — B(po,r) im Falle k < 0 fiir alle r > 0 und im Falle
k > 0 fir alle r < % ein Diffeomorphismus.

Satz 8.3.2. Sei M Riemannsche Mannigfaltigkeit deren Schnittkrimmung K nach oben be-
schrinkt ist, d.h. es existiert eine Konstante k € R mit K < k. Sei exp,, : B(0p,, 1) —
B(po,r) ein Diffeomorphismus, wobei r < ﬁ falls k > 0. Ferner sei ¢ : [0,1] — B(po,T)
eine minimale nicht radiale Geoddtische mit ¢(0) = p1 und ¢(1) = pa. Wihle py € Mj,
und eine lineare Isometrie I : TpyM — Tp,My. Dann ist ¢ : B(po,r) — B(po,r) mit
o(x) = expj, of o exp,l(x) ein Diffeomorphismus mit

dar, (9(p1), e(p2)) < dar(p1,p2)

Gleichheit gilt dann und nur dann wenn die zu ¢ und py gehorige Dreiecksfliche Ny =
A (po, exp;o1 c) C M totalgeoddtisch und isometrisch zu Ay, := A, (Po, Iexp;ol c) ist.

Beweis. Es bleibt den Gleichheitsfall zu untersuchen. Hier bleibt noch zu zeigen, dass
Ay C M totalgeodétisch ist. Dazu betrachte ¢1,q92 € A, so dass die in M minimale
Verbindungsgeodétische ganz in B(pg,r) verlduft. Dann gilt

dy(q1,2) < dpy (q1542) = dayy, (9(01), 9(q2)) = da, (0(q1), 9(g2)),

denn ¢ : Ay — Ay, ist eine Isometrie und Ay, ist totalgeodétische Untermannigfaltigkeit
in Mj. Wegen Korollar 8.2.2 ist

dar, (¢(q1), ¢(p2)) < dum(qr, q2)-

Ist daher ¢ : [0,1] — Ajps minimale Geodétische in Ay mit ¢(0) = ¢1,¢(1) = g2, so gilt:
L(c) = dp(q1,q2), d.h. ¢ ist auch Geoditische in M. Somit ist Ay totalgeodétisch. O

Nun wollen wir die bisherigen Resultate auf die Geometrie von Hadamardmannigfaltigkeiten,
d.h. auf einfach zusammenhéngende Mannigfaltigkeiten nicht positiver Kriimmung anwenden.
Fiir Anwendungen auf Mannigfaltigkeiten mit unterer Schranke an die Kriimmung siehe das
Buch von Cheeger und Ebin und die dort beschriebenen Vergleichssédtze von Toponogov.

Im Falle von Hadamardmannigfaltigkeiten ist exp,, : T,M — M fiir alle p € M ein Diffeomor-
phismus. Insbesondere existiert zu je zwei Punkten pi,ps € M nur eine Verbindungsgeodati-
sche ¢ : [0,1] — M, die dann natiirlich auch minmal ist. Ist pg ein weiterer Punkt in M so
definiert

A (o, p1,p2) = Dur(po, expy, oc)

eine Dreiecksfliche die von den Geoditischen, die die Eckpunkte pg,p1,p2 verbinden, be-
randet wird. Ist diese Flidche nicht entartet, d.h. liegen die Eckpunkte nicht alle auf einer
Geoditischen, so ist Aps(po, p1,p2) eine 2- dimensionale Untermannigfaltigkeit. Ausserdem
existiert zu positiven Zahlen [,11,lo mit I; < Iy und [ < [; 4+ Iy sowie Iy < [; + I Punkte
Do, P1,p2 € M mit d(po,p;) = l; und d(p1,p2) = I. Denn ist pg € M und v € S, M, so setze
p1 = exp,, (l1v). Definiere f : S, M — R durch f(w) = d(exp,, (l2w), p1). Diese Funktion ist
stetig mit f(v) =1ly —l; <l und f(—v) =1 + I3 > I. Da S, M wegweise zusammenhéngend
ist, folgt der Beweis aus dem Zwischenwertsatz. Ist M zusétzlich eine Raumform so ist die
zugehorige Dreiecksfliche bis auf Isometrie bestimmt.

Wir kénnen nun den folgenden Satz iiber die Geometrie von Hadamardmannigfaltigkeiten
beweisen.
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Satz 8.3.3. (Trigonometrie von Hadamardmannigfaltigkeiten)
Sei (M, g) eine Hadamardmannigfaltigkeit mit Ky < k <0 . Es seien pg,p1,p2 € M Punkte,
die nicht alle auf einer Geodditischen liegen. Dann ist v = <{p,(p1,p2) € (0,7) und es folgt fir
li = d(pi,po) und I = d(p1,p2)
k=0: I2>PB413—2-1y-cosy
k<0: cosh(y/[k| 1) > cosh(y/|k| 1) cosh(\/]k| lo) — sinh(~/|k| 11)(sinh /]k| I2) cos(v)
Ist po, p1, P2 € My, so gewdhlt, dass l; = d(p;,po) = d(pi, Do) fiiri € {1,2} undl = d(p1,p2) =
d(p1,P2), so gilt:
¥ i= Lo (P1, D2) = Lo (P1,P2) = -
In allen Fillen gilt die Gleichheit dann und nur dann, falls die Dreiecksfiiche Ay (po, p1,p2)
totalgeoddtisch in M und isometrisch zu Ay, (Po, P1,D2) ist.
Bemerkung. Ay, (Po,p1,P2) C M} ist auch isometrisch zu einem entsprechenden Dreieck
in le
Beweis. Ist po € M, po € My und I : T, )M — T;, M} eine lineare Isometrie. Dann ist
¢ M — My mit o(x) = expg, ol o exp;o1 ein Diffeomorphismus und es gilt fiir p; = ¢(p;) fiir
i€ {1,2}:
li = d(pi, po) = d(ps, Po)
sowie
¥ = o (P1,P2) = Lo (D1, P2)-
Dann folgt aus Satz 8.3.2
I =d(p,p2) < d(p1,p2) = L.

Aus den Cosinussitzen fiir Raumformen folgt dann fiir £ =0
P>P=03+12-2l -1y cosy
und fiir £ <0

cosh(~y/]k| 1) > cosh(~/]k| 1) = cosh(~/]k| 1) cosh(~/]k| I2) —sinh(y/|k| I1) sinh(+/]k] I2) cos(7)

In beiden Fillen gilt die Gleichheit dann und nur dann, wenn [ = [ und damit ist wegen Satz
8.3.2 die Dreiecksfliche Aps(po, p1,p2) totalgeoditisch und isometrisch zu Ay, (Po, p1, P2) ist.
Sind pg, p1, P2 € My so gewéhlt, dass I; = d(p;,po) = d(po,p;) und I = d(p1,p2) = d(p1,p2),
so gilt fiir ¥ = <3, (p1, P2) und v = <p, (p1,p2) im Falle £ = 0.
12413 —2lylycosy = 12 > 12 + 13 — 2141y cos
und im Falle k£ < 0:
cosh(+/|k| 11) cosh(+/|k| l2) — sinh(~\/|k| I1) sinh(+/|k| l2) cos(7) = cosh(~\/|k]| 1)
> cosh(y/|k| 11) cosh(~/ |k| l2) — sinh(\/|k| 11) sinh(y/|k| l2) cos(y).

Daraus folgt in beiden Féllen:
cos(¥) < cos(y).

Da cos auf [0, 7] monoton fallend ist, ist ¥ > .

Im Gleichheitsfall erhalten wir wieder mit obigen Argumenten, dass A/(po,p1,p2) total-
geodétisch und isometrisch zu Ay, (Po, P1, P2) ist. O
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Korollar 8.3.4. Sei M eine Hadamardmannigfaltigkeit und die Punkte pg,p1,p2 € M liegen
nicht auf einer Geoddtischen. Seien v; = <p,(Pi—1,Pi+1) mit i = 0,1,2 mod 3 die Winkel
des zugehorigen Dreieckes. Dann ist

Yo+71+72 <,

wobei die Gleichheit dann und nur dann gilt, falls Ayr(po, p1,p2) totalgeoditisch und isome-
trisch zu einem Dreieck in der Euklidischen Ebene R? ist.

Es seien po, p1,p2,p3 € M, so dass keine drei der vier Punkte auf einer einzigen Geoddtischen
liegen. Betrachte das geoddtische Viereck, welches durch die vier Geoddtischen Segmente c;,
die p; mit piy1 mit i =0,1,2,3 mod 4 entsteht. Sei v; := <p,(Pi—1,Pi+1) so gilt

Yo+ + 72+ 3 < 27
Gleicheit gilt nur dann, falls die Seiten ein flaches totalgeoditisches Fldchenstiick beranden.

Beweis. Der Beweis folgt aus Satz 8.3.3 und ist als Ubung iiberlassen.
O
8.4 Volumenvergleich und Schnittkriimmung

Definition 8.4.1. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M.
und p : SpM — [0, 00] die Schnittortfunktion. Dann heifit

inj, (M) = min{p(v) | v € S,M} € [0, 00
der Injektivitéitsradius von M in p

Bemerkung. Wegen Satz 7.3.10 ist exp,, : B(0p,7) — B(p,r) ein Diffeomorphismus fiir alle
r <ingy(M).

Wie in Abschnitt 8.2 bezeichne fiir v € T, M mit v # 0
K, (v) = max{K(o) | o C T,M Ebene mit v € 0 C T,,M}

K_(v) =min{K (o) | o C T,M Ebene mit v € o C T,M}
Dann gilt:
Lemma 8.4.2. Es seien M, M Mannigfaltigkeiten mit dim M = dim M, pe M, pe M

r< min{injp(M), injﬁ(M)}
und I : T,M — T;;,M eine lineare Isometrie mit
K_(¢ro(1)) > Ky (&(1))
fir alle v € B(0p,7). Ist ¢ : B(p,r) — B(p,r) der Diffeomorphismus mit
p(z) = expol o exp, ' (z)

so gilt: Ist ¢ : S(p,v) — S(p,r) eine Isometrie, so ist auch ¢ : B(p,r) — B(p,r) eine
Isometrie.
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Beweis. Ist ¢ : S(p,r) — S(p,r) eine Isometrie, so gilt: ||Dy(z)E]| = ||£]| fiir alle
ey Sp,r)={weT,M| wlél),v= exp;1 xz € S(0p,7)}.
Da ¢ eine radiale Isometrie ist, (denn Do(x)é, (1) = ¢é1,(1)) gilt:
IDe(x)E]| = ||€]| fiir alle & € T, M mit x € S(p,r).
Dann gilt wegen Satz 8.2.1 fiir alle v € T,M mit ||v|| = r und w € T,M:

[ To,w (O = [[T10, 1 ()| fiir £ € [0, 1].

Da
De(exp,, vt) o D exp,,(vt)(wt) = D exp;(tIv)(tIw)
ist
D(p(expp vt)(Jpw(t)) = Jrv,rw(t)
und daher ist ||Do(z)v|| = ||v| fiir alle v € T, M mit x € B(p,r). O

Lemma 8.4.3. Sei ¢ : M — N ein Diffeomorphismus und es sei ||[Do(x)v|| < ||v|| fir alle
v e T, M. Dann gilt:
vol N < vol M.

Ist vol N = vol M so ist ¢ eine Isometrie.
Beweis. Ist ¢ : M — N ein Diffeomorphismus, so gilt nach der Transformationsformel:

vol(V) zN/ldN:AJJacgp(x)dM,

wobei Jac p(z) die Jacobische Determinante ist. Sie lésst sich wie folgt berechnen:

Seien ey, ..., e, € Ty M, by, ... by € T,,yM ON-Basen und Dp(z)e; = >~ aj;b;. Dann ist fiir
j=1

A = (aji)1<ji<n
Jac p(x) = | det Al

AuBerdem gilt: Jac p(z) = (det(Dp(z)" Dp(x)))"/?, wobei Dp(z)T : Tp(z)N — TM durch
(Dp(x)"w,v) = (w, Dy(x)v)
definiert ist. Denn ist

De(x)" Dp(x)(e:) = bjie;
j=1

so folgt
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und somit gilt: det(o(z)T Dp(z)) = det AT A = (det A)2.
Da ||Do(x)v|| < ||lv|| fiir alle v € T,,M, folgt fiir L := Dp(z)? Do(x) : TyM — T, M:

0 < (Lv,v) = (Dy(x)" Do(z)v,v) = (Dp(z)v, Dp(z)v) < (0,0)

Sind Aq, ..., A, die Eigenwerte des positiv definierten Endomorphismuses L, soist 0 < A; <1
und somit
(Jacp(z))? =det L = A1,...,\, < 1
Also gilt
Jacp(z) <1
und daher ist vol N < vol M. Im Gleichheitsfalle sind alle Eigenwerte von L fiir jedes © € M
gleich 1 und somit
Dy(z)" Dp(x) = id
Da
(Dep(x)" Dy (x)v,v) = (Dp(x)v, Dp(x)v)
erhalten wir || Dp(z)v|| = ||v|| fir alle v € T, M, d.h. ¢ ist eine Isometrie O

In Korollar 8.2.2 hatten wir bewiesen, dass unter den Voraussetzungen von Lemma 8.4.2,
die Abbildung ¢ : B(p,r) — B(p,r) die Linge von Kurven verkiirzt. Jetzt zeigen wir unter
Benutzung obiger Resultate, dass ¢ das Volumen von Sphéren verkleinert.

Satz 8.4.4. (Bishop, Giinther) ) .
Es seien M, M Mannigfaltigkeiten mit dimM =dim M, pe M, pe M

7 < min{inj, (M), inj;(M)}

und I : T,M — T;;,M eine lineare Isometrie mit

f(—(élv(l)) > K+(év(1))
fir alle v € B(0p,r). Dann gilt:

vol S(p,r) > vol S(p,r).
Im Gleichheitsfall ist B(p,r) isometrisch zu B(p,r).
Beweis. Die in 8.4.2 definierte Abbildung induziert einen Diffeomorphismus ¢ : S(p,r) —
S(p,r). Wegen Satz 8.2.1 gilt |[Dp(x)v|| < ||v||. Damit folgt wegen des Lemmas 8.4.3:

vol S(p,r) < vol S(p,r) und im Gleichheitsfall ist ¢ : S(p,r) — S(p,r) eine Isometrie. Wegen
Lemma 8.4.2 ist dann auch ¢ : B(p,r) — B(p,r) eine Isometrie. O

Korollar 8.4.5. Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dimM = n und p € M. Fiir

k € R definiere
™

Vi
falls k > 0 und r = inj, (M), falls k <0. Ist K < k so gilt

7t = min{inj, (M),

vol S(p,r) > wn_lsz_l(r)
fir alle r <ry. Ist K > k so gilt
vol S(p,r) < wn_lsz_l(r)

fiir alle r < ry.. Dabei ist w,_1 das Volumen der Finheitssphdre in R"™
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Beweis. Dieses Korollar erhélt man direkt aus dem Satz 8.4.4 von Bishop und Giinther indem
man M mit der Raumform M} vergleicht. Ist p € M}, so ist vol S(p,r) = wy_1s}~*(r) fiir
alle r < % O

Korollar 8.4.6. Sei k1 < ko < 0 und M eine n- dimensionale Hadamardmannigfaltigkeit,
deren Schnittkrimmung die Ungleichung

ki < K <k

erfillt. Dann gilt
wn-15p, ' (r) < vol S(p,7) < wp_1s) ' (r)

fiir alle r > 0.

8.5 Jacobitensoren

Eine weitere Anwendung des Rauchschen Satzes ist der Vergleich des Ballvolumen unter
Verwendung unterer Kriimmungsschranken an die Riccikriimmung. Aus diesem und auch aus
anderen Griinden ist es niitzlich, (1, 1)-Tensoren (insbesondere Jacobitensoren) lings Kurven
zu betrachten.

Definition 8.5.1. Sei v : R — M eine differenzierbare Kurve. Ein (1, 1)-Tensor X lings v
ist eine Kurve t — X (t) € End(7T;)M).

X heift differenzierbar, falls fiir alle parallelen Vektorfelder E(t) lings v das Vektorfeld ¢t —
X(t)E(t) € TeyM differenzierbar ist. Ist v € T,y M und v(t) die parallele Fortsetzung von

v langs v, so heifit
D
X'(to)v=—=—| X(t)v(t)
dt{,—y,
die Ableitung von X an der Stelle ty. Ist X differenzierbar lings v, so ist X'(¢) wieder ein
(1,1)-Tensor lings v (Ubung).

Beispiel. Ist M Riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : R — M eine Geodétische, so induziert
der Kriimmungstensor R einen (1,1)-Tensor lings ¢, durch R(t)w := R(w, ¢(t))é(t) fir w €
T,yM. Der (1,1)-Tensor R(t) ist sogar symmetrisch, d.h. R(t) € Sym(T¢) M) beziiglich der
Riemannschen Metrik.

Definition 8.5.2. (Jacobitensoren)
Ein (1,1) -Tensor X lings einer Geodétischen ¢ : R — M heifit Jacobitensor genau dann,
wenn

X"(t)+ R(t)X(t) =0
Lemma 8.5.3. Seic: R — M eine Geoddtische

(a) Ist X ein (1,1)-Tensor lings c, so gilt: X ist genau dann ein Jacobitensor, falls J(t) :=
X(t)E(t) ein Jacobifeld fir alle parallelen Vektorfelder E lings c ist.

(b) Sei A, B € End(Ty)M). Dann existiert genau ein Jacobitensor X mit X(0) = A und
X'(0) = B.
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Beweis.(zu a) Sei X ein (1,1)-Tensor. Nach Definition ist X genau dann ein Jacobitensor falls
X"(t)+ R(t)X (t) = 0.
Dies ist wiederum &quivalent zu
X"#)E(t)+ Rt)X(t)E(t) =0

fiir alle parallelen Felder E ldngs c. Nach Definition der Ableitung eines (1, 1)-Tensors
und der Definition von R(t) folgt, die Aquivalenz zu

D2
at?

fiir alle parallelen Felder E. Dies bedeutet aber:

(X(B)E()) + R(X(H)E(R), ¢(t)é(t) =0

X(@)E({) = J(t)
ist ein Jacobifeld fiir alle parallelen Felder E lings c.

(zu b) Seien A, B € End(T¢)M) und v € T,qyM. Sei J(t) das Jacobifeld léngs ¢ mit J(0) =
A(v) und %J(O) = B(v). Definiere X (t)v(t) = J(t), falls v(¢t) parallele Fortsetzung von
v ldngs ¢ darstellt. Dann ist X (¢) ein differenzierbarer (1,1)-Tensor und wegen (a) ist
X ein Jacobitensor mit den Anfangswerten:

D
X(0)v = A(v), X'(0)w= EJ(O) = B(v).
Die Eindeutigkeit folgt aus der eindeutigen Abhingigkeit der Jacobifelder von den An-
fangsdaten.
O

Bemerkung. Ist p € M, so gilt fiir alle v,w € T, M
D exp,(tv)(tw) = X (t)w(t),

wobei X Jacobitensor lings ¢, mit X(0) = 0, X’(0) = id und w(t) parallele Fortsetzung von
w = w(0) lings ¢,(t) ist. Dies folgt, denn

D exp,,(tv)(tw) = J(t),

wobei J das Jacobifeld lings c, ist, mit J(0) = 0 und 2.J(0) = w.
Da X (0)w(0) = 0 und 2 ‘t:oX(t)w(t) = X'(0)w = w, folgt die Behauptung.

Lemma 8.5.4. Sei ¢ : R — M eine Geoddtische und sind A, B € End(¢+(0)). Ist X(t)
der Jacobitensor lings ¢ mit X(0)v = Av und X'(0)v = Bwv fiir alle v € ¢-(0), so ist
X(t)v(t) € ¢H(t) fir alle t € R, d.h. X(t) € End(¢H(2)).

Beweis. Der Beweis folgt aus den entsprechenden Eigenschaften der Jacobifelder, denn ist J
ein Jacobifeld lings der Geoditischen ¢ mit J(0) L ¢(0) und 2.J(0) L ¢(0), so ist J(t) L
é(t) fiir alle t € R. Daher gilt: Sind A, B € End(¢(0)) und X (t) Jacobitensor lings ¢ mit
X(0)v = Av und X'(0)v = Bu fiir alle v € ¢-(0), so ist X (t)v(t) € ¢H(t) fiir alle t € R, d.h.
X (t) € End(cH(t)). AuBerdem gilt: R(t)(¢H(t)) C ¢ (t). O
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Jacobitensoren eignen sich insbesondere zur Volumenberechnung. Wir hatten bewiesen:
Ist p: SpM — [0, 00] die Schnittortfunktion, d.h.

p(v) =sup{t > 0 d(exp, tv,p) =t}

und
Ulp) ={tv| ve S,M,0<t<p(v)},

so gilt fiir alle integrierbaren Funktionen f: M — R

p(v)

AlfdM :S/ /f(expptv)J(v,t)dtdSpM(v),

M 0

wobei

J(0,8) = et (0), Ty (D)<in—t

und J; orthogonale Jacobifelder lings ¢, bezeichnen mit J;(0) = 0, %Ji(O) = b; fiir eine ON-
Basis by,...,bp—1 € T,(Sp,M) = vt

Sei A, der orthogonale Jacobitensor lings ¢, mit A4,(0) = 0, 4/ (0) = id € End(v"). Dann
gilt: J;(t) = A, (t)b;i(t) und

J(v,t) = \/det(<z4u(t)bz(t),Av(t)bj(t)>1§i,j§n—1) = \/det(<z4§(t)x4v(t)bz(t),bj(t)>1§i,j§n—1)

= /det AT (t)A,(t) = | det A, (t)|

Also folgt:
p(v)
/ FdM = / / f(exp, to)] det A, (£)|dS, M (v).
M S.

WM 0

Beispiel. Sei M} Raumform mit konstanter Kriimmung k und s; die verallgemeinerte “Sinus-
Funktion”, d.h. Losung der Differentialgleichung s} + ks, = 0 mit s;(0) = 0 und s},(0) = 1.
Dann ist A,(t)w(t) = sk(t)w(t), wobei w(t) L ¢é,(t) ein paralleles orthogonales Vektorfeld
léngs ¢, bezeichnet.

Bemerkung. Ist 0 < r < inj,(M), so ist S(p,r) = exp,(S(0p,7)) = {g € M | d(p,q) =}

eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von M und es gilt:

vol S(p, ) = / | det Ay (r)|dS, M (v).
SoM

8.6 Volumenvergleich und Riccikriimmung
Nun wollen wir Volumenvergleichssétze bei unterer Schranke an die Ricci-Kriimmung herlei-

ten. Dafiir benttigen wir folgendes Lemma. Dabei bezeichnen wir im Folgenden mit f : R — R
statt mit s; die Losung der Differentialgleichung f” + kf = 0 mit f(0) =0, f/(0) = 1.
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Lemma 8.6.1. Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und
ric > (n — 1)k

fiir ein k € R. Sei c: [0,a] — M eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoditische ohne
konjugierte Punkte mit a < % falls k > 0. Sei A der zu c orthogonale Jacobitensor mit

A(0) =0, A4'(0) =id. Dann gilt:

(1) Die Funktion
det A(t)

frHe)

st monoton fallend und
det A(t)

150 fri(e)

(2) det A(t) < fm=Yt) fiir alle t € [0, a].
Gilt det A(tg) = " (to), so folgt:
A(t) = f(t)idy : é(t) — ()

fiir 0 < t < to, wobei id; die Identitit auf ¢(t)* bezeichnet.

Bemerkung. f(t¢)id; ist der Jacobitensor fiir die Metrik mit konstanter Kriimmung k.

Beweis. Da At
lim Alt) = A’(0)
t—0 t

folgt
A(t) = t(id+B(t))
mit B(t) — 0 fiir ¢t — 0, Ausserdem ist f(¢t) = t(1 + b(t)) mit b(¢t) — 0 fiir ¢ — 0. Dies
impliziert
det A(t) . t""ldet(id +B(t))

im ——— = lim

t0 fr=l(t) =0 (1 b(t))n L
Betrachte fiir ¢ < a liangs der Geoditischen ¢ : [0,t] — M das Jacobifeld J(s) = A(s)w(s),
wobei w das parallele Vektorfeld lings c ist mit w(t) = A~1(t)v wobei v € ¢+ (t).
Ist v(s) die parallele Fortsetzung von v = v(t), so definiert

=1

ein Vektorfeld lings cjgy mit J(0) = X(0) = 0 und J(t) = v = X(¢).
Aus der Minimaleigenschaft von Jacobifeldern folgt (siche 7.5.4 ):

I(J,J) < I(X,X)

und somit
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Also erhalten wir:

t
a0 < [ (F) I o), st econas
0
Seieq,...,e,_1 € c'L(t) eine ON-Basis. Dann gilt:
n—1
wA'MAT(E) = D (A OAT (Deilt), eilt)
- t
< gy [ (= DR = Pk
0
= ( /f”f+f2k‘d8)
0
_ @
- -V
denn f” = —kf. Da
d L o d.
Elog det A(t) = trA'(t)A71(t) < (n — 1)J;”((t)) == log f™L(t)
folgt:
d det A(t)
at ' i =
Also ist
det A(t)
)
monoton fallend fiir alle ¢ € [0, a] und somit ist (1) bewiesen.
Da hm jlit ‘?E g = 1, folgt daraus auch (2). Sei nun det A(ty) =
ist
d det A(t)
@i % e

fiir alle ¢ € [0, to]. Ist
Ji(s) = A(s)wi(s)

wobel w;(s) die parallele Fortsetzung von w;(ty) = A~
ON-Basis von ¢+ (tg). Sei

f(s)
Xz' i\S
(s) Flto) (s)
so folgt aus obigen Uberlegungen
cl[0,t0] (Jiv Ji) = IC\[o,tO] (Xi7 Xz)

L(tg)e; ist und e, ...

" Yto) fiir ein ¢ty < a. Dann

,en—1 ist eine
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Daher ist wegen Korollar 7.5.4
f(s)

A(s)w;(s) = Ji(s) = Xi(s) = f(to)ei(s)
und wir erhalten: ]
w;(0) = A'(0)w;(0) = X;(0) = mei(O).

Da w;(s) und e;(s) parallel sind, folgt

und daher ist

A(s)ei(s) = fi(to)A(s)ei(s) = f(s)ei(s).
Da e1(s),...,en_1(s) eine Basis von ¢ (s) ist, folgt: A(s) = f(s)ids. O
Sei nun M;' die n-dimensionale Raumform mit konstanter Kriimmung k£ und bezeichne mit

V*(r) das Volumen eines Balls vom Radius 7, wobei r < ik, falls £ > 0. Dann ist

T

VE(r) = wns / L) de
0

Satz 8.6.2. (Bishop)
Es sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit

ric > (n — 1)k,
fireink e R, und r < ik, falls k > 0. Dann folgt:
vol B(p,r) < Vi*(r).
Ist vol B(p,r) = V;*(r), und p € Mj' so ist B(p,r) isometrisch zu B(p,r).

Beweis. Sei f : R — R die Funktion mit f”(¢) + kf = 0 und f(0) = 0, f/(0) = 1, und A,
der orthogonale Jacobitensor lings ¢, mit A,(0) = 0 und A/ (0) = id. Dann folgt aus Lemma
8.6.1

p(v)
vol B(p,r) = /XB(p,T’)dM = / / XB(p,r)(exp,(tv)) det A, (t)dt dS, M (v)
M ngl 0
min{p(v),r}
= det A, (t)dt dS, M (v)
sp=t 0
min{p(v),r}
< / / () dt dS, M (v)
snt 0
< [ [rwaeas, e =viw)

sp=1 0
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Ist vol B(p,r) = V;*(r) so folgt min{p(v),r} = r fiir alle v € S,M und det A,(t) = f"1(t)
und somit A, (t) = f(t)id; fir alle ¢t € [0.7] .

Ist dann p € M} und I : T,M — TzM}! so ist ¢ = exp;ol oexp, : B(p,7) — B(p,r) eine
Isometrie. O

Korollar 8.6.3. (Gromov)
Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit

ric > (n — 1)k

fiir ein k € R. Dann ist
vol B(p,r)

5(r) = Vit(r)

monoton fallend fiir 0 <r < Lk, falls & > 0 und fiir alle r, falls k < 0.

Beweis.
T T

Vir(r) = / / i (t)dt dSyM = wy—y / )

SﬁM 0 0

wobei wy,_1 das Volumen der Sphire S"~! C R" bezeichnet.

min{r,p(v)}
i [ det A,(t)dtdS,M
SpM 0

g(r) = .
Wp_1 Of fri(t)dt

Es geniigt zu zeigen:

[ det A, (t)dt
0

[ L (@yde
0

ist monoton fallend fiir » < p(v), denn der Z&hler von g bleibt fiir » > p(v) konstant und

der Nenner ist monoton steigend. Da wegen Lemma 8.6.1 die Funktion djf,tbfll“(%) auf [0, p(v)]

monoton fallend ist, folgt das Korollar aus folgendem Lemma. O

Lemma 8.6.4. (Gromov)
Es seien a,b: R — R positive und integrierbare Funktionen: Sei fiir ro > 0 die Funktion %
auf [0, 9] monoton fallend. Dann ist auch

auf [0, 9] monoton fallend.
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Beweis. Betrachte

Sei r < R < rg. Dann gilt:

Ra(t)
[ a®) B a) 1+ ] bedt
[ 58b(t)dt + [ $Bb(t)dt P00
B = i = g(r)—"
Jb(t) + [b(t)de - S oty
o Foo
) [ ooyt
1+ —=
Z((:))({b(t)dt
< g(r) - = g(r)
Jb(t)dt
1+ =
Jb(t)dt
0

O

Nun wollen wir den Starrheitsfall im Satz von Bonnet-Myers behandeln. Diesen Satz haben
wir in 4.4.1 formuliert und bewiesen. Er lautet:
Ist (M™,g) vollstindige n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit

ric > (n — 1)k

fiir ein k£ > 0. Dann gilt

diam M = d
iam nax (p,a) < f

Satz 8.6.5. Ist M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit
ric > (n—1)k >0

und

T
diam M = —.
VEk

Dann ist M isometrisch zu M;' = S (L) c R*™?1, d.h. zur Standardsphire mit Radius

VE ) \/E
Bemerkung. Der obige Satz wurde 1975 von Cheng bewiesen. Unter der stédrkeren Voraus-
setzung K > k an die Schnittkriimmung von M stammt der Satz von Toponogov (1959).

Beweis. Da diam M = %, gibt es p,q € M mit d(p,q) = % Daraus folgt mit Hilfe von
Korollar 8.6.3:

Vol B(p,5vz) _ vol B, 5y7) vl B 7)) volM

_ 3 _
%VOIM]? (7) o (%) vol My

(8.2)
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Also erhalten wir:

T 1
vol B(p, —=) > =vol M

(p 5 \/E) 5

und mit den gleichen Argumenten folgt
T

72\/%

2 2\’}) und B(g,

1
) > —vol M.

vol B(q 2 5

Da das Innere der Bille B( disjunkt ist, folgt

)
s Y

vol(B(p, ﬁ) N B(q, ﬁ)) =0

und somit
T T T T
vol B(p, —=) + vol B(q, —=) = vol (B(p, —=) U B(q, —=)) < vol M
v, 57 @57 ((pNE) (q2\/E))
Wir erhalten:
vol B(p L) = vol B(q L) = 1VolM
"2k "ok 2

Also gilt wegen (8.2)
volM Vol B(p, L\/—) vol B(p, ﬁ)
vol M} V"(zz;—) Vi (Z%)
Entsprechendes gilt, falls wir p durch ¢ ersetzen.
Aus Korollar 8.6.3 von Gromov schliessen wir:
vol B(p,7)  volB(q,r)  volM

vir(r)y  Vr(r) volMp

fiir r € [2f f] Zu zeigen bleibt: a = 1. Dann folgt vol B(p, f) = an(ﬁ) und wegen des
Satzes 8.6.2 von BlShOp ist M = B(p, \/%) isometrisch zu M|’ = B(p, 2=) fur p € M.
Sei zunéchst r < \/— Dann gilt:

vol(B(p,r) N B(g, —=

\/E—r)):0

und wir erhalten aus Korollar 8.6.3

vol B(p, ) - vol M — vol B(q, % —r)  avol M} — aVk”(ﬁ r)

ax n — n n({_m = n n(_m = a.
Vi (r) vol M} — V) (ﬁ—r) vol M}! — V! (\/E T)
Da
det A, (t) 1
i)

fiir ¢ — 0, folgt

[ [ det A,(t)dt dS,M

1B sn=t 0
a = lim - (p. 7) = lim = - =1.

r—0 Vk (7’) r—0 w1 ff”_l(t)dt
0




Kapitel 9

Mannigfaltigkeiten nicht positiver
Krimmung

9.1 Konvexititseigenschaften von Hadamardmannigfaltigkei-
ten

Definition 9.1.1. Eine stetige Funktion ¢ : R — R heifit genau dann konvex, falls fiir alle
z <yundt € [0,1] gilt:

p(r+tly —2)) < () +te(y) —p(z))

Bemerkung. Ist ¢ € C%(R), so ist ¢”(z) > 0 fiir alle # € R #iquivalent zur Konvexitit.

Definition 9.1.2. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine stetige Funktion f :
M — R heifit konvex, wenn fiir alle Geodétischen ¢ : R — M die Funktion

foc:R—=R
konvex ist.

187
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Definition 9.1.3. Ist f : M — R differenzierbar, so heifit das durch die Gleichung

Df(p)v = (grad f(p),v)

eindeutig bestimmte Vektorfeld grad f der Gradient von f. Ist f € C2?(M), so heifit die
Bilinearform

D?f(p)(v,w) := (Vy grad f(p), w)

die Hessesche von f.

Bemerkung. Ist f € C?(M), so ist D2 f(p) symmetrisch. Aufierdem ist f genau dann konvex,
wenn D2 f(p) fiir alle p € M positiv semidefinit ist. Denn ¢, : R — M eine Geodétische mit
¢y(0) = p, so folgt:
d2
d*t|,_,

fo Cv(t) = D2f(p)(v,v).

Im Folgenden sei mit H eine Hadamardmannigfaltigkeit bezeichnet, d.h. eine einfach zusam-
menhingende Mannigfaltigkeit nicht positiver Kriimmung.

Satz 9.1.4. Sei H eine Hadamardmannigfaltigkeit. Ist diag := {(p,p) | p € X} die Diagonale
i H X H so ist die Distanzfunktion

d:H x H\ diag — R,
unendlich oft differenzierbar. Fir jedes p € H gilt fiir die Funktion
dp: H\{p} = R
mit dp(q) = d(p, q):

(a)
grad dp(q) = épq(d(p, q)) =t Np(q)

wobei ¢p 4 ¢ [0,d(p,q)] — H die eindeutig bestimmte nach Bogenlinge parametrisierte
Geoddtische mit ¢y 4(0) = p und ¢, 4(d(p, q)) = q bezeichnet.

Np(q)
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(b) Fiir alle g € H\ {p} ist D?*dy(q) positiv semidefinit und und es gilt:

D*dy(q)(v,v) = (%JL(d(p, q)), J*(d(p,q)))

wobei J+ der orthogonale Anteil des Jacobifeldes J lings Cpq ist mit J(0) = 0 und
J(d(p,q)) = v. Ausserdem ist d, : H — R konvez.

Sind co,c1 : R — H Geoddtische und p := co(tg) # c1(to) = q, so gilt:

G, deo(t).01(0) = (e dp.0). 1 10)) = (g (0) (1)
sowie 2
@ d(C()(t),Cl(t)) 2 0.

t=to
Insbesondere ist t — d(co(t), c1(t)) konvex.

¢p,q(d(p,q)

Bemerkung. Man kann zeigen, dass die Konvexitidt von t — d(co(t),c1(t)) dquivalent zur
Konvexitéit von d : H x H — R ist, falls auf H x H die Produktmetrik gewéhlt wird. Denn
jede Geoditische in H x H ist von der Form (co(t),c1(t)), wobei ¢ und ¢; Geodétische in H
sind.

Beweis. Da exp,, : T,H — H ein Diffeomorphismus ist und d(exp, v,p) = [[v|], folgt:

d(p,q) = |lexpy " qll-
Daher folgt aus der Differenzierbarkeit von (p,q) — exp, (g) und der Differenzierbarkeit von
|| -|]: TH \ {0} — R die Differenzierbarkeit von d : H x H \ diag — R.
(a) Seiy: (—e,+€) = H eine Geodétische mit 4(0) = v € T,M und q # p. Zu zeigen:

d

ds d(p,7(s)) = (¢pq(d(p; q)),7(0))
s=0

Betrachte die Variation a : (—¢,+€) x [0,d(p,q)] — H mit «(0,t) = ¢, 4(t) und
t — a(s,t) die Geodéitische mit «(s,0) = p und «a(s,d(p,q)) = v(s).
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&%)} g

Dann ist L(as) = d(p,y(s)). Aus der 1. Variationsformel (Satz 4.3.4) folgt mit

0
J = & S_OOZs(t)
d(p,q)
T L) = [ L))t
ds|,_ v dt P
0
(J

(d( )) (d(p,q))>
= (¥(

(b) Aus der 2. Variationsformel (Satz 4.3.7) folgt fiir

JL(t) = J(t) — <ép7q(t)v J(t»ép,q(t) :

. d(p,q)
G| o) = 0/ (0, T O) = (R 0): g (6)) (1), T 0
G| geod.a)) ool a)) = (] Su(0). g 0)

Da y(s) = as(d(p, q)) eine Geodétische und as(0) = p konstant ist, fallen die Randterme
weg. Wegen

(R(TH(1), ép,q(1))ipq (1), T (1)) = K[TH(2), épg (B)] - [[T-(I* < 0,

erhalten wir

d(p,q)

i )= [ (GTHO T KT @, 60al0) 17O > 0.
0

2
ds*|,_g

Ausserdem ergibt sich wie in Lemma 7.3.4 durch partielle Integration:

d(p,q) D

PN L = B, st JH(d JH(d
il (s) = (I (1), ()>0 = {5/ (dp, ), I~ (d(p, 2))).
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Das Jacobifeld J ist durch die Randdaten eindeutig bestimmt, denn die Geodétische
cp,q hat keine konjugierten Punkte.

Um den letzten Teil des Satzes zu beweisen betrachte die geodétische Variation

a: (=€, +€) x [0,d(p,q)] = H

mit a(0,t) = ¢, 4(t) und t — (s, t) = a,(t) Geodétische mit a(s,d(p,q)) = c1(to + s) und
a(s,0) = co(to + ).

Dann folgt wieder aus der 1. Variationsformel fiir J = i oQs()

d(p,q)

ey = | &

0
= (J(d(p,9)), ép.q(d(p, ) = (J(0),¢p,4(0))
= (épg(d(p,9)), ¢1(t0)) — (Epq(0), Co(to))
Aus der 2. Variationsformel erhalten wir wie oben fiir J=*(t):

d(p,q)

), Cpq(t))dt

&I&

tH ) ) ~ (R0, (0)g(8), T (1)t > 0

_ — <
_ d dt
s=0 0

O

Lemma 9.1.5. Sei H eine Hadamardmannigfaltigkeit und f : H — R konvex. Dann ist fir
alle o € R die Menge

Ao ={recH| f(z)<a}
konvex, d.h. sind x,y € Ay und c: [0,1] — X die Geoditische mit ¢(0) = x und ¢(1) =y, so
gilt fir alle t € [0,d(z,y)], dass c(t) in A, liegt.

Beweis. Seien x,y € A, so gilt fiir t € [0, 1]:
fle(t)) < f(c(0)) +t(f(c(1)) = f(c(0)))
= f(c(0))(1 —t) +tf(c(1)) <
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Korollar 9.1.6. Fir aller > 0 und p € H ist
B(p,r) ={z| d(p,x) <r}
konver.

Korollar 9.1.7. (Flacher Streifensatz) Sei H eine Hadamardmannigfaltigkeit und co : R —
H und c¢; : R — H zwei nach der Bogenlinge parametrisierte Geoddtische mit co(R) # ¢1(R).
Ist

sup{d(co(t),c1(t)) | t € R} < o0
so beranden co und c1 einen totalgeoddtischen flachen Streifen, d.h. eine totalgeoddtische

Fliche die isometrisch zu einem durch zwei parallele Geraden berandeten Streifens in R?
18t.

Beweis. Da die Funktion

1(t) = d(co(t), 1 (1))
konvex ist, ist wegen sup{l(t) | ¢ € R} < oo die Funktion [(t) eine Konstante . Denn nicht
konstante konvexe Funtionen sind unbeschrénkt (siehe Bild). Da ¢y und ¢; verschieden sind ist
[ positiv. Aus Satz 9.1.4 folgt: Sind ¢g, ¢; : R — H Geodétische und p := ¢o(to) # c1(to) = g,

I(t1
I(to)
to t
so gilt:
0= % — l(t) = <ép,q(d(pa Q))v ¢1 (t0)> - <ép,q(0),éo(t0)>

= 08 Uép,qg(d(p,q)), ¢1(to)) — cos U(épq(0), co(to))

Somit erhalten wir:

T — Bi(to) = Uépqe(d(p, q)), c1(to)) = <(ép,q(0), ¢o(to)) =: Bolto)

Ist t9 < t; so folgt somit fiir die Innenwinkel des geodétischen Vierecks
co(to), c1(to), c1(t1), coltr):
Bolto) + Bi(to) =7
und
al(tl) + Oé()(tl) =21 — 51(t1) — ,Bo(tl) = T.
Somit gilt:
Bo(to) + Pi(to) + ai(t1) + ao(tr) = 2.

Wegen Korollar 8.3.4 beranden die Seiten des Vierecks ein flaches totalgeoditisches

Fléachenstiick. Da die Aussage fiir alle ¢y < t1 gilt, folgt die Behauptung. O
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él(to) €1 él(tl)

a1 (t1) Bi(t1)

Bi(to)

\ Bolto) ol Bo(to)
to)

Cco éO(tO)

éof

9.2 Fundamentalgruppe von kompakten Mannigfaltigkeiten
negativer Kriimmung

Nun wollen wir uns mit der Fundamentalgruppe von kompakten Mannigfaltigkeiten negativer
Kriimmung beschéftigen.

Fiir solche Mannigfaltigkeiten bestimmt die Fundamentalgruppe ihren topologischen Typ,
d.h. zwei Mannigfaltigkeiten mit isomorphen Fundamentalgruppen sind homdéomorph
(Farrell, Jones (1989))

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafl jede Abelsche Untergruppe unendlich zyklisch
ist, d.h. sie ist isomorph zu Z.

Zunéchst wollen wir uns mit allgemeinen kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten (M,g)
beschiftigen. Mit (M, g) bezeichnen wir ihre universelle Uberlagerung mit der gelifteten Me-
trik g, mit I' bezeichnen wir die Gruppe der Decktransformationen. Diese ist isomorph zu
Wl(ﬂf).

Satz 9.2.1. Sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und M = M /T. Dann
existiert fiir jedes v € T eine nach der Bogenlinge parametrisierte Geoditische & : R — M
und I > 0 mit

~vé(t) = é(t +1).

Die Geoddtische ¢ heifit Achse von 7.

Bemerkung. (a) Ist 7 : M — M die Uberlagerungsabbildung, so ist ¢(t) := 7 o &(t) eine
geschlossene Geodétische mit ¢(t) = ¢(t + 1), denn

c(t+1) =mé(t+1) =mné(t) = ct).

Sei 7(po) = xo und D : m(M,z9) — I’ der Gruppenisomorphismus mit D[a](py) =
Gy, (1) (siehe Abschnitt 5.3). Ist D[a] =7, so ist ¢ frei homotop zu c.

Wiihle eine Kurve 3 : [0, 1] — M mit 3(0) = po und B(1) = ¢(0). Dann ist yo 3 : [0,1] —
M eine Kurve mit y03(0) = vy(po) und yo5(1) = &(1). Da M einfach zusammenhéngend

ist, existiert eine Homotopie H: [0,1]x[0,1] — M mit (s,t) — H,(t) und H,(0) = B(s),
Hy(1) = 7B(s), Ho(t) = apo(t), Hi(t) = ().

Dann definiert Hy(t) = mo Hg(t) eine freie Homotopie mit Hy = o, H; = ¢. Seien F(M)
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7(po) o ¢(1)
/-/\~

8 &(0))
Po

die freien Homotopieklassen in M. Man kann zeigen, dass die freien Homotopieklassen
in 1 — 1 Beziehung zu den Konjugationsklassen in 71 (M) stehen.

Fiir den Beweis des Satzes benttigen wir folgende Lemmata:

Lemma 9.2.2. Sei diam M = rg und p € M. Dann gilt:
W(B(ﬁ, TO)) = M.

Beweis. Sei p = w(p) und & € M. Dann existiert eine minimale Geodétische ¢ : [0,7] — M
mit 7 = d(z,p) < rg und ¢(0) = p, c(r) = =.

Sei ¢ : [0,7] — M Lift von ¢ mit &0) = p. Dann folgt: d(p,é(r)) < L(E) = r < 1. Also ist
w(B(p,r0)) = M. O

Lemma 9.2.3. Seiy € I', v #id und | = inf{d(q,7q) | ¢ € MY}. Dann ist 1 > 2inj(M) und
es existiert ein qo € M mit

d(go,vq0) = 1.

Beweis. Ist ¢ : [0,r] — M eine minimale nach der Bogenlinge parametrisierte Geodétische
mit ¢(0) = ¢ und é(r) = y(g), so ist m¢ = ¢ eine geoditische Schleife der Linge r. Folglich ist
ir> injr(q) (M) > inj(M), also $1 > inj(M).

Sei nun p, € M eine Folge mit d(py,ypn) — 1. Sei p € M und ro = diam M, so existiert eine
Folge 1, € T mit g, := m,pn € B(p, o). Dann folgt:

d(pn/?/pn) = d(Tn_l‘]m 'VTn_l%L) = d(Qm Tn'VTn_l%L) — 1.

Setze v, = T,y7;'. Nach Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir annehmen: ¢, — ¢q. Wir
erhalten

d(g,wmq) < d(q,qn) + d(gn,vqn) + d(Vndn, Tnq)
= 2d(Qa Qn) + d(Qna 'W]n)'

Also existiert ein ng € N, so daBl d(q,v,(q)) <1+ 1 fiir alle n > ny.
Nach nochmaligem Ubergang zu einer Teilfolge konnen wir die Konvergenz v,q — ¢1 an-
nehmen. Folglich existiert ein m € N mit d(v,q, vmq) < %inj(M ) mit n > m. Aus obigen
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Argumenten folgt fiir n > m : 7, = 7, und daher d(q,vmq) = li_}rn d(q,vnq) = 1. Also
n (e e]
erhalten wir aus der Definition von ~,,:

= d(q,Tmy70'a) = d(73, 4,77, 4)
und das Lemma folgt mit ¢q = 7,,'q. O

Lemma 9.2.4. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — M eine Isometrie
mit

d(qo, f(q0)) = inf{d(q, f(q)) | ¢ € M} =1>0.
Sei c: R — M eine minimale Geodditische mit ¢(0) = qo und c(l) = f(qo). Dann gilt:
fle(t)) =c(t+1) fir alle t € R.

Beweis. Betrachte die Geodétische ¢ = f o c. Es gilt:

&(0) = f(qo) und &(1) = f*(qo)

qo0 = ¢(0)

Ist ¢(0) # ¢(1), so folgt fiir ¢t € (0,1y)

d(c(t), f(c(t)) < d(c(t), f(g0)) + d(f(qo), f(c(t)))
—l—t4+t=1
Dies steht aber im Widerspruch zur Definition von gq. O

Satz 9.2.5. (Preissmann)
Sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit strikt negativer Krimmung. Dann

ist jede nichttriviale abelsche Untergruppe A C w1 (M) unendlich zyklisch, d.h. isomorph zu
Z.

Lemma 9.2.6. Sei H eine Hadamardmannigfaltigkeit und f : H — H eine Isometrie mit
einer Achse ¢, d.h. c ist eine Geoddtische mit f o c(t) = c(t + 1) fiir ein | > 0. Dann hat f
keine Fizpunkte und ist c¢1 eine weitere Geoddtische invariant unter f, d.h. ci(R) = fe1(R),
so beranden ¢ und ¢y einen flachen Streifen.
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Beweis. Ware p ein Fixpunkt von f, so wiirde folgen:
d(p, c(nl)) = d(f"(p), f"(c(0))) = d(p, c(0)).
Auf der anderen Seite folgt aus der Konvexitét von ¢ — d(p, c(t)):
d(p, (t)) = o0

falls ¢ — +oo und daher kann p kein Fixpunkt sein. Ist nun ¢; eine weitere Geodétische

invariant unter f und ist f o ¢1(0) = ¢1(1), so folgt, da f eine fixpunktfreie Isometrie ist:

foa(t)=cr(t+1)

fiir alle t € R.
Dann gilt [ =1 denn

d(e(nl), er(nl)) = d(¢(0), ¢1(0))

und
nl = d(c(0), c(nl)) < d(¢(0), ¢1(0)) +nl + d(c(nl), e1(nl))

Damit erhalten wir

und somit folgt fiir n — oo: | < I. Mit gleichen Argumenten folgt: [ < I. Betrachte nun
0 < s <1, so folgt
d(ci(s+nl),c(s+nl)) =d(ci(s),c(s)) <p

fiir eine Konstante p. Die Behauptung erhélt man aus dem flachen Streifensatz. O

Korollar 9.2.7. Sei H eine Hadamardmannigfaltigkeit mit K < 0 und f : H — H Isometrie.
Dann besitzt f hiochstens eine invariante Geoddtische ¢ mit f o c(t) = c(t +1) mit 1 > 0, d.h.
f besitzt hichstens eine Achse.

Korollar 9.2.8. Sei H Hadamardmannigfaltigkeit mit K <0 und f : H — H Isometrie mit
Achse c. Sei [ eine fizpunkifreie Isometrie, die mit f kommutiert. Dann ist ¢ auch Achse von
f, denn f operiert als Isometrie fizpunktfrei.

Beweis. Es gilt: 3 B B
f(fe(R)) = f(fe(R)) = f(c(R))

und somit ist fc eine Achse von f. Da aber f die Geodétische ¢ schon als Achse besitzt, folgt
wegen der Eindeutigkeit:

und damit ist ¢ auch Achse von f .
O

Lemma 9.2.9. Sei M = M/F eine Riemannsche Mannigfaltigkeit nicht positiver Kriimmung
(nicht notwendigerweise Kompakt), wobei M die universelle Uberlagerung darstellt. Sei c
R — M eine Geoditische und A eine Untergruppe von T' mit v(c(R)) = ¢(R) fiir alle v € A
. Dann ist A isomorph zu Z.
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Beweis. Da T fixpunktfrei operiert, folgt aus der Definition von A, dass fiir jedes v € A ein
0(v) € R existiert mit ye(t) = ¢(t + 6(~y)). Dann ist

0:A— (R,+)
ein Gruppenhomorphismus, denn

c(0(71 072)) = 71 072¢(0) = 11¢(0(72)) = e(0(11) + 0(72))-

Da M eine Hadamardmannigfaltigkeit ist, ist ¢ : R — M injektiv und es folgt:

0(v1072) = 0(m1) + 0(y2).

AuBerdem ist ker § = id, denn aus 6(y) = 0 folgt (c(0)) = ¢(0) und somit v = id. Also ist 6
injektiv. Da die Gruppe I' diskret operiert, existiert eine Konstante b > 0 mit

0()] = b

fiir alle v € A mit v # id. Damit erhalten wir aber G := 0(A) = Z, denn G ist eine
Untergruppe von R mit
a = inf{lg| |[g € G\ {0}} >0

Dabher ist G diskret in R und somit ist a € G sowie G D {naln € Z}.
Ist nun b € G beliebig, so existiert ein n € Z mit |b — na| < a und da b — na € G, folgt aus
der Definition von a: b —na = 0. O

Beweis des Satzes von Preissmann

Wegen der Kompaktheit von M, besitzt wegen des Satzes 9.2.1 jedes Element in
I' eine Achse. Sei A <C I eine abelsche Untergruppe so besitzt A wegen Ko-
rollar 9.2.8 eine gemeinsame Achse. Wegen Lemma 9.2.9 ist A wunendlich zyklisch.
O

Satz 9.2.10. Sei M kompakte Mannigfaltigkeit mit K < 0. Dann ist w1 (M) ist nicht abelsch.

Bemerkung. Da m (M) wegen des Theorem’s von Preissmann unendlich zyklisch sein mufl,
folgt der Satz aus folgendem Lemma.

Lemma 9.2.11. Sei M eine Mannigfaltigkeit mit K < 0 und m (M) unendlich zyklisch.
Dann ist M nicht kompakt.

Beweis. Nehmen wir an M wiire kompakt und sei M = M/T, mit I' = {y" | n € Z}. Sei
¢:R — M eine Achse von v und §: R — M eine Geoditische mit 5(0) = ¢(0), 5(0) L &(0).
Sei hy : [0,7] — M minimale Geodéatische mit h:(0) = 7wc(0), he(r) = wB(1).

Wir zeigen: L(hy) > t:

Sei h; der eindeutig bestimmte Lift von h; mit k() = 8(t) Dann folgt:

h(0) € 71 (c(0))

und somit existiert ein n € Z mit

Dann erhalten wir:
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L(hy) = L(he) = d(B(t),7"¢(0)) = /12 + d(c(0),7"¢(0)) = t

Die letzte Abschétzung ist dabei eine Konsequenz aus dem Kosinussatz. Da t beliebig, ist
diam M = oo im Widerspruch zur Kompaktheit von M.
O

Das Theorem von Preissmann 1é3t sich auflésbare Gruppen erweitern:

Definition 9.2.12. Sei G eine Gruppe, so betrachte die Folge von Normalteilern
Gr> Gl = [G, G] > G2 = [Gl, Gl] >...D Gi = [Gi—la Gi—l]

Dann heifit G auflosbar, falls ein m > 0 existiert mit G,,, =0 .

Bemerkung. Ist G eine Gruppe so ist die Kommutatorgruppe [G, G] die kleinste Untergrup-
pe von G die von der Menge

-1, —1
{ym™ " | vune G}
der Kommutatoren in G erzeugt wird. Diese Gruppe ist invariant unter den inneren Auto-

morphismen (sogar unter allen Automorphismen von G) und somit ist [G, G] ein Normalteiler
in G. Die Kommutatorgruppe ist genau dann trivial, falls G abelsch ist. Die Faktorgruppe

G/[G, G|

ist immer abelsch, denn aus
v =my(y'n " )
folgt
Ml = byl =[] = [l

Ist G = w1 (M) die Fundamentalgruppe einer Mannigfaltigkeit M, so ist G/[G, G] isomorph
zur ersten Homologiegruppe Hi (M) von M.

Satz 9.2.13. (Byers)
Sei M kompakt, K < 0, A eine aufiosbare Untergruppe von mi(M). Dann ist A = Z. Insbe-
sondere ist w (M) nicht auflosbar.
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Beweis. Sei
A=Agp Aj> Ay ... .> Ay > Ay = {id}

mit A; = [A;_1, A;—1], so ist, wie oben bemerkt, A;_1/A; abelsch. Insbesondere ist A,,_1
abelsch.

Wegen des Satzes von Preissmann existiert ein v € I' € (M) mit {y"}nez = Am—1

Sei ¢ : R — M Achse von 7.

Sei B € Ay_a, so folgt 713 = ~+* fiir ein k € Z, denn A,,_; ist Normalteiler in A,,_s.

Da ¢ auch invariant unter +* ist, ist Sc auch Achse von v und wegen der Eindeutigkeit folgt:
c(R) = Bc(R). Somit ist nach Lemma 9.2.9 8 = 4! fiir ein [ € Z. Also ist A,,_» unendlich
zyklisch und A,,,—1 = {id}. Der Beweis, das A = Ay unendlich zyklisch ist, folgt damit durch
Induktion. O
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Kapitel 10

Der Sphéirensatz

10.1 Der Injektivitiatsradius

Definition 10.1.1. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M.
Sei C'(p) der Schnittort von p. Dann heifit

inj,(M) = d(p, C(p)) = inf{d(p, q) | ¢ € C(p)}
der Injektivitétsradius von M in p. Falls C(p) = 0, so setze inj,(M) := oo. Wir nennen
inj(M) := inf{inj,(M) | p€ M}

den Injektivitatsradius von M.

Bemerkung. Ist p : S,M — [0, 00] die Schnittortfunktion, so ist
C(p) = exp,{p(v) -v | ve SM,p(v) < oo}
und es folgt (Ubung)
inj, (M) = inf{p(v) | ve S,M}.

Ist C(p) # 0, so existiert wegen der Stetigkeit von p ein S, M mit p(v) = inj,(M). AuBerdem
realisiert die Geodétische ¢, : [0, p(v)] — M den Abstand zwischen p und C(p), d.h. L(¢,) =

p(v) = d(p,C(p)).
Definition 10.1.2. Definiere fiir v € S, M

T(v) =sup{t > 0| ¢, : [0,t] = M hat keine konjugierten Punkte}
Dann heifit
conj, (M) := inf{7(v) | veE SM}

der Konjugationsradius von M in p. Ist v € S, M, so heifit ¢, : [0,]] — M geodétische Schleife
durch p, falls der Endpunkt von ¢, mit dem Anfangspunkt p iibereinstimmt, d.h. ¢,(l) = p.
Die Geodaétische ¢, : [0,1] — M heifit geschlossen, falls ¢é,(1) = ¢,(0).
Mit

l(p) =inf{l| ve S,M,c,:[0,l] - M geodétische Schleife}

bezeichne die Lange der kiirzesten geoditischen Schleife.

201
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Bemerkung. Wegen des Jacobi-Kriteriums Satz 7.3.2 ist p(v) < 7(v) und daher ist
inj, (M) < conj,(M). AuBerdem ist inj,(M) < I(p)/2. Denn ist I(p) < oo, so existiert ein
v € S, M und eine Geodétische Schleife ¢, : [0,1(p)] — M. Daher ist inj, (M) < p(v) < I(p)/2.
Also gilt: inj,(M) < min{conj,(M),l(p)/2}. Wir zeigen nun, dafl Gleichheit gilt. Dazu bewei-
sen wir zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 10.1.3. Seiinj,(M) < oo und inj,(M) < conj,(M). Istv € S, M mit p(v) = inj, (M)
so existiert genau ein w € SpM,v # w mit

¢y (Inj, (M) = ¢ (inj, (M)).

Auflerdem gilt:
cy(t +1inj,(M)) = cy(—t + inj,(M)).

Insbesondere ist ¢, : [0,2inj,(M)] — M eine geoddtische Schleife.

Beweis. Sei v € S, M mit a = p(v) = inj,(M). Insbesondere hat die Geodétische ¢, : [0,a] —
M keine konjugierten Punkte. Daher existiert wegen Lemma 7.3.1 ein w € S, M, w # v, mit
cw(a) = ¢y(a) = q. Wir zeigen nun: Ist w € S,M,w # v ein beliebiger Vektor mit dieser
Eigenschaft so gilt

cv(a+1t)=cyla—t)

fiir alle ¢ € R. Insbesondere ist dann ¢, : [0,2a] — M eine Geodétische Schleife der Lénge
| = 2a = 2inj,(M) sowie ¢,(2a) = —w und somit ist w eindeutig durch v bestimmt.

Es geniigt zu zeigen: Ist X € T,M mit X L ¢,(a), so ist é,(a) L X. Denn dann ist
éy(a) = —¢éy(a), denn éy(a) = ¢y (a) wiirde v = w implizieren.

Den Beweis der Behauptung erhélt man wie folgt: Da ¢, : [0,a] — M keine konjugierten
Punkte besitzt, existiert ein { € T,M mit Dexp,(av)§ = X. Wegen des Gausslemmas ist
¢ L av. Sei a: (—¢,+e) — S,M eine Kurve mit a(0) = v,&(0) = 1¢. Betrachte

p(s) = expy aa(s) = ca(s)(a)

d
T ¢(s) = Dexp,(av)§ = X
S 1s=0
Da p(a(s)) > inj,(M) = a ist cas) : [0,a] = M minimal. Da ¢, : [0,a] — M ebenfalls keine
konjugierten Punkte besitzt, existiert eine Kurve § : (—¢, +€) — S, M mit 5(0) = w und eine
Funktion h : (—¢,+€) — R mit h(0) = a und ¢(s) = exp, h(s)B(s) = cg(s)(h(s)). AuBerdem
gilt
h(s) = d(p,(s)) = a

und daher ist /’(0) = 0. Folglich erhalten wir dann aus dem Gausslemma:

d .
X = ols)=Dexpy(aw)(af'(0)) L éwla)
5=0
denn /'(0) ist senkrecht zu w. O

Korollar 10.1.4. Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gilt fiir alle p € M:

inj, (M) = min{conj,(M),(p)/2}.
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Beweis. Es bleibt zu zeigen: inj, (M) > min{conj,(M),l(p)/2}.

Wir kénnen inj, (M) < oo sowie conj,(M) > inj,(M) annehmen. Ist einer dieser beiden Fille
nicht erfiillt, so gilt die Ungleichung trivialerweise. Dann existiert wegen Lemma 10.1.3 ein
v € S,M, so dass ¢, : [0,2inj,(M)] — M eine geoditische Schleife ist. Aus der Definition von
I(p) folgt 2inj,(M) > I(p) und somit ist die obige Ungleichung bewiesen. O

Korollar 10.1.5. Sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gilt min-
destens eine der beiden Aussagen:

(a) inj(M) = conj(M)
(b) Es existiert eine nach der Bogenlinge parametrisierte geschlossene Geoddtische
c:[0,2a] - M mita = inj(M).
Auflerdem existiert keine geschlossene Geoddtische mit kleinerer Ldnge.

Bemerkung. Der Fall (b) tritt also immer fiir kompakte Mannigfaltigkeiten ohne konjugierte
Punkte, wie z.B. Mannigfaltigkeiten nicht positiver Kriimmung ein.

Beweis. Ist inj(M) # conj(M) so folgt inj(M) < conj(M), denn inj(M) < conj(M). Da M
kompakt ist, ist die Schnittortfunktion p : SM — [0, co] beschrénkt. Da inj(M) = inf{p(w) |
w € SM}, existiert wegen der Stetigkeit von p ein v € S, M mit a = p(v) = inj(M) = inj,(M).
Nach Voraussetzung ist inj,(M) < conj,(M) und wegen Lemma 10.1.3 ist ¢, : [0,2a] — M
somit eine geodétische Schleife. Betrachte v; = ¢é,(a). Dann ist p(v;) = inj(M) und wegen
Lemma 10.1.3 gilt ¢, (a) = ¢_4,(a). Somit ist ¢,(2a) = v und daher ist ¢, eine geschlossene
Geodéitische. Auflerdem kann es keine geschlossene Geodétische mit Léinge Iy < 2a geben,
denn sonst wére a > ly/2 > inj(M). O

Korollar 10.1.6. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und Kuyax die maximale Schnitt-
krimmung von M. Ist Kuna.x < 0, so existiert eine geschlossene Geodditische ¢ minimaler
Ldnge, so dajs

inj(M) = 11(c)

Ist Kmax > 0, so ist

inj(M) >
lnj( ) TV EKmax

oder es existiert eine geschlossene Geoddtische ¢ minimaler Linge mit

inj(a1) = 19

Beweis. Ist Kiyax < 0, so ist conj(M) = oo und die Aussage folgt unmittelbar aus Korollar

10.1.5. Ist Kyax > 0, so folgt conj(M) > \/ﬁ aus dem Vergleichssatz 8.1.2 von Rauch.

Wieder folgt die Aussage aus Korollar 10.1.5. O
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10.2 Der Injektivitidtsradius von Mannigfaltigkeiten positiver
Kriimmung

Satz 10.2.1. Sei M einfach zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit strikt posi-
tiver Krimmung, d.h. es existiert ein 6 > 0 mit 0 < K < Kuax. Ist die Dimension von M

gerade, so gilt:
T

V Kmax

Beweis. Zu zeigen bleibt: inj(M) = conj(M). Aus K > § > 0 folgt aus dem Satz von Bonnet-
Myers die Kompaktheit von M?". Wire inj(M) < conj(M), so wiirde wegen Korollar eine
geschlossene Geoditische ¢ : [0,1] — M existieren mit | = L(c) = 2inj(M).

Wir wollen dies zum Widerspruch fithren. Der erste Teil der Argumentation lauft wie im Be-
weis des Satzes von Synge. Sei Py : Te)M — T,)M die Parallelverschiebung lings ¢ und
E = ¢(0)* der Orthogonalraum zu ¢(0) in 7, c(0)yM. Dann ist Py, : E — E eine beziiglich des
Skalarproduktes auf E orthogonale Abbildung. Da M als einfachzusammenhingende Man-
nigfaltigkeit orientierbar ist, ist Fy; orientierungserhaltend und det Fy; = 1. Da E ungerade
Dimension besitzt, existiert ein Eigenvektor und somit ein periodisches paralleles Vektorfeld
X, mit [|X(¢)|| =1 lings c. Ist as(t) = exp,) sX () die zu X gehorige Variation, so gilt fiir
L(s) = L(as):

inj(M) = conj(M) >

l
L(0) = —/K[c‘(t),X]dt <0
0

und somit existiert ein € > 0 mit
L(as) < L(c) = 2inj(M)

fiir alle s # 0 mit |s| <.
q=c(l/2)

c(0)

Sei ¢4 ein Punkt auf g mit maximalem Abstand von a4(0). Da ¢(I/2) der eindeutig bestimmte
Punkt auf ¢ mit grofitem Abstand zu ¢(0) ist, folgt lir% qs = c(1/2) = q.
S—r
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Betrachte nun ein festes s # 0 mit |s| < € und ¢s = a,(tg). Natiirlich hingt to = to(s) von s
ab. Da L(as) < 2inj(M) ist d(as(0), as(t)) < inj(M) fiir alle ¢ € [0,1].

Daher existiert genau eine Kurve s : [0,1] — T, 0)M mit exp, (o) Bs(t) = as(t). Betrachte
nun den Vektor ws; = (5(tp) und die Geodéitische ¢y, (u) = exp,, (o) (uws). Wir zeigen nun,
dass ¢y, (u) die Kurve a; in g5 = ¢y, (1) = as(tg) senkrecht schneidet. Nach Definition von
qs = Oés(to) folgt:

d*(expy, (0) Bs(t), as(0)) = [|Bs (1)[1* < [1Bs (to)II*.

Somit hat ||3s(t)|| ein Maximun an der Stelle ¢t = to und es gilt: (B%(to), ws) = 0.
Dann erhalten wir aus dem Gausslemma:

d
0 = (D expq, (0)(Bs(t0))Bs(to), D expq, 0y (Bs(to) ) ws) = (% . CXPas(0) Bs(t), Cw, (1))

= <ds(t0)7 éws(1)>

Betrachte nun eine Folge s; — 0, so dass die Folge ws; gegen einen Vektor w konvergiert (dies
ist wegen der Kompaktheit von SM méglich). Dann ist w € T,)M und [[w|| = d(c(0),q) =
inj(M) sowie

(1/2), éw(1)) = 0

und somit ¢, : [0,1] — M eine dritte Geodétische, der Lange inj,, die ¢(0) mit c(l/2)
verbindet. Dies steht aber im Widerspruch zu Lemma 10.1.3. ]

Bemerkung. In dieser Allgemeinheit ist Satz 10.2.1 falsch fiir ungeradedimensionale Man-
nigfaltigkeit strikt positiver Kriimmung und ungerader Dimension. Es gibt Metriken auf
S2E+1 k> 1, mit positiver Kriitmmung und inj(M) < conj(M). Diese Beispiele wurden zuerst
von Berger angegeben (Berger-Sphiiren)

Jedoch gilt der folgende Satz:
Satz 10.2.2. (Klingenberg 1961)

Sei M eine einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit positiver Krimmung mit minimaler
Schnittkrimmung Ky und mazimaler Schnittkrimmung Kyax. Ist die Pinchingkonstante

5= Kmin > 1’
Knax 4
so gilt:
inj(M) = conj(M) > LI
Kmax

Bemerkung. Man zeigt, dal unter dieser Voraussetzung keine geschlossene Geodétische der
Lénge kleiner als 2conj(M) existiert. Der Beweis benutzt die Morsetheorie (siehe z.B. das
Buch von do Carmo). Abresch und Meyer haben diesen Satz sogar fiir § > % — € bewiesen.
Dabei ist € von der Grossenordnung 1076, Das Optimale € ist unbekannt.
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10.3 Der Beweis des Sphirensatzes

Satz 10.3.1. (Berger, Klingenberg)
Sei M™ eine n-dimensionale einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit positiver
Kriimmung mit Pinchingkonstante

Dann ist M homdéomorph zur Sphdire S™.

Bemerkungen. (a) Ist dim M = 2, so ist jede einfach zusammenhéngende Mannigfaltig-
keit strikt positiver Kriimmung homéomorph (sogar diffeomorph) zu S2. Denn jede
kompakte einfach zusammenhingende Mannigfaltigkeit ist diffeomorph zu S2.

(b) Ist dim M gerade, so sind die Eigenschaften einfach zusammenhéngend und orientierbar
dquivalent. Dies ist eine Konsequenz des Satzes von Synge.

¢) Fiir 6 = 1 ist der Satz falsch. Ein Gegenbeispiel liefert der CP", der die Pinchingkon-
1
stante % besitzt, einfach zusammenhingend ist, jedoch nicht homéomorph zu S ist
(gewisse Homologiegruppen sind verschieden). Insofern ist der Sphérensatz optimal.

(d) Es ist ein offenes Problem, ob M unter den angegebenen Voraussetzungen diffeomorph
zu Sphére S™ ist. Es gibt z.B. 7-dimensionale Mannigfaltigkeiten, die homéomorph aber
nicht diffeomorph zu S? sind (exotische Sphiiren). Auf diesen Mannigfaltigkeiten ist
aber bisher nicht einmal eine Metrik mit strikt positiver Kriimmung gefunden worden.
Es gilt aber: ist § > 0,68, so ist M diffeomorph zu S™. Jedoch ist § mit ziemlicher
Sicherheit nicht optimal.

Lemma 10.3.2. (Berger) Sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und seien
p,q € M mit
d(p,q) = diam M.

Dann ezistiert zu jedem w € T,M eine minimale Geoddtische ¢ : [0,1] — M mit
c(0) = q,c(1) = p und (—¢é(1),w) >0, d.h. <p(—¢(1),w) < m/2.

Beweis. Betrachte die Geodétische ¢, (t) = exp,tw und es sei ¢; : [0,1] — M eine minimale
Geodaétische mit ¢(0) = ¢ und (1) = ¢, (t). Es geniigt zu zeigen: fiir jedes n € N existiert
ein 0 < t, < 1/n mit (—¢é, (1), ¢éw(ty,)) > 0. Dann koénnen wir eine Teilfolge von ¢, wihlen
mit —¢;, (1) — v und die Geodétischen ¢, [0,1] — M konvergieren gegen eine minimale
Geoditische ¢ : [0,1] — M mit ¢(0) = ¢,¢(1) = p und —¢(1) = v. Insbesondere ist
(—¢(1),w)y > 0.

Wir behaupten nun, dafl eine solche Folge t,, existieren muf. Denn wiirde sie nicht existieren,
so gébe es ein n € N mit (¢(1), ¢, (¢)) > 0 fiir alle 0 < ¢t < %

Wir zeigen, daf daraus folgt: Die Funktion ¢t — d(q, cy(t)) ist auf [0,1/n] streng monoton
steigend. Dies steht aber im Widerspruch zur Definition von p = ¢,,(0) als Punkt maximalen
Abstandes von ¢. Der Beweis wird dadurch etwas technischer, weil wir nicht wissen, daf
t — d(q, cy(t)) differenzierbar ist.
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Wihle ein t € [0,1]. Wir zeigen: Es existiert ein e > 0 mit d(q,cu(s)) < d(g,cy(t)) fiir
s € (t—et).

Wihle go auf ¢, so dal d(qo, cw(t)) < inj(M). Fiir |s — t| geniigend klein ist dann die Kurve
v(s) € TyyM durch ¢y, (s) = exp,, v(s) eindeutig definiert und differenzierbar. Dann gilt:

f(s) = (a0, cu(s)) = |lv(s)II”

und
1

3/1(t) = (W'(), 0(t)) = (D expg, (0())(v'(2)), D expy, (v (1)) (v (1))

= (dis expg, V(8), Cur) (1)) = (Cw(t), Cury (1)) = %@w(t)vét(l» >0

s=t
wobei A > 0 so gewihlt ist, daBl A¢, ) (1) = ¢ (1).
Dann existiert ein € > 0 mit d(qo, ¢y (s)) < d(qo, cw(t)) fiir alle s € [t — €,t). Damit folgt:

d(g; cw(s)) < d(q;90) + d(qo, cuw(s)) < d(g; q0) + d(q0, cw(t)) = d(g; cuw (1))

Der Sphérensatz wird im wesentlichen eine Konsequenz des folgenden Lemmas sein.

Lemma 10.3.3. Sei (M, g) eine einfach zusammenhingende n-dimensionale Mannigfaltigkeit
deren Schnittkrimmung K der Ungleichung

1

- <i<K<1

4
fiir eine Konstante § geniigt. Dann ist fiir jedes 0 <r <7 und x € M der offene geoditische
Ball B(x,r) von Radius r um x homdomorph zum offenen Ball von Radius r im R™. Ist

™

dariberhinaus r € (2\—f,7'(') und p,q € M so gewdihlt, dass d(p,q) = diam(M), so folgt:

M = B(p,r) U B(q,r)
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Beweis. Der erste Teil des Lemmas folgt da inj(M) > . Ist die Dimension von M gerade,
so erhalten wir dies aus Satz 10.2.1 auch schon unter der Voraussetzung 0 < § < K < 1. Im
allgemeinen Fall folgt dies aus Satz 10.2.2, falls 1/4 < § < K < 1.

Um den zweiten Teil zu beweisen, nehmen wir an es gibe ein x € M mit r < d(q, z) < d(p, x).
Wir wollen dies zum Widerspruch fiihren.
Zunichst zeigen wir, dass aus dieser Annahme die Existenz eines pg folgt, mit

Po € S(q,?") N S(pv’r)

Betrachte eine minimale Geoditische die ¢ mit x verbindet. Sei ¢’ der Schnittpunkt dieser
Geodiitischen mit S(q,r). Dann ist ¢’ ¢ B(p,r), denn

d(¢',p) =2 d(p,z) — d(w,q') = d(q,z) — d(z,q) = 1.

Wegen des Satzes von Bonnet-Myers folgt aus der Definition von 7:

Betrachte nun eine minimale Geoditische die ¢ mit p verbindet und einen Schnittpunkt ¢”
dieser Geodétischen mit S(q,r) (beachte, dass diam(M) > inj(M) > 7 > r. Dann ist ¢” €
B(p,r), denn

d(p7 q//) = d(p7 q) - d(q7q//) <2r—r=r

Da S(q,r) zusammenhéngend ist, existiert der gesuchte Punkt py € S(q,r) mit d(po,p) = r.
Somit ist

Po € S(q,r)ﬂS(p,r)

Den gewiinschten Widerspruch werden wir nun aus der Existenz von pg herleiten.
Betrachte zunichst die minimale Geodétische v die p mit py verbindet. Wegen des Lemmas
10.3.2 von Berger existiert eine minimale Geodétische ¢ die p mit g verbindet, so dass

(¢(0),7(0)) = 0.
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Sei p; ein Schnittpunkt von S(p,r) mit c. Vergleiche nun M mit der Sphére S™ ¢ R**! von
Radius 1/V/6. Diese Sphire hat dann konstante Kriimmung 6. Da K > § und da 7 < 7/v/d =
inj(S™) sowie m < inj(M), ist wegen Korollar 8.2.2 fiir alle x € M, & € S™ und jede lineare
Isometrie I : T35™ — T, M die Abbildung

¢ : B(Z,7) = B(z,n)

mit ¢ = exp, ol o expglein distanzverkiirzender Diffeomorphismus. Ist z = p so ist pg,p1 €
B(p,m), denn r < w. Da <t(¢(0),5(0)) < 7/2 erhalten wir:

d(po,p1) < d(e™ " (po), ™" (p1)) < % <r

Wegen d(po,p) = d(po,q) = r existiert ein weiterer Punkt py im inneren des geoditischen
Segment ¢ mit

d(po,p2) = min[d(po,c(t)) | t € I] < S

2V

Insbesondere schneidet die minimierende Geodétische die pg mit po verbindet die Geodétische
™ ™

¢ senkrecht. Da d(p,q) < NG ist entweder d(p,p2) < NG oder d(q,p2) < 2L\/g st d(p,p2) <

s

NG sind fiir py = x die Punkte o~ (po), ¢~ (p) in der oberen Hemisphiire B(Z,7/2v/§) von

5™ Da <z(¢ (po), ¢~ (p)) = 7/2 folgt

Im anderen Fall erhalten wir mit dem gleichen Argument:

m
d(qapo) S —= < T7

2V

im Widerspruch zu py € S(q, ).
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Beweis des Sphdrensatzes

Ist g eine Metrik auf M mit

0= Homin > 1.

Kmax 4

kann man zum einen durch Reskalieren der Metrik (d.h. durch Multiplikation von g mit
einer positiven Konstanten) erreichen, dass Kyax = 1 ist und somit K, > 1/4 ist (durch
Reskalieren dndert sich § nicht). Der Sphérensatz folgt dann aus der Tatsache, dass eine
einfach zusammenhéngende Mannigfaltigkeit, die sich als Vereinigung zweier Bille schreiben
ldsst, homGomorph zu einer Sphére ist. Alternativ kann der Homdomorphismus auch explizit
konstruiert werden (siehe z.B. das Buch von Do Carmo) - Ubung.
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