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1 Einleitung

Wir betrachten Schrédinger—Operatoren auf Graphen. Ein Graph
(V, E) besteht hier aus einer abzihlbar unendlichen Menge V', die
Vertexmenge heifit. E C V x V heifit Kantenmenge (edges) und soll

(i) mit (v,w) € E ist auch (w,v) € E,

(ii) Koordinatenzahl Cy, :=|{w € V : (v,w) € E}| < C < 0

uniform inv € V

erfiillen. Man nennt v, w € V' ndchste Nachbarn, falls (v,w) € E.
Beispiele:

(i) Regulirer d—dimensionaler Graph Z¢ (bzw. Ng), d € N:
Vertexmenge V = Z¢ = {z = (z1,...,2q4) 2, €Z,i=1,...,d}
(bzw. V = N¢) mit Kantenmenge

E={(wy) €V xV:llo—yly=EL o —uil =1}

(ii) Regulirer Bawm Ty mit Koordinatenzahl k + 1,k € N. T}, hat k
Vorwiértsnachbarn und 1 Riickwértsnachbar.
Der Graph (V, E) induziert eine Adjazenzmatriz A : £2(V) — £2(V)
mit Matrixelementen A(v,w) gegeben durch

1 falls (v,w) € E

A(v,w) ==
0 sonst

D.h., fiir ¢ € 2(V),v €V,

(AP)(v) ==Y Awwp(w)= > dw). (1)

weV weV:(v,w)EE

Aufgrund der obigen Forderungen (i) und (ii) an den Graphen ist
A ein beschrinkter, selbstadjungierter Operator bzgl. des iiblichen

Skalarproduktes (¢, ) := Y, oy, ¢(v)1(v) fiir ¢,¢ € £2(V).




In Beispiel (i) und d =1 ist

Die kinetische Energie eines quantenmechanischen Teilchens auf
dem Graphen (V| E) wird hier durch den Laplace—Operator —A
beschrieben (eigentlich —A + diag(C,) > 0).

Die potentielle Energie wird beschrieben durch eine Funktion
q:V — R. g wird identifiziert mit dem Multiplikations—Operator
M, : 2(V) — 2(V),

(Mg)(v) = q(v)(v), de€B(V),veV. (2)

g soll hier immer beschrinkt sein. Also ist M, ein beschrankter,
selbstadjungierter Operator auf ¢?(V).

Die Gesamtenergie eines quantenmechanischen Teilchens auf dem
Graphen (V, E) wird beschrieben durch den Schrddinger—Operator

H:=-A+a-q. (3)
a € R ist dabei eine sogenannte Kopplungskonstante. H ist also ein
beschriinkter, selbstadjungierter Operator auf ¢2(V).

A € C ist in der Resolventenmenge von H, falls die sogennante
Resolvente G := (H — \)~! ein beschriinkter Operator auf ¢2(V')
ist. Das Komplement, o(H), der Resolventenmenge (in C) heifit das
Spektrum von H. Da H selbstadjungiert ist, ist o(H) eine
(abgeschlossene) beschrinkte Teilmenge von R.

Es gibt eine Familie orthogonaler Projektoren {Pg, B € B(R)} auf

(2(V) sodaB
1= [ tap,
R

mit P := P_oo 4] = 1(—0oy)(H); 1p ist Indikatorfunktion von B.

Dies ist im Sinne des Lebesgue—Stieltjes—Integrals

(6, H) = /R tdlg, P)

fiir ¢, € £2(V') zu verstehen. Mittels gy (B) := (¢, Ppt)) ist
hiermit ein (komplexes) Borel-Mafl auf R definiert.

Sei A in der oberen Halbebene H := {x + iy : x,y € R,y > 0}
(allgemein, A in der Resolventenmenge). Dann heifit der Kern der
Resolvente von H (v,w € V, 1, := 14}, pow 2= H1,,1,,)

Ga(vv0) = (H-N) " (0vw) = (1, (-3 ) = [ B2 o)

die Green—Funktion. Gx(-,w) ist die eindeutige Funktion ¢ € ¢£2(V)
mit

(H=N¢=1y. ()

Wir Lebesgue—zerlegen das W-Ma8 p, := ft,,, und schreiben

My = Has,w D Us,v - (6)

X € o(H) ist im absolut stetigen (bzw. singuliren) Spektrum von
H, falls fiir ein v € V, pgs.o # 0 (bzw. ps ., # 0). Wir interessieren
uns hier nur fiir das absolut stetige Spektrum, oqs(H).

Stonesche Formel: fir a,b € R,a < b gilt

b
meii/UH—A—kYK%H—A+EYﬂM

10 27i

b
= s—lim% Im Gy 4ic dA

€10
= 3(Pap+ Pap) - (7)
Falls nun fir v e V
limsup sup }G,\+i€(1),v)| <, (8)
el0 Ae(a,b)




dann ist (a,b) C 04s(H). Denn, sei f € LP([a,b]) fiir p > 1, so gilt
(1/p+1/g=1)

A

b b 1/p
[ ian| < sl [ Eim@eon?)”
Cllfllq
Dabher ist du, (A) = g(A)dA fiir ein g € LP([a, b]).

Die Hauptmotivation ist die sogenannte Extended States

IN

Conjecture auf dem d-dimensionalen regulidren Graphen Z? von
oben. Es gilt zunéchst o(—A) = 045(—A) = [-2d, 2d]. Fiir d > 3
und fiir Kopplung a # 0 soll fiir ,,fast alle* Potentiale g,

Uas(_A +a- q) = [_Qda 2d]
gelten.

In d =1 gilt vollstindige Anderson—Lokalisierung im Sinne von
Oas(—A 4+ a-q) =0 fiir a # 0 und ,fast alle “ q.

2 Eindimensionaler regulirer Graph, N

Das Ziel ist nun, die Green—Funktion G(0,0) zu beschrinken. Sei
allgemein ¢ = (g, ¢1, .. .) mit ¢, := G (0,n). Dann erfiillt ¢ (siehe
(5))

(—A+g—Ng=1o.

Das ist dquivalent zum Gleichungssystem

—¢1+ (@ —Ngo—1 = 0, (9)
_¢n+1 + (Qn - /\)¢n - ¢n—1 = 07 n Z 1.
Sei
R
A= |1 , neNy. (10)
1 0
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Dann ist 4,, € SL(2,C), d.h., det(A,,) = 1. ¢ erfiillt (5) bzw. (9)
genau dann wenn

Ort1 CAAL LA ®o ' (11)

®n 1
A, heiBt Transfermatriz. Es gibt nun genau eine Wahl von ¢ € C,
némlich G (0,0), sodaBl ¢, berechnet aus (11), einen Vektor
¢ € [%(Np) ergibt. Eine #quivalente Formulierung von (11) ist

bo

¢n+l

—1 4—1 —_
. =AytA AT b | (12)
Hier berechnet man ¢y aus den ebensowenig bekannten Vektor
Pt . Trotzdem besteht ein grofier Unterschied zwischen (11)
P

und (12), wenn man ¢g berechnen will.
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Als Beispiel betrachte das Potential ¢ =0 und A € C\ [-2,2].
L : .
Dann hat A; = einen Eigenwert pq mit |u1] < 1 und
1 0

einen Eigenwert po mit |u| > 1. Damit ¢ € £2 muf ¢y so gewiihlt

werden, dafl %o Eigenvektor zu pu, ist. Daher ist die linke Seite

¢n+1

von (11), némlich der Vektor , sehr empfindlich gegeniiber

n

der Wahl von
1

Im Gegensatz dazu ist fiir grofie n (abhéingig von Im(\) > 0) die
linke Seite in (12) wenig empfindlich gegeniiber der Wahl des

12




¢n+1

Eingabevektors . Hier wird das Geschehen vom grofien

n

Eigenwert po bestimmt und Prt1 darf nur nicht im Eigenraum

n

zu py liegen.

Es ist praktisch, das Gleichungssystem (12) umzuschreiben und fiir
eine Folge (¢n)nen, die Folge (a,)nen, mit

Pn
Qp =

B ¢n—1

zu definieren; ¢_; := 1. Sei ®,, : H — H die zur Transfermatrix A, !

(13)

assoziierte Mdobius—Transformation

1

(14)
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Dann ist (12) dquivalent zu

o =PgoPro---0Pp(any1) . (15)
Interpretation:
an = G (n,n) = (=AY + ¢ — X\ H(n,n), (16)

wobei AY) die Adjazenzmatrix fiir den bei n € Ny abgeschnittenen
Teilgraphen von Ny mit Vertexmenge {n,n + 1,...} ist; bedenke,
dafl g = GA(0,0) oder vergleiche mit der allgemeinen Formel (28).

Wir statten die obere Halbebene H mit der hyperbolischen (oder
Poincaré) Metrik d aus, d.h.,

— )2
d(z1,22) == cosh™" (1 +1 |21 — 2o]

— ), 29 € H.
2 Im(zl)lm(z'g)) 22
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Proposition 1. (i) Fiir Im(\) > 0 ist ®,, eine hyperbolische
Kontraktion auf (H,d), d.h., fir z1,z2 € H gilt

d(P,(21), Pr(22)) < d(z1,22) .

(i) FirIm(\) >0 ist @, (H) C {z € H: |z| < 1/Im(\)}. Weiters
ist ®,, eine strikte hyperbolische Kontraktion. D.h., fir
21,z € H mit max{|z1|, |22]} < C ezistiert eine Konstante
0 <1 (2B. 0 =C/(C+1Im(N))) abhingig von Im(X) und C s.d.

d(Pn(21), Pn(22)) < dd(21,22).

Schreibe ®,, = p o 7,, mit der Rotation p : z — —1/z (um Punkt i
um Winkel 7) und der Translation 7, : z — z + A — ¢,. p ist eine
hyperbolische Isometrie. Ist Im(\) > 0 so ist 7, eine strikte
hyperbolische Kontraktion, d.h., d(7,(z1), T (22)) < d(21, 22) wie
man leicht sieht. Ist Im(A) = 0, so ist auch 7, eine Isometrie. O

15

Fiir Im(A) > 0 verschiebt ®@,, die obere Halbebene nach oben.
Dariiber hinaus gilt (Potential ¢ ist beschrénkt)

Proposition 2. Fir Im(\) > 0 existiert eine hyperbolische
Kreisfliche B C H sodaf§ ®,,_1 o ®,,(H) C B.

Damit kommen wir zur eingangs gemachten Behauptung iiber die
Green—Funktion.

THEOREM 3. Sei Im(X) > 0 und (Y )nen eine beliebige Folge
in H. Dann gilt

lim CDOO¢1O"'O¢n(7n) = ¢o :G)\(0,0) (17)

n—oo
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Beweis: Sei w,, ;== ®go P 0---0®,(v,). Sei B eine Kreisfliche

wie in Proposition 2 und § := ®,,_1 o ®,,(,,). Dann ist § € B. Das
gleiche gilt fiir 5" := ®,,_1 0 ®,, 0 Dy 1 (Yn41). Alle weiteren Bilder
Dk (8) und Dy (F') bleiben in B und die Bedingungen aus
Proposition 1, Teil (ii) sind erfiillt. Damit folgt

d(wn-‘rlawn)
d(Pg o+ 0®y_a(),Po0 -0 Py_2(S))

< dd(@ro--0d, o(f), P10 0B, ()
SR ((CE)
co".
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(wn)nen ist somit eine Cauchy—Folge und konvergiert gegen ein
w € H. Sei nun (7/,)nen eine weitere Folge in H, so gilt analog
d((DO O---0 (I)nfl o q)n(’)’n)a (I)O O:--+0 (I)nfl o ‘I’n(’)’;))
S C(Sn_ld(q)nfl o (I)n('Yn)y (I)nfl o (I)n(’yiz))
< Co& .

Daher konvergiert auch ®go---o®,,_1 0 ®,(v),) gegen w fiir
n — 00. w = ¢g = Gx(0,0) wegen (15). O
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Proposition 4. Sei (z,)nen eine Folge in H, K C {Im()\) > 0}
kompakt, und Cy,Cs Konstanten sodafs

Z d(Prr1(2nt1),20) < C1 (18)

n>1
und

d(Zl, 1) S Cg (19)

fiir alle A € K. Dann existiert eine Konstante C3 sodaf fir alle
re K

Solche Potentiale ¢ liefern dann a.s. Spektrum fiir A € Re(K),
bzw. reines a.s. Spektrum fiir A € int(Re(K)), dem Inneren des
Realteils von K.

19

Beweis: Wegen Theorem 3 existiert n € N sodafl
d(GA(0,0), g0 0P, (2,)) < 1.

Damit folgt wegen der Dreiecksungleichung beziiglich der Metrik d
und der Kontraktionseigenschaft von &,

20




d(Gx(0,0),1)

< d(GA(0,0), P00 0D, (2,)) +d(Pgo---0P,(z,),1)
S d((I)Oo"'O(bn—l(q)n(zn));q)oo"'O(I)n—l(zn—l))
+ d(q)o o-.--0 @n_l(zn_l),i + 1

< d(Pn(zn),zn—1) +d(Pgo--- 0Py _1(2p-1),1) + 1
<
n—1
< Y d(@rpa(zren), 2) + d(®o(21), 1) + 1
k=1
< Cp 4+ d(Po(21),1) +1
< Cs.

21

Beispiele: (i) Potential ¢ = 0: ®,,(2) = ®(z) := —HLA. Sei z4 der
Fixpunkt von @, d.h.,

1
Z+ + )\ ’

2y = —

(21)

Wegen Theorem 3 mit 7, = z; ist dann ¢9 = G»(0,0) = 2. Es gilt

2y = —A/2+iy/1 - \2/4. (22)

zo = —=)\/2 — i\/m ist die zweite Losung der Fixpunkt
Gleichung (21), allerdings in der unteren Halbebene. zy sind auch
die Eigenwerte der Transfermatrix. z; und z_ sind der stabile
bzw. instabile Eigenwert dieser Matrix.

Fiir A € R ist z; € H genau dann wenn |A| < 2. Daher haben wir
o(=A) = 0.5(—A) =[-2,2].

[Etwas genauer, ersetze A durch A + ic und dann € | 0.]

22

(ii) Kurzreichweitiges Potential ¢ mit g, — 0 fiir n — oo. Wihle in
Proposition 4 die konstante Folge (z,,)nen mit 2, := z4. Dann gilt

d(®n(z4), 24)
1
= A=)
= d(z+ + A —qn, —%)

A(N/2+iy/1 = N2J4 — g, A2 +1y/1 = A2/4)
< Clgnl.

Ist nun >, [gs| < C4, also ein sogenanntes kurzreichweitiges
Potential, so folgt aus Proposition 4, daf§ dann

[=2,2] Coas(—A+4q).

23

(iii) Sei wieder ¢ mit ¢, — 0 fiir n — co. Wiihle nun z, fir n > k
gleich dem Fixpunkt der Abbildung ®,,. Dann ist

Zn=—A—qn)/2+iV1—(\—qn)?/4.
zn, € H falls |A] < 2 und k grof genug. Fiir 1 < n < k wihle
beliebige Punkte in H. Damit gilt
d(Pn+1(2n+1)s 20) = d(2nt1520) < Clgnt1 — gl

Ist nun zusétzlich }°, 5 [gn+1 — gnl| < 00, so gilt wieder nach
Proposition 4, dal [—2,2] C 0,5(—A + ¢). Das ist bekannt unter
der Mourre—Abschitzung.

e Grenzfall fiir Potentiale in (ii) ist ¢, = 1/n. Fiir stark
oszillierende Potentiale wie ¢, = (—1)"/n gilt dies auch in (iii).

e Ist g, monoton abfallend dann liefert die Mourre-Abschitzung
sogar reines a.s. Spektrum von H auf (—2,2).
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3 Zufilliges Potential

Der Wert des Potentials g, am Vertex v € V soll jetzt zuféllig sein.
Sei dazu v ein kompakt getragenes Wahrscheinlichkeitsmafl auf R
mit Mittelwert 0. Wir nehmen weiters an, dafl

(i) Plgw € B] =v(B), B € B(R) fiir alle w € V' (identisch verteilt)
(1) P[L1(gw, € Bo)] = 1Ly Plaw, € B fitr w; # wy, i # j und
B; € B(R) (unabhdingig verteilt).

Die Green—Funktion G (v, w) hiingt nun von der Realisierung des
Potentials ab. Das Gleiche gilt fiir (das Spektrum von) H = —A+
q; H heifit jetzt Anderson—Hamiltonian (Operator, Modell).

Unter gewissen (Ergodizitits-)Bedingungen an den Graphen (V, E)
— die fiir Z% und T}, erfiillt sind — ist jedoch O(as)(H) fast sicher
eine feste Menge (Kirsch—Martinelli).

THEOREM 5. Sei H = —A + ay, - g mit (an)nen, € £2(Nop).
Dann ist fast sicher (—2,2) Teil des a.s. Spektrums von H und ist
dort rein a.s.

Bemerkungen: (i) Deylon-Simon-Souillard haben dies u.a. in
1985 bewiesen. Kotani—Ushiroya publizierten 1988 Analoges auf R.

(ii) Grenzfall ist jetzt a, = 1/y/n.

(iii) In hoherer Dimension bleibt es fiir deterministische Potentiale
beim Abfall ¢, = 1/n um a.s. Spektrum zu garantieren. Fiir
zufillige Potentiale soll sich das aber dramatisch verbessern. Die
Extended States Conjecture besagt, daf§ fiir d > 3 gar kein Abfall
mehr noétig ist, siehe Bourgain fiir d = 2.

(iv) Erweiterung auf Streifen endlicher Breite mit V =
Ny x {1,..., L} wird demnéchst gepostet.

25 26
Beweis: Sei fiir A € (—2,2), 2y = —A/2 +1iy/1 — A\2/4 die (abge- Damit folgt
schnittene) Green—Funktion des (freien) Laplace-Operators —A.
M(pn) = | w(z)dpn(2)

Die Vorstellung ist, da8 fiir (kleine) zufillige Potentiale die
(zuféllige) Green—Funktion um zy konzentriert ist. Sei p ein
(geeignetes) Maf auf H. Dann definieren wir das Moment

M) = [ wo(z)dp(a), (23)

wobei
|z — 2|2

Im(z)
Sei nun p, das W-Maf} der abgeschnittenen Green—Funktion
Gf\t)(n, n) am Vertex n € Ny. p, ist das BildmaB§ (p,, 41 x v/) o ®;!
des Mafles p,+1 X v unter der Abbildung (X ist fix)

1
ZHAN—angn

W(/\)(Z) =1+ (24)

O, HxR—-H, (z2,q,)—

27

(@, 00)) AVl ().

5

Schreiben wir nun

w(Pn(z,qn))

w(z) = p(z, qn) w(2)

und definieren weiters die gemittelte Ausdehnungsrate
o)1= [ o) dvian)

so haben wir

M(pn) = /H i (2)W(2) dpnin (2)
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[y+e+|1+2:+A+ic—g)| ]y

ulz4) PEAPEPNE O

= Ag(2) + A1(2)g + Az(2)¢?
mit rationalen Funktionen A;(z) und y := Im(2).
(ii) Ap <1 und A; und A, sind beschrinkt.
(iii) Nach Integration beziiglich v ergibt sich

Ao(2) + Az(2) ap E(qr)
< 1+Ca}

Mn(z)

uniform in A.

29

M(pn) < /H (1+ Ca) w(2) dpnsa (2)

(1+ Cap)M(pn+1)

< ...
n+N-—1

< I +Cad) Mpusn).
k=n

(v) Die zusitzliche Abschétzung (a,, — 0 fir n — o)
M(pn) < C
fiir N grofl genug liefert dann

M(py) <C ]+ Ca3).
k>n

Die rechte Seite ist konvergent falls (a,)nen € £2(N). O
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4 Hoherdimensionale Graphen

Wir wollen nun den Transfermatrixformalismus auf hchere
Dimensionen verallgemeinern. Dazu fixieren wir einen Punkt 0 € V'

und definieren Polarkoordinaten beziiglich 0. Sei
Sp = {v eV :dist(v,0) = n}. (25)

Dann ist V = J,,5( S» und W)= ®D..>0 ¢%(S,,). Wir schreiben
nun A beziiglich dieser Zerlegung in Blockmatrizform

Do ET 0

E, Dy ET 0

N el .
0O E Dy EF 0 - (26)

31

wobei D,, die Adjazenzmatrix des Graphen (V, E) eingeschrinkt
auf S,, ist. E, : £2(S,) — €%(Sp41) ist die Abbildung mit Kern

1 fallsveS,,we Sy, (v,w) € E
E,(v,w) =
0 sonst

Das Potential ¢ = @nzo qn ist diagonal. H = —A + ¢ ist dann von
der Blockmatrixform

=Dy + qo —E§ 0
—FEy —Di+q —EF 0
H= - . (27
0 —E —Dy+q —E53 0 -

Seien P, : (2(V) — £2(S,,) und Py, o := >_k>n Pr orthogonale
Projektoren.

32




Damit definieren wir den abgeschnittenen Hamiltonian

H, =Py HP,
und die abgeschnittene Green—Funktion

Gf\t)(n, n):=P,(H, —\)"'P,, neNg. (28)
G(;’)(n, n) ist eine d,, X d,, dimensionale Matrix mit d,, = |S,,|.

Weiters ist

G\ (n,n) € SHy (29)

n

Die Matrizen Gg\t) (n,n) verallgemeinern die Zahlen «,, € H aus
Gleichung (13) und es gilt analog eine Rekursionsformel mit einer
verallgemeinerten Mobius—Transformation, vgl. Glg. (14). Genauer,
sei

®, : SHy ,, x Mat(d,,R) x H — SH,,

n41

(Z,qn,\) — —(EYZE, + Dy, — g, + \)7'.
Dann gilt (vgl. «;, aus Glg. (16))

G (n,n) = 0, (G (n+1,n+1),40,A) . (30)

wobei Der Beweis beruht auf der Schurschen Formel
-1
SHy :={Z =X +iY : X,Y € Mat(d,R), X = X7, Y > 0} A BT (A-BTC'B)"' « (31)
der Siegel-Halbraum ist. Es gilt SH; = H. B C * *
33 34
. Die Metrik auf SH,, ist dann definiert als
indem man A= —-D, + ¢, — A\, B=(F,,0,...) und C = H,,11 — A
. 1
einsetzt. d(Zy,Z3) == érgtf)/ FZ(t)(Z(t)) dt, Zi,Z, € SH,, (33)
0

Wir verwenden auf SH,, nicht die (iibliche) Riemann—Metrik
sondern eine sogenannte Finsler—Metrik. Sei W € Mat(n, C) ein
Element des Tangentialraumes bei Z = X +1iY € SH,,. Dann
definieren wir

Fz(W) = |Y 2wy =12, (32)

wobei || - || die {ibliche Operatornorm ist. Fiir n = 1 liefert dies
[W|/Y, d.h. die (iibliche) Linge des Geschwindigkeitsvektors
W € C im Punkt Z € H.

35

wobei Z(t) alle differenzierbaren Pfade Z : [0,1] — SH,, durchlduft
mit Z(0) = Zy, Z(1) = Zs.
Propositionen 1-4 lassen sich direkt verallgemeinern. Z.B.

THEOREM 6. Sei Im()\) > 0 und Z; € SHy, mit d; = |S;| eine
beliebige Folge. Dann gilt

lim (DO ©---0 q)n(Zn+1) = ¢0 = GA (0, O) . (34)

n—oo
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Auf Baumen, hier fiir den biniren Baum 75, ist die Rekursion ®,,

sehr einfach, denn Diagonalmatrizen werden durch ®,, wieder in
solche iiberfiihrt (¢, = diag(gn.1,¢n,1,---,n,2n)):
d,, (diag(zl, 295 )y Qs )\)
= diag(v(21, 22, qn,1, ), V(23,245 G2, A), ... ), % € H

mit
1
"H2xRxH—H, 22,4, \) i = ————— . (35
G - Y(21, 22,4, A) St mtA—g (35)
Setze nun ¢ = 0 und betrachte die Fixpunktgleichung
1
A)=— =z.
U(z,2,0,A) P (36)
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Die zwei Losungen sind offensichtlich zy = —A\/4 + {/A2/16 — 1/2.
Diese haben fiir A € R einen von Null verschiedenen Imaginérteil
genau dann wenn |\| < 2v/2. Wir verwenden dann

Zxy = —=A44+1y/1/2 — A2/16 (37)
fiir die Losung in H. Weiters, sei Z,, := diag(zy) € SHa». Dann ist
(I)n(Zn+1’07 )\) = diag(w(ZA, Zx, 0, A), .. ) =2Z,.

Theorem 6 liefert dann, daf§ z) die Green—Funktion G(0,0) des
binéren Graphen (mit Wurzel bei 0) ist. Daher gilt

0(A) = 0as(A) = [-2v/2,2V7] .
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Betrachten jetzt den Anderson—Hamiltonian auf dem binéren
Graphen T5. Sei dazu ¢ ein Zufallspotential wie zu Beginn von
Kapitel 3 mit W-Mafl v, a >0und H = —A+a-q.

THEOREM 7 (Extended States Conjecture). Fiir jedes |\| < 2v/2
gibt es ein ag > 0 sodaf fiir alle 0 < a < aqg fast sicher

Oas(H) N A) = (AN, oo(H)N(MA) =0, (38)

Siehe auch Klein (1998) und Aizenman—Sims-Warzel (2005).

Beweisidee: Das Maf3 der abgeschnittenen Green—Funktion
Gf\t)(n, n) auf SHyn ist auf Diagonalmatrizen konzentriert und
gleich ®12:1 p mit einem Maf p auf H. Wegen der Rekursionsformel
(30) ist p gleich dem Bildma8 (p x p x v) o)~ 1L.
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Wir wollen wieder ein Moment von p definieren und fiir Im(\) | 0
kontrollieren. Sei dazu (vgl. mit cosh (d))

w(z) = % , z€eH (39)
und
M(p) = [ w(e)dn(a). (10)
Dann gilt
M(p)

= / W (¥ (21, 22,4, N)) dp(21)dp(z2)dv(q)

= W(l/}(21,zz,q,)\)) lw(z lw(z z z9)dv
o /]HI Zl)-i-%W(ZQ) (2 (1) + 2 ( 2)) dp(z1)dp(z2)dv(q) .

M
X
=

2ol
A

=:u(z1,22,9,\)
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Es gilt (Konvexitét)

w(¥(21,22,0,0)) < sw(z1) + fw(z2) (41)

mit Gleichheit genau dann wenn z; = zo. Mit anderen Worten, die
Ausdehnungsrate p(z1, 22,0, A) < 1. Angenommen,

ﬂ(217227QaA) <1 — o < 1

fiir 21, 2o in der Néhe des Randes von H? mit der Konstanten s
und ¢ in einem (offenen) Intervall 7 3 0. D.h., ¢ als Abbildung von
H? — H ist dort bzgl. w eine strikte Kontraktion. Wihle nun eine
kompakte Menge B C H? mit B 3 (2),2,). Dann gilt
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M(p)

= / pu(215 22,6, \) (3w(21) + 3w(22)) dp(z1)dp(22)dv(q)
(BXR)U(H2\B) xR
< CHi-p) [ (Iw(z1) + bw(z2)) dp(z1)dp(z2)dv(q)
(H2\B) xR
< O [ (o) + b)) dp(ar)dple)iv()

wobei C' is eine endliche Konstante ist. Das ergibt dann
M(p) < C/po -

Die obige Annahme iiber die Funktion g stimmt so nicht. Man muf}
noch einmal die Rekursionsformel anwenden, und dann eine
analoge Funktion fi definieren, die dann (in der Nihe des Randes
von H®) ji(z1, 22, 23,9, A) < 1 — po < 1 erfiillt (Drecksarbeit). O
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Vorteil der Methode ist auch, dafl sie erlaubt, numerisch eine obere
Schranke fiir die Stirke des Potentials anzugeben, sodaf a.s.
Spektrum garantiert ist. Phasendiagramm.

Abfallprodukt dieses Beweises ist der Beweis fiir absolut stetiges
Spektrum der (zufilligen) Adjazenzmatrix eines Perkolations—
modells.

Betrachte wieder den bindren Baum und p € [0,1). Auf jedem
Vertex entferne mit Wahrscheinlichkeit p einen der beiden
Vorwéartsnachbarn. Mit Wahrscheinlichkeit 1 — p werden die beiden
Vorwértsnachbarn beibehalten. Betrachte die Adjazenzmatrix A
auf dem verbleibenden zufilligen Graphen.

THEOREM 8. Fir jedes 0 < A\ < 2v/2 existiert ein Do, sodaf$ fiir
alle p < po, [=A, A] C 04s(A). Weiters ist das Spektrum dort rein
absolut stetig.
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Zusammenfassung

e Haben eine geometrisch motivierte Transfermatrix—Methode
vorgestellt, die die Green—Funktion von deterministischen und
zufiilligen Schrédinger—Operatoren kontrolliert und somit
absolut stetiges Spektrum nachweist.

e Vorteil (und gleichzeitig Nachteil) ist, dal diese Methode rein
absolut stetiges Spektrum liefert. Daher kann man damit
z.B. nicht B. Simon’s sogenannte L?-Vermutung zeigen: in
einer Dimension und ¢q € £?(Np) ist 0,s(—A +q) = [~2,2]
(Deift-Killip).

e Ist es mit dieser Methode moglich, die Extended States
Conjecture auf dem Gitter Z? zu beweisen, vielleicht fiir groBe
d? Zur Zeit weit davon entfernt. No risk, no fun!
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