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In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden wir versuchen, Ablaufe/Experimente,
die vom Zufall gesteuert werden, zu untersuchen. Gibt es Gesetzméfligkeiten
solcher Ablaufe? Was sind geeignete mathematische Modelle fiir das Studium
von Zufallsexperimenten? Formal existiert die Theorie seit 1933; damals hat
A. N. KOLMOGOROV sie mittels der bereits entwickelten Mafitheorie und
Integrationstheorie fest in der Analysis verankert. Es gibt Verbindungen zur
Zahlentheorie, zur Ergodentheorie sowie zur Theorie partieller Differentialglei-
chungen und zur Differentialgeometrie.

Wir setzen Grundkenntnisse aus der Maf- und Integrationstheorie voraus, etwa
im Umfang meines Analysis I[II-Skripts. Auf diese Grundkenntnisse gehen wir
jeweils durch kurze Wiederholung ein.
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KAPITEL 1
Wahrscheinlichkeitsraume

Beim Studium von Zufallsexperimenten interessieren wir uns fiir die Beob-
achtung spezieller ,,Ereignisse® und ,,Zufallsgroflen“. Wir wollen ,, Wahrschein-
lichkeiten“ berechnen, mit denen Ereignisse eintreten, bzw. ,, Erwartungswerte“
von Zufallsgrélen. In diesem und im folgenden Kapitel wollen wir diese Begriffe
definieren und Beispiele betrachten.

Definition 1.1 Es seien ) eine Menge, A eine o-Algebra in 2 und P ein
Maf auf A mit P(2) = 1. P heit Wahrscheinlichkeitsmaff (kurz W-Ma$),
der MaBraum (2, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum (kurz W-Raum). Elemente
in A heiflen Ereignisse, zu A € A heifit P(A) Wahrscheinlichkeit von A (oder
fiir das Eintreten des Ereignisses A). Elemente w von Q mit {w} € A heiflen
Elementarereignisse.

Wir wollen in diesem Kapitel intensiv A und P studieren. Zuvor fithren wir
noch etwas Sprache bzw. Notationen ein: () bzw. Q heilen das unmdgliche
bzw. sichere Ereignis. Ereignisse £ mit P(E) = 0 bzw. P(E) = 1 heiflen
fast unméglich bzw. fast sicher. Statt P-fast iiberall (siehe Definition 32.1,
Analysis IIT) sagen wir auch P-fast sicher oder mit Wahrscheinlichkeit Eins,
kurz P-f.s. oder m. W. 1.

Falls E C F, E, F € A, sagt man, ein Ereignis E tmpliziert F oder zieht nach
sich. Gilt ENF = (), so nennt man F und F disjunkt, fremd oder unvereinbar.
Man nennt £ U F bzw. E N F bzw. E\F ,mindestens eines der Ereignisse F
und F tritt ein“ bzw. ,,F und F treten ein“ bzw. ,es tritt £, nicht aber F
ein®. Fiir eine Folge (E,)nen in A st U~ E,, bzw. (., E, das Ereignis , E,
tritt fiir gewisse n ein* bzw. , F, tritt ein fiir alle n“. Schliellich setzen wir

liminf F,, =: {E, fiir schliefllich alle n} ,

limsup E,, =: {E,, fiir unendlich viele n}

n—oo

mit

lim inf E,, := U ﬁ E,,

n>1m=n
o9
limsup E,, := ﬂ U E,, .
n—oo n>1 m=n

5
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Man schreibt auch {E, u.0.} := {E, fir unendlich viele n}, wobei u.o. ,un-
endlich oft* bedeutet. Und wir lassen haufig {...} weg:

P{E, uwo.} = P(limsup E,,) .

Nun wollen wir ausfiihrlich zu A und zu P diskutieren.
Wir erinnern an die Definition einer o-Algebra:

Definition 1.2 (siche Analysis III, Kapitel 27) Ein System A von Teilmen-
gen einer Menge () heifit o-Algebra, wenn gilt:
(i) Q e A.
(i) Ac A = A A
(iii) Fiir jede Folge (A,), von Mengen aus A liegt [J,~, A, in A.

Beispiele 1.3 (a) P(() ist eine o-Algebra.
(b) Sei & C P(R) ein nicht-leeres Mengensystem. Dann ist
o) = ﬂ A

ECA
A o-Algebra

eine o-Algebra, die man die von £ erzeugte o-Algebra nennt, £ heifit Erzeuger.

(c) In R? kennen wir B? := o(F?), die o-Algebra der Borelschen Mengen.
Der Erzeuger F? ist das System der d-dimensionalen Figuren, wobei eine d-
dimensionale Figur eine endliche Vereinigung von nach rechts halboffenen In-
tervallen der Form [a,b[ mit a,b € R? ist. Wir kennen weitere Erzeuger von

B: das System aller offenen bzw. abgeschlossenen bzw. kompakten Teilmengen
von RY (siehe Satz 28.14, Analysis I1I).

Wir erinnern an die Definition eines Mafles:

Definition 1.4 Eine Abbildung ¢ : A — [0,00] mit p(@) = 0 und
Uzt An) = 21 #(An) (o-Additivitit) fiir jede disjunkte Folge (A,), in
A heifit Maf (auf A). Gilt pu(2) = 1, so heifit ¢ W-Maf.

Beispiele 1.5 (a) Sei w € Q und

1, weA,
5“’(’4)::{0 Wi A

fir A C Q. Dann ist d,, : P(2) — [0, 0] ein W-MaB, das DIrAC-Maf auf €.

(b) Fur A C P(Q) sei |A| die Anzahl ihrer Elemente, falls A eine endliche
Menge ist, +00 sonst. Dies liefert das Zdahlmas.

(c) M bezeichne das d-dimensionale LEBESGUE-Maf auf R%. Auf ([0, 1], Bj,1))
ist dann das induzierte Mafl ein W-Ma$ (Definition 28.12, Kapitel 28).

Im Folgenden fithren wir noch den Begriff eines ,, Dynkin-Systems* ein:
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Definition 1.6 (siche auch Lemma 35.6, Analysis III und dessen Beweis) Ein
Dynkin-System D (iiber einer Menge €2) ist ein System von Teilmengen von €2,
welches die folgenden Eigenschaften erfiillt:
(i) Qe D.
(i) Ae D = A€ D.
(iii) Fiir jede Folge (A,), paarweise disjunkter Mengen aus D ist |+, 4,
in D.

Der Grund fiir die Einfithrung dieses Begriffs ist, dass (iii) in Definition 1.6
héufig leichter nachweisbar ist als (iii) in Definition 1.2. Es stellt sich die Frage:
Wann ist ein Dynkin-System eine o-Algebra?

Wir hatten im Beweis von Lemma 35.6 in Analysis III den folgenden Satz
bereits bewiesen:

Satz 1.7 Ist ein Dynkin-System durchschnittstabil, so ist es eine o-Algebra.

Beweis: D sei ein durchschnittstabiles Dynkin-System. Wir miissen zeigen,
dass D abgeschlossen gegeniiber abzdhlbaren Vereinigungen ist. Sei (A;); eine
Folge in D.

B1 Z:Al,

Wir zeigen mit Induktion nach n, dass B,, und A; U---U A,, zu D gehoren.
Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei n > 2. B, hat die Darstellung B, =
A, N ((A1U---UA,_1)°. Per Induktionsvoraussetzung ist A; U --- U A,
in D, also auch das Komplement. Da D durchschnittstabil ist, folgt B, € D.
A1U- - -UA,,_1 und B, sind disjunkt und A;U- - -UA,, = (A;U---UA,_1)UB,. Es
gilt A;U---UA,, € D. Die B, sind paarweise disjunkt und |J,,.y An = U,,en B
also (J,,ey An € D.

Satz 1.8 Ist C ein durchschnittstabiles Mengensystem in 2, so gilt d(C) =
o(C), wobei d(C) das kleinste von C erzeugte Dynkin-System bezeichnet.

Beweis: Es folgt sofort d(C) C o(C), denn jede o-Algebra ist auch ein Dykin-
System. Es bleibt zu zeigen, dass d(C) eine o-Algebra ist. Dazu zeigen wir mit
Satz 1.7, dass d(C) durchschnittstabil ist. Definiere

A={ACQ:ANnCed(C)VC eC}.

Da C durchschnittstabil ist, folgt C C A. Wir zeigen, dass A die Dynkin-
Eigenschaften hat: (i) ist klar. (ii):

Ac A= ANnCedlC)VC eC
= A°NC=(C°UANC)) edlC)VCeC
= A°e€ A (beachte: C° und AN C sind disjunkt).

(iii): A, € A, n € N, seien paarweise disjunkt. Wegen A, N C € d(C) VC € C
folgt (U1 An) NC € d(C)VC € C, d. h. JA, € A. Also gilt d(C) C A. Wir
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definieren
A={ACQ:ANA €d(C) fiir alle A’ € d(C)} .

Nun ist nach dem vorangegangenen Schritt C C A. Man zeigt nun analog
zu eben, dass A ein Dynkin-System ist. Damit folgt d(C) C A, also ist d(C)
durchschnittstabil, was zu zeigen war. 0

Wir leiten aus dem letzten Satz ein praktisches Verfahren ab, welches man
Dynkin-System-Argument nennt:

Gegeben sei (2,.4), ein Messraum, und eine Aussage (x), deren Giiltigkeit fiir
alle A € A behauptet wird. Es gebe einen durchschnittstabilen Erzeuger £ von
A derart, dass (x) fiir alle A € £ nachweisbar ist. Betrachte dann

D:={Aec A: A geniigt der Behauptung ()} .

Zeige, dass D ein Dynkin-System bildet. Dann folgt aus € € D C A und
d(€) = 0(€) = A nach Satz 1.8 die Inklusionskette

A=d)CcDCA,
also A = D, also ist die Behauptung (x) fiir alle A € A bewiesen! Dieses

Argument wird héufig verwendet. Hier eine Anwendung

Satz 1.9 Stimmen zwei Mafle u und v, die auf einer o-Algebra A definiert
sind, auf einem durchschnittsstabilen Erzeuger C von A tiberein, und existiert
eine Folge Q, € C, n € N, mit Q,, /" Q und p(§2,) = v(Q,) < 00, so gilt 4 = v
auf A.
Beweis: Sei zunéchst p(Q2) = () < oco. Wir zeigen:

D:={Aec A: u(A) =v(A)}ist ein Dynkin-System,

denn dann folgt A = D. Es gilt Q@ = D. Ist D € D, so ist u(D°) = pu(2) —
w(D) = v(Q)—v(D) = v(D°), also D¢ € D. Fiir jede Folge (D,,),, von paarweise
disjunkten Mengen aus D gilt

W(Upa) = uto) =3 uon =o(Una)

n=1
also U, D,, € D.
Fiir den allgemeinen Fall sei p,,, v, definiert durch

pn(A) = p(ANQ,), v(A) =v(ANQ,), AcA.
Es gilt p,, = v, fiir alle n € N. Es folgt fiir alle A € A
u(A) = lim p(AN,) = lim v(ANQ,) =v(A),

also = v. O
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Nun sammeln wir Rechenregeln: Es sei (€2, A4, P) ein W-Raum. Fiir paarweise
disjunkte Mengen Ay,..., A, € A gilt

P(UAZ) = ZP(Ai) . setze A, = 0 fiir m >n .
i=1 i=1
Weiter gilt fir A ¢ B, A,B € A: P(B\A) = P(B) — P(A), insbesondere
P(A°) = P(Q\A) =1— P(A). Fiir A, B € A gilt
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
< P(A)+ P(B). (*)
Per Induktion folgt: Ist I eine endliche Indexmenge, so gilt

r(Ua) = X oe(N4)

= 0£JCI jeJ
n
= - k_l - “ .. .
(L) > (1) 'Z' P(A, N NA;).
k=1 1<) << <n

(Siebformel von POINCARE-SYLVESTER)

Satz 1.10 Es sei A eine o-Algebra und P : A — [0,+o00] mit P(Q2) = 1.
Dann sind dquivalent:
(i) P ist ein W-Mafs.
(i) P ist additiv, d.h. A,B € A, ANB =( = P(AUB) = P(A)+P(B),
und isoton stetig, d.h. A, € A, i € N, A, C A1 Vi € N =
(iii) P ist additiv und antiton stetig, d.h. A; € A, i € N, A; D A;.1 Vi €

Beweis: siehe Satz 27.15, Analysis I11.

Korollar 1.11 A; € A, i € N:

P(U AZ-> < f: P(4;) (o-Subadditivitit) .
i=1

ieN
Beweis: Es gilt

P(U4) = tim 7({

1=

A)< Tim 37 P(A) = > P(A)
1 i=1 i=1
wobei die erste Gleichheit einfach aus 1.10 folgt und die Ungleichung aus (x).

Lemma 1.12 (von BOREL-CANTELLI) Es seien A; € A, i € N. Dann gilt:

f:P(Ai) <o = P(limsupAn):P<ﬂ U Am> —0.

n—oo neNm>n
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Beweis: Da {U,,5, Am | Npen Upsp Am, folgt

n—oo n—oo

P(limsup A,) 2% Jim P( U Am> l%l li_{H f: P(A,)=0

m>n

nach Vorraussetzung. U

Eine ganz wesentliche Aufgabe der Mafitheorie ist die Konstruktion von Maflen
auf geeigneten o-Algebren, siche Kapitel 28, Analysis III. Eine der Probleme
dabei ist, dass die Mengen in einer o-Algebra hiaufig nicht direkt beschrieben
werden konnen. Doch besitzen o-Algebren in vielen Féllen handhabbare Er-
zeugendensysteme, die Ringe oder Algebren sind (zumindest in den fiir uns
interessanten Fillen). Daher versucht man, gewiinschte Mafle auf einem Er-
zeuger zu konstruieren. Der Satz von CARATHEODORY, Satz 28.7, Analysis
I11, sagt dann aus, dass jedes (,,0-endliche*) Mafl auf einem Ring/einer Alge-
bra zu genau einem Mafl auf der erzeugten o-Algebra erweitert werden kann.
Dabei heifit ein Maf p auf einer o-Algebra A o-endlich, falls es (A,), € AN
mit Q = J,~; 4, und pu(A4,) < oo, n € N, gibt.

Natiirlich interessiert uns im Rahmen der Wahrscheinlicheitstheorie dieser Be-
griff nicht so sehr, denn jedes endliche Maf§ (u(2) < oo) ist o-endlich. Wir
wiederholen die Konstruktion von CARATHEODORY hier nicht, man sollte sie
aber einmal gesehen haben. Sie fithrte uns zum LEBESGUE-Mafl auf (R4, BY)
und in den Ubungen zum HAUSDORFF-Maf und zum LEBESGUE-STIELTJES-
Maps.

Nach dieser theoretisch orientierten Einfiihrung der Bausteine eines W-Raumes
wollen wir uns nun vielen Beispielen zuwenden.

Beispiel 1.13 (Diskrete Mafle) §2 sei eine beliebige Menge und {w; }ies eine
hochstens abzihlbare Menge von verschiedenen Punkten in € und a; € [0, 00)
fiir alle 7 € I. Fiir jede o-Algebra auf ) sei

H = Z a; 5%‘
iel
definiert durch
w(A) = ZailA(wi) , AcA.

el
Dies definiert ein Mafl. Ein Mafl dieser Gestalt heif3t diskret. Ein diskretes
W-Maf auf (2,P(Q2)) liegt vor, falls >, ; a; = 1 gilt. Der W-Raum ist dann

(2,P(Q),) aid.,) .
iel
Wir werden in den meisten Beispielen jedem w € Q = {w;,i € I} ein Gewicht
plw;) mit Y., p(w;) =1, p: Q — [0,1], zuordnen, und schreiben dann

Zp(w) O -

weN
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Ist © endlich und jedes Ereignis gleichwahrscheinlich, p(w) = ﬁ, w € ), so
liegt ein LAPLACE-FEzxperiment vor. Hier gilt

_ _ 4]
A) = @Z;(SM(A) =

Dies liefert die LAPLACE- Verteilung auf 2. Der n-malige Wurf eines Wiirfels
wird beschrieben durch

({1,...,6}”,73({1,...,6}”), D 5w) .

Ein Zufallsexperiment mit nur zwei méglichen Ausgéingen heifit BERNOULLI-
Ezperiment. Das zugehorige W-Maf ist von der Form

P =066, + (1 —6)d

fiir ein 0 € [0, 1]. P heiBt BERNOULLI- Verteilung mit Parameter 6 (Miinzwurf).
Der Fall 6 = 1/2 liefert die Laplace-Verteilung auf {0, 1}.

Beispiel 1.14 (Minzwirfe) Fiir n Minzwiirfe nimmt man

Q:{(ml,...,l’n>‘«ri€{07]—}}’

fiir den oo-fachen

Q= {(x:)ien | 2 € {0,1}} = {0,137

Im einfachen Miinzwurf ist A = {1} das Ereignis ,,1 tritt ein“, im n-fachen

A= {xl,...

= k‘} ,genau k Einsen*

und beim oo-fachen

A= {(xl)zeN e {0, 1}V

lim — le p} ,die relative Haufigkeit der 1 ist p*“ .

n—oo N

Setzt man A = o(Ap) mit
Ao :={B c {0,1}""|3n e N, 3B, € P({0,1}") mit
B=DByx{0,1} x{0,1} x ...}
und
P<{(x1,x2,...) € {O,l}N‘xl =T1,...,2, :9?”}> =27"
fir Z1,...,%, € {0, 1} fest, so gilt:

P({(xZ)ZeN e {0,1}"

ORI

und obiges P ist fortsetzbar zu einem W-Mafl auf A = o(A). Das beweisen
wir etwas spéter.
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Definition 1.15 Ein W-Ma$i auf (R% B) fir d > 1 und eine beliebi-
ge o-Algebra B wird als d-dimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung (W-
Verteilung) bezeichnet.

Eine wichtige Klasse von W-Mafien auf (R, B) := (R!, B') sind diejenigen, die
iiber eine ,,Dichtefunktion® definiert sind.
f : R — RT heifit Dichtefunktion oder auch W-Dichte, wenn

/RfdAzl

gilt. A := A! bezeichnet hierbei das LEBESGUE-Maf auf (R, B). Dann liefert
B> A~ P(A) ::/fd)\
A

ein W-Ma8B, denn [, fdA =1 und es gilt fiir das LEBESGUE-Integral:

/UiENAifd)\:Z/Aifd)\

ieN
fir A; € B, n € N, paarweise disjunkt (mittels des Satzes von der monotonen
Konvergenz, 31.10, Analysis IIT). Mit [ fdX meinen wir das in Kapitel 31
in Analysis III konstruierte Integral in Bezug auf das LEBESGUE-Maf}. Die
Konvergenzsitze und Rechenregeln fiir das LEBESGUE-Integral verwenden wir
in diesem Kapitel ohne sie im Detail aufzulisten. Wir werden im néchsten
Kapitel kurz an das Integral beziiglich eines beliebigen Mafles erinnern.

Wir wollen Dichten allgemeiner einfithren und erinnern zunéchst an

Definition 1.16 (Q,.A) und (2, A’) seien zwei Messrdume und 7" : Q — '
eine Abbildung. T heifit A/ A-messbar, wenn T-1(A") € A fiir alle A’ € A
gilt. Ist ' = RY, A’ = B? so sagt man kurz BOREL-messbar. Eine Funktion
f: Q — R heiBt numerisch. f heifit A-messbare numerische Funktion, falls
f7Y=00), f'(o0) und f~1(O) fiir jede offene Teilmenge O in R zu A gehort.
Die Menge aller A-messbaren numerischen Funktionen auf €2 bezeichnen wir
mit

Lo(Q,AR)=: L.
Wir geben nun eine allgemeine Definition einer Dichte:

Definition 1.17 Es seien (2,.4) ein Messraum und p, v zwei Mafle auf A.
Eine A/B-messbare Funktion f : Q@ — R* heifit Dichte von v beziiglich p,
wenn v(A) = [, fdp fiir alle A € A gilt (siehe Satz 36.3 (iii) in Analysis ITI)".
Wir schreiben v = fu oder auch f = dv/dpu.

Lemma 1.18 Seien p,v zwei Mafle auf (2, A). Falls eine Dichte von v
beziiglich v existiert, so ist sie eindeutig bis auf p-f.i. Gleichheit.

Satz 36.3 hat unter anderem zum Inhalt, dass J4 fdu ein MaB auf A definiert
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Beweis: f und g seien zwei Dichten. Es sei A := {x € Q| f(z) > g(z)}. Dann
ist

/ La(f = g) dp = v(A) — v(A) = 0.

Da auflerdem 14(f —g) > 0, folgt 14(f —g) = 0 p-f.ii.%, also f < g p-f.il. f > g
u-f.i. folgt analog. O

Lemma 1.19 FEs seien pu,v zwei Mafe auf (Q, A) und f eine Dichte von v
beziiglich . Fine A-messbare numerische Funktion ¢ : 2 — R ist genau dann
v-integrierbar, wenn @f p-integrierbar ist und es gilt dann

/QsodVZ/wadu.

Der Beweis dieses Lemmas ist eine Ubung (siche Satz 36.3 (iii), Analysis I1I).
Diese Ubung verwendet das sogenannte Funktionserweiterungsargument:
Gegeben sei ein Messraum (€2,.4) und eine Aussage (x), die fiir alle A-
messbaren numerischen Funktionen behauptet wird. Man betrachte

M :={f:(Q A — (R B)|f erfiillt ()}
und zeige

(i) M D EF(Q,RT) (Menge der A-einfachen Funktionen)
(ii) Fiir jede aufsteigende Folge (f,),>1 nicht-negativer Funktionen aus
M folgt sup,,>; fr € M.

Dann gilt (%) fiir alle nicht-negativen A-messbaren numerischen Funktionen,
denn diese konnen (siche Satz 30.12, Analysis I1I) punktweise durch eine wach-
sende Folge A-einfacher Funktionen approximiert werden. Kann man aufler-
dem

(i) f—g e M fir f,g e M
zeigen, so gilt wegen f = f* — f~ (Definitionen siehe 30.4, Analysis III) die
Aussage (%) fiir alle A-messbaren numerischen Funktionen.
Zu zwei MaBlen p, v auf (9, A) stellt sich die natiirliche Frage, wie man ent-
scheiden kann, ob v eine Dichte bzgl. i besitzt. Eine notwendige Bedingung ist
offenbar, dass jede p-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist (denn || ~Sdp=70

fir jede p-Nullmenge N, siche Satz 32.3, Analysis III). Wir teilen an dieser
Stelle inoffiziell mit:

Satz 1.20 (Satz von RADON-NIKODYM)  Es seien u, v zwei Mafe auf (€2, A)
und p sei o-endlich. Dann sind dquivalent:

(i) v besitzt eine Dichte beziglich p,
(i) jede p-Nullmenge ist eine v-Nullmenge.

%Siche Satz 32.3, Analysis IIL.
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0.25 — —

ABBILDUNG 1.1. Histogramme der Binomial-Verteilung fiir n = 10.

0.4 o= 08 . o = 02

0.1 0.2
C— |:|.=.
1 2 3 4 1 2 3

0 5 6 0 4 5 6

ABBILDUNG 1.2. Histogramme der POISSON-Verteilung.

Der Beweis ist recht lang. Wir liefern ihn an anderer Stelle.
Ein W-Mafl P auf (R",B") hat die Dichte f : R" — R™ beziiglich des n-
dimensionalen LEBESGUE-Mafles, wenn fiir A € B™ gilt

P(A) :/Afd)\”.

Diskrete Verteilungen haben offenbar keine Dichten beziiglich des LEBESGUE-
Mafes, denn A\({z}) =0, z € R™.

Beispiele 1.21 (Verteilungen auf R) (a) Die Binomialverteilung zu den
Parametern n und p,

n

b(n,p) = <n)pk(1 —p)" "% ; 0<p<1l,neN,

k
k=0
ist eine diskrete Verteilung auf B (siche Abb. 1.1), denn

> (1)pu-prt = a-pyr -t

k=0

(b) Die Po1ssoN-Verteilung zum Parameter o > 0,

k=0

ist ein diskretes W-MaB auf B, « € R (siche Abb. 1.2), denn e* = > 77 %If
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oc2=1 0% =2

ABBILDUNG 1.3. Verschiedene Gaufidichten mit a = 0.

(c) Da
1 2
—— [ e*/*dz =1 (siehe Analysis ITI
e x siehe Analysis ,
o /R ( ysis 11I)
folgt durch Substituition, dass
1 (x —a)?
Ga02(T) := Wexp <— 52 )

fiir jede Wahl von @ € R und o > 0 eine W-Dichte auf R beziiglich \! ist:
N(a,0?) = gap2 - \'

ist ein W-Maf} auf B. Man nennt dies die Normal- oder Gaufs- Verteilung auf R
zu den Parametern a und o2. N(0,1) heiit standardisierte Normalverteilung

(siche Abb. 1.3).
(d) Die Funktion

T g(oz2 + ) =y
7T
ist fiir jedes a > 0 eine W-Dichte auf R (beziiglich A\'), denn

/(1 + 2%)7'dz = lim [arctanz] J_FZ =.
R

n—oo

Yo i= o A heiflt CAUCHY- Verteilung zum Parameter o > 0.

Wir lernen weitere diskrete Verteilungen und Dichten kennen.

Vor der Einfithrung einer wichtigen mehrdimensionalen Verteilung erinnern
wir an Bildmafle und die Integration beziiglich eines Bildmafes.

Definition 1.22 Sei T': (2, A4) — (£, A’) eine messbare Abbildung. Dann
wird fiir jedes MaB p auf (Q,A) durch A" +— pu(T-*(A4’)) ein MaB p’ auf A’
definiert. Es heifit Bildmajf$ von p unter 7" und wird mit 7°(p) bezeichnet. Wir
schreiben auch pT~1 oder u’.
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ABBILDUNG 1.4. Zweidimensionale Standardnormalverteilung.
Satz 1.23  Fir f' € Lo(Y, A", RY) gilt

| raru = [ rora. (x)

Ist f' € Lo(Y, A, R), dann ist f' genau dann T(u)-integrierbar, wenn f'o T
w-integrierbar ist und es gilt (x) (Beweis: 29.6, 36.3 (i), (ii), Analysis I1I).

Definition 1.24
(i) Das W-Ma$ auf (R™, B™), das durch die Dichte

o1, ... xy) = (2m) "2 exp(—% ;ﬁ) ;o (2, 1,) ER™
definiert wird, heifit Standardnormalverteilung auf R™ (siche
Abb. 1.4).

(ii) Ein W-MaB P auf (R", B") heifit Normalverteilung, wenn eine n X n-
Matrix A und b € R” existieren, so dass P = Py¢~! ist, wobei
¢ : R" — R" die affine Abbildung = — ¢(x) := Az + b und Py die
Standardnormalverteilung sind.

Satz 1.25 Das W-Maf$ P der obigen Definition besitzt genau dann eine Dich-
te, wenn A eine invertierbare Matriz ist. In diesem Fuall ist die Dichte gegeben
durch

1 1
N3)) [P — —(z—b)'" Yz —b)), zeER",
P00, D) 1=~ ep (=5 S - ) 2
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mit 3 = AAt. 3

Beweis: A sei invertierbar, dann ist ¢ invertierbar. Es gilt fiir B € B”

P(B) = Py(¢~'(B))
_ / L2 yn gy
¢

i(p) (2m)"/2

— [ el e (1o o) X(as)
~ [t (31 WR) (voa)

Die letzte Gleichheit folgt mittels Satz 1.23 Fiir bijektive, affine Abbildungen
wissen wir®:
N'(p HA)) =|det o N (A), AeB".
Also ist
d\"¢~!
d\"
Mit Lemma 1.19 folgt jetzt

PB) = [ 1)) e sy exp (<3l ) X ()

(z) = det ¢~ = (det X)~1/2 .

—l(y —b)'S (Y — b)) A (dy)

:/Bmexp( !

was zu zeigen war.

Ist nun ¢ nicht invertierbar, so ist A"{¢(z),z € R"} = 0, aber P({¢(x),z €
R"}) = 1. Also kann P keine Dichte bzgl. A™ besitzen. O

Ausgangspunkt der Konstruktion des Lebesgue-MaBes A! auf (R, B) bildete
die Setzung A([a,b)) := b — a fiir nach rechts halboffene Intervalle (siche 27.6,
27.7, 27.10 (iv) sowie 27.11). Wir wollen nun b — a durch F(b) — F(a) fir
ein monotones F' : R — R ersetzen. Unter welchen Zusatzeigenschaften an F
liefert dies ein Maf} auf (R, B)?

Satz 1.26 Eine Funktion F : R — R definiert genau dann durch pgp(la, b)) :=
F(b)—F(a) fir alle a,b € R, a < b, und eindeutige Fortsetzung ein o-endliches
Maf$ pp auf (R, B), wenn sie monoton wachsend und linksseitig stetig ist.

Beweisskizze: pp sei ein Maf auf (R, B), welches pp([a,b)) = F(b) — F(a)
erfilllt. Da pp(Ja,b)) > 0 fir alle a < b, folgt die Monotonie von F. Weiter

3 A* bezeichnet hierbei die Transponierte von A.
4Siehe Satz 29.12, Korollar 29.13, Analysis 11
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—

P

| e

__/'/‘
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ABBILDUNG 1.5. Eine Verteilungsfunktion.

gilt fir alle a € R und jede Folge (a,,), in R mit a, T a, dass [a1,a,) T [a1,a).
Dann folgt mit 1.10

lim Fa,) = F(a) = lim pp((ar, a,))
= pr(lar,a)) = F(a) — F(a1) ,

also die linsseitige Stetigkeit in a.

Die Riickrichtung verlduft analog zu der Konstuktion von A: Zu F' existiert
genau ein Inhalt p auf dem Ring F der 1-dimensionalen Figuren (analog zu
27.10 (iv), Analysis III). Man benotigt die Monotonie von F'. Da F' linksseitig
stetig ist, gibt es zu jedem [a,b) € R und zu jedem € > 0 ein [a,c) € R mit

la,c) =[a,c] C [a,b] und
p(la, b)) — p(la, ¢)) = p(le, b)) = F(b) — F(c) < e .

Dann aber folgt wie in Satz 27.11, dass p ein o-endliches Pramaf} auf F ist. Dies
kann nach dem Satz von CARATHEODORY zu einem MaB i auf B fortgesetzt
werden. OJ

Bemerkung 1.27 Wir setzen F(4+o0) = lim, 1. F(x). Es folgt mit
Satz 1.10

pir(R) = F(oo) — F(—o00) .

wr bildet also ein endliches Maf, wenn F' beschrénkt ist. Wir setzen F'(—o0) =
0, denn dann gilt

pr((—00, 1)) = F(x) — F(—o00) = F(x) .
Definition 1.28 Sei p eine W-Verteilung auf (R, B). Die monoton wachsen-
de, linksseitig stetige Funktion
Fu(x) = :u((_oovaj)) , zeR,

mit F),(—o0) = 0 und F),(c0) = 1 heilt Verteilungsfunktion von p.
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1

O(x) = [ goa(x) d\'

ABBILDUNG 1.6. Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung.

Beispiele 1.29 (a) (zu 1.21 (b)):

P e_azzzoo‘k—f Cfallsn <z <n+1
™00 , falls x < 0.

(b) Sei f:R — R* eine W-Dichte, so ist

b
Plat) = [ fax
eine Verteilung und

F(t) = /_; fax

ihre Verteilungsfunktion (Stammfunktion der Dichte: F' = f, siche Abb. 1.6).
Natiirlich ist

P({a}) = Jim Plla—h.) = Jim | fan =0.

Abschlieflend liefern wir ein exaktes Modell fiir den unendlich haufigen
Miinzwurf einer fairen Miinze:

Beispiel 1.30 Es seien Q = [0, 1], A = Borel o-Algebra auf [0, 1], und P =
Lebesgue-MaB restringiert auf [0, 1]. Weiter sei

Q= {0 = (s)ien | s € {0,1} Vi e N} = {0, 1}V

Wir setzen X; : Q — {0, 1} durch X;((#;)ien) := 2;,7 € N. Essei A := o ({X; =
1}, i € N). Die binédre Darstellung von w € [0, 1] definiert eine Abbildung

T:Q—Q
wTw) = (Tw, Thw,...)

mit
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A T A T,

Lt — 1+ —

»
L

=Ly
N Lt

1
Es gilt 7) := X, 0T, i € N. T ist A/ A-messbar, denn T~'({X; = 1}) = {T; =
1}, und dies ist eine endliche Vereinigung von Intervallen aus 4. Sei nun

P:=PoT7 ',

[CI[=Y.

dann ist

PXi=z,..., X, =x,) = P(ﬁ{XZ = xz}> (%)

= P[Intervall der Lénge 27" =27".

Dies ist ein Modell fiir n faire Miinzwiirfe. Es existiert also ein W-Mafi P auf

(Q, A) mit (%), vgl. Beispiel 1.14. Die Eindeutigkeit dieses W-Mafes diskutieren
wir hier nicht.



KAPITEL 2
Zufallsvariable und Kenngroéfien

Abbildungen kénnen geeignet Information des Urbildraums fokussieren. Beim
tausendfachen Miinzwurf interessiert zum Beispiel die Anzahl der Einsen.

X {0, 1} — {o0,...,1000}
1000

(wh e 7W1000> = Zwi
i=1

ist dann beispielsweise eine geeignete Abbildung und uns interessiert P(X =
k), k=0,...,1000 ( P ist ein W-MaB autf ({0, 11100 ({0, 1}1000)) ).

Definition 2.1 Es sei (2,4, P) ein W-Raum und (2, A") ein Messraum.
Dann heifit eine messbare Abbildung X : (Q, A, P) — (', A") Zufallsvariable,
im Fall (', A") C (R, B) Zufallsgrife und im Fall (', A") C (R?, BY) fiir d > 2
Zufallsvektor (X = (X1,...,X4)). Das Bildmafl von P unter X heifit Vertei-
lung von X (unter P) und wird mit PX := X (P) = PX ! bezeichnet. Besitzt
PX eine Dichte beziiglich eines Mafles p auf (€, A’), so wird f als u-Dichte
von X bezeichnet. Ein Maf8 1 auf (R, B) heifit stetig, wenn p({z}) = 0 fiir alle
r € R. Eine Zufallsgrofie X : (Q, A, P) — (R, B) heifit diskret bzw. stetig, wenn
PX diese Eigenschaft hat. Fix(t) := PX((—o0,t)),t € R, heifit Verteilungs-
funktion von X. Fiir einen d-dimensionalen Zufallsvektor X = (Xi,..., Xy)
heien PXier [ {1,...,d},|I| = k, die zugehorigen k-dimensionalen Rand-
oder Marginalverteilungen und P, ... PX¢ die eindimensionalen Rand- oder
Marginalverteilungen.

Bemerkungen 2.2 (i) Jedes Zufallsexperiment ld8t sich mittels einer
Zufallsvariablen beschreiben:

(Q, A, P), X identische Abbildung, PX = P .

Die genaue Angabe von (2,4, P) tritt in den Hintergrund. Ein
Wiirfelwurf ist zum Beispiel durch irgendeine Zufallsgrofie

X:(QA4,P)— ({1,...,6},P({1,...,6}), PY)

mit PX = %2?21 d; beschrieben (fair!).

(ii) In Analysis III hatten wir uns bereits an die abkiirzenden Schreibwei-
sen {X <t} {X=Y},... fir {w: X(w) <t} {w: X(w) =Y (w)}
gewohnt (wir wihlten allerdings eckige Klammern). Weiter schreiben

21
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wir {X € A} fir X 1(A) und P(X <),P(X =Y),P(X € A), wir
lassen also hier die Mengenklammern weg.

Wir erinnern an Beobachtungen der Analysis I1I:

Bemerkungen 2.3 (i) Ist X eine ZufallsgroBe auf (2,4, P) und h :
R — R Borel-messhar, so ist auch h(X) eine Zufallsgroe, etwa
| X, | X7, p € N, eX usw. Die Klasse der Zufallsgrofien auf (€2, A) ist
abgeschlossen unter diversen Operationen. Sind zum Beispiel (X;);en
Zufallsgroflen, so auch > o; X;, a; € R, sup,; X;, limsup; X;, inf; X;,
lim inf; X;, usw., vergleiche Kapitel 30, Analysis III.

(ii) Elementare Zufallsgrofien sind A-einfache Abbildungen (Definition
30.10, Analysis III), also von der Form

X = chlAj mit (¢;,A;) e Rx Afiir j=1,...,m.
j=1
(iii) X : © — R sei eine ZufallsgroBe. Dann ist X := X V 0 bzw.
X~ := (=X) V0 der Positiv- bzw. der Negativteil von X. X =
Xt =X, X|=X"+X". X7, X" sind Zufallsgrofen.
(iv) Fiir eine Zufallsgrofe X : Q@ — RT gibt es eine wachsende Folge
(X,)jen von elementaren Zufallsgrofen mit lim; X; = X (siehe Satz
30.12, Analysis III), ndmlich z.B.

j29—1
Xj=> k2714, , jEN,

k=0
mit A= {k279 < X < (k+1)277} (vgl. Abb.2.1).
Wir betrachten nun die Integration von Zufallsgréfen:

Definition 2.4 Es sei X eine Zufallsgrofie auf einem W-Raum (92, A, P). Ist
dann X > 0 oder X P-integrierbar, so heifit

E(X):=Ep(X) := /XdP(:/XdP)
Q
der Erwartungswert von X (bzgl. P).

Wir erinnern uns kurz an die Integrationstheorie aus der Analysis III: Sei X

eine ZufallsgroBe . Ist X =14, A € A, so definierte man [ X dP := P(A). Ist
X eine elementare Zufallsgrofie, also X = 77", ¢;la; mit (cj, A;) € R x A,

J=1...,m, so ist
/XdP =Y ¢;P(4))
j=1

(unabhéngig von der speziellen Darstellung von X).
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7

(k+1)277
k277
(k—1)27J

j?k
ABBILDUNG 2.1. Monotone Approximation durch elementare Zufallsgrofien.

Ist X > 0, so existiert eine Folge (X,,),, elementarer Zufallsgrofen mit lim X,, =
X und

/XdP — lim [ X, dP € 0,0

(unabhéngig von der speziellen Wahl der X,).
Fiir allgemeines X zerlegten wir X = X — X~ und definierten

/XdP = /XJr dP — /X_ dP, falls sinnvoll.

Minimalbedingung: min( [ X* dP, [ X~ dP) < oo (quasi-integrierbar, Analy-
sis 111, 31.16)
L = L(Q, A, P) bezeichne die Menge der P-integrierbaren Zufallsgréfien
(E(]X|) < o). Die Verteilung P¥X einer reellen Zufallsgréfie ist ein W-Maf
auf B!. Es gilt

E(foX):/fdPX,

anders geschrieben Ep(f o X) = Epx(f). Hier ist f als Borel-messbar und
nicht-negativ oder als P*-integrierbar angenommen. Ist also X > 0 oder X
P-integrierbar und wéhlt man fiir f die Funktion z +— x, so folgt

E(X) = / x dPX(z).

Der Erwartungswert ist nur von der Verteilung von X abhéngig! Die Integrier-
barkeit von X ist dquivalent zur PX-Integrierbarkeit von z +— z auf R. Gilt
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X =Y P-fast sicher fiir zwei Zufallsgrofen X, Y definiert auf (2, A, P), so
folgt E(X) = E(Y).

Satz 2.5 (i) X — E(X) ist ein positives lineares Funktional auf L.
(i) Seien (X,)n Zufallsgrifien mit 0 < X; < Xy < ..., so gilt

lim E(X,) =E(lim X,) .

(Satz von der monotonen Konvergenz)
(iii) X, >0, neN :

E(Y X,) =) E(X,).

(iv) X, >0, ne N :
E(liminf X,,) < liminf E(X,,) .

n—oo n—oo

(Lemma von FATOU)
(v) (Xn)n seien Zufallsgrifen, Y € LY und |X,| <Y P-fs., n € N.
Existiert lim,, ., X,, P-f.s., so gilt

E(lim X,)= lim E(X,) .

n—oo n—oo

(Konvergenzsatz von LEBESGUE; Salz von der majorisierten Kon-
vergenz)

(siche 81.20, 31.10, 81.11, 31.14, 32.12)

Definition 2.6 Sei X eine P-integrierbare ZufallsgroBe auf (2,.4, P) und
w:=E(X), so heifit

Var X = E(X — pu)? = /(X —p)*dP = /(x — p)*dP* ()

Varianz von X.
o(X) = (Var X)"? = (E(X — p)»)"/?

heifit Standardabweichung von X.

Fiir k¥ € N nennt man EX* und E(X — p)*, wenn diese Grofen existieren, das
k-te Moment bzw. das zentrale k-te Moment, sowie fiir p > 0 nennt man E| X|?
und E|X — p|? das p-te absolute bzw. das zentrale p-te absolute Moment.

Die Existenz des p-ten absoluten Moments von X bedeutet in der Sprache der
Integrationstheorie die p-fache Integrierbarkeit von X, X € LP(€, A, u). Die
Halbnorm || - ||, war definiert durch

1X[l, = (BIX[)Y?, pell oo)

| X]|ooe = inf{aa>0:P(|X|>a)=0}
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Satz 2.7 Eine Zufallsgrifie X auf einem W-Raum (), A, P) ist genau dann
quadratisch integrierbar, wenn X integrierbar und Var X < oo ist. Es gilt dann:

Var X = E(X?) —E(X)?

_ /x2dPX(m) - (/deX(:c))z.

Fiir integrierbares X ¢ilt stets
E(X)? < E(X?) sowie
Var(aX + ) = o?*VarX, o,f€cR.

X hat genau dann Varianz 0, wenn X P-f.s. konstant ist.

Beweis: Es gilt £L2(P) C L'(P) mittels HOLDER (siche unten). Alle konstanten
reellen Funktionen sind in £2(P)! Daher folgt aus X € £2(P) die Integrier-
barkeit sowie Var X < oco. Sei umgekehrt X € £(P) und Var X < oo, so liegt
X —E(X) € L2(P), also auch X = X —E(X) + E(X). Da E linear ist, folgt
VarX = E(X?) — E(X)% E(X?) < E(X)? ist dann klar. Es gilt
Var(aX +8) = E((aX + ) - (aEX + f))?

= E(aX —aEX)*=a’Var X .
Hat X Varianz 0, also E(X —EX)? = 0, so ist dies quivalent zu (X —EX)? = 0
P-fis.; das heifit X = EX P-fs. O

Wir kommen zu einer Reihe von wichtigen Ungleichungen, denen wir teilweise
bereits begegnet sind:

Satz 2.8 XY seien Zufallsgrifen auf einem W-Raum (2, A, P). Dann gilt:

(i) (MARKOV-Ungleichung) Fiir jedes t > 0 und jede monoton wachsen-
de Funktion g : [0,00) — [0, 00) ist
PUXIZ <) [ g(IXDdP < g(t) "Eg(|X])
{IX1=t}
(ii) (TSCHEBYSCHEV-Ungleichung) Speziell im Fall g(t) = t* und EX =
0 folgt

Var X
t2

P(IX]|>1t) < t‘2/ X2dP <
{IX|>t}

(iii) (HOLDER-Ungleichung) Aus E|X|? < 0o und E|Y|? < oo fir p, q €
[1, 00] mit % +% =1 folgt E|XY| < oo und
[EXY] <E[XY] < |[X]|][Yllq
(iv) (CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung) Speziell im Fallp = q = 2:
[EXY| <E[XY| < [[X][[f[Y]]2

(v) (MINKOWSKI-Ungleichung) Aus E|X|P < oo und E|Y|P < oo fir
p € [1,9] folgt EIX + Y] < 00 und [|X + Yl < 1XI|p+ [V,
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(vi) (JENSENsche Ungleichung) Es sei I C R ein Intervall, X : Q@ — R
eine Zufallsgroffe mit P(X € I) = 1, P-integrierbar und ¢ : [ — R
eine konveze Funktion, dann ist [ X dP =EX € I, o X ist quasi-
integrierbar und es gilt

H(EX) = o / XdP) < / o X dP = E(p(X))

Beweis: (i) Benutze g(t)1qx;>0 < 9(|X)1x;>g < g(]X]|) und die Mo-
notonie des Integrals.

)
)
(iv) klar
)
)

konvex, wenn fiir alle z,y € I und A € [0, 1] gilt:
Az + (1= Ny) < Ap(z) + (1= Nely) -

In Analysis I hatten wir gesehen, dass dazu dquivalent ist

p(t) — o) _ »ly) = ¢(z)

Ve,y,tel:x<t<y

t—=x o y—x
bzw.

1) — — ot

t—=x y—t

Daraus folgt, dass ¢ auf I stetig ist, denn sei zy € Io, s, t € I mit
s < xg < t. Ist nun zy < z < t, so folgt aus obigen Ungleichungen

p(z0) —p(s) _ pla) —p(ao) _ ¢(t) — p(zo)
To— S - T — X - t— xg

Daraus folgt sofort die rechtsseitige Stetigkeit. Die linksseitige Stetig-
keit beweist man analog. Also ist ¢ ist hochstens in den Randpunkten
von [ unstetig und somit ist jede konvexe Funktion BOREL-messbar!
Zum Beweis der Ungleichung: wir zeigen zunéchst m := E(X) € I.
a,b € R seien linker bzw. rechter Randpunkt von 7. Mit ¢ < X < b
folgt a < E(X) < b. Ist nun a € Rund a ¢ I, so ist 0 < X(w) —
a fiir alle w € , also a < m. Analoges folgt fiir b, also m € I.

Ist m kein innerer Punkt von I, so ist m € R rechter oder linker
Randpunkt von I. Also ist X(w) = m fir P-fast alle w € €, also
o(X(w)) = p(EX) = p(m) fur P-fast alle w € Q, also E(pX) =
P(EX). )

Es sei nun m € I. Nun konstruieren wir eine Stiitzgerade an den
Graphen von ¢ im Punkt (m, o(m)): Fir s,t € I mit s < m < t ist

*0(”2:“:(5) < ”(ti:‘;(m), also ist o := sup{%, s<m,sel}<oo
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und fiir alle t € I mit ¢t > m gilt:
p(t) = o(m) + ot —m) (1)

Fiir ¢ = m ist () auch richtig und sie gilt nach Definition von « auch
fur alle t € I mit ¢ < m. Somit gilt (T) fiir alle ¢ € I. Der Graph von
¢ auf I verlduft also stets oberhalb der durch t — p(m) + a(t —m)
definierten Stiitzgeraden. Es folgt

p(X (W) = p(EX) + (X (w) — EX)

Integration dieser Ungleichung nach P liefert die JENSENsche Unglei-
chung.

Korollar 2.9 Fs sei X € L5(Q, A, P). Dann ist X € L" fir1 < r < s.
(Wir hatten dies fir s = 2 und r = 1 verwendet.) Ist X P-f.s. beschrinkt,
X € L2(Q, A, P), so gilt

X[l T X oo (r — 00).
Beweis: Es sei p(t) = t/7, t > 0. Fiir r € [1,s] folgt aus der Jensenschen
Ungleichung:
r\1/r r 1/s r 1/s s\1/s
EIX1)Y = (p@IX])) " < (Be(X])) " =E(X)™. (1)

Ist X P-f.s. beschrankt, so ist X r-fach integrierbar fiir jedes » > 1. Mit (1)
folgt die Konvergenz von ||.X||, gegen einen Limes a. Aus |X| < || X||o P-f.s.
(siehe Analysis III) folgt || X ||, < || X||co fiir jedes r > 1, also a < || X |- Nun
zeigen wir noch a > || X||w: Fiir 0 < ¢ < || X|| ist P(|X]| > ¢) > 0. Weiter
gilt

@) = ([ xrap
{IX[>c}
> cP(|X|> ).
Also ist a = lim, o (E|X|")Y/" > ¢ fiir alle ¢ < || X]|o, also ist @ > || X]|e. O

Definition 2.10 Ist X = (Xj,...,X,) ein Zufallsvektor, so definiert man
den Erwartungswert komponentenweise durch E(X) = (EX;,...,EX,) € R™

Definition 2.11 Sind X und Y aus £'(Q, 4, P) mit X - Y € L1(Q, A, P),
so ist ihre Kovarianz Cov(X,Y’) definiert durch
Cov(X,Y) = E((X —EX)(Y —EY))
= E(XY)-EX)E(Y).
Ist X = (Xy,...,X,) ein Zufallsvektor mit X; € LY (Q, A, P), i =1,...,n,

und X;X; € LY(Q, A, P) fiir alle 4,5 € {1,...,n}, so ist die Kovarianzmatriz
Y(X) = (04(X)) definiert durch o;;(X) = Cov(X;, X;).
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Offenbar ist Var(X) = Cov(X, X) fiir eine eindimensionale Zufallsgrofie X. Ist
X ein Zufallsvektor, als Spaltenvektor geschrieben, so ist

Y(X) =E(X -EX)(X —EX)T).

Satz 2.12 (i) Sind X,Y € L*(Q, A, P), so ezistiert Cov(X,Y) und
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y).
(ii) Fir Xi,..., X, € L%, A, P) gilt
Var(d X;) =) Var(X;)+2 > Cov(X;, X))
i=1 i=1 1<i<j<n
(iii) Die Kovarianzmatriz ist symmetrisch und positiv semidefinit.
Beweis: (i) Folgt aus Cauchy-Schwarz und einfachem Nachrechnen,

(ii) analog
(iii) Fir Ay,..., A, € Rgilt

0 < E(i (X — IEXZ-))2
=1

= Zzn:)w)\] COV(XZ‘,X]') .

i=1 j=1
O

Definition 2.13 Zwei quadratisch integrierbare Zufallsgréffen X und Y hei-
Ben unkorreliert, wenn ihre Kovarianz verschwindet, d.h.

Cov(X,Y) = 0.

Fiir eine Menge X1, ..., X,, von Zufallsgroflen mit endlicher Varianz gilt
Var(z X;) = ZVar(Xj),
j=1 j=1
wenn X1, ..., X, paarweise unkorreliert sind.

Satz 2.14 X,Y,Z € L*(,A,P); a,3 € R. Es gilt

(i) Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

(ii) Cov(aX 4+ Y, Z) = aCov(X, Z) + S Cov(Y, Z)
(iii) Cov(X,aY + 7)) = aCov(X,Y) + B Cov(X, Z)
(iv) | Cov(X,Y)| < (Var(X))"?(Var(Y))!/?

Insgesamt ist also Cov(-,-) eine symmetrische Bilinearform auf L.

Beweis: Nachrechnen und bei (iv) CAUCHY-SCHWARZ. O
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Satz 2.15 Sei X € L*(Q, A, P) eine Zufallsgrifie. Dann gilt
Var(X) = E(X —EX)? = min E(X — a)?
ac

Beweis: Fiir a € R ist E(X —a)? = E(X —EX)? + 2E(X — o)E(X — EX) +
(EX —a)®. DaE(X — EX) =0, wird E(X — a)? fiir a = E(X) minimiert.

Wir wollen uns speziellen Situationen und Beispielen zu den neuen Begriffen
in diesem Kapitel widmen:

Beispiel 2.16 Sei X > 0 eine Zufallsgroe auf (€2, .4, P) und X (Q2) abzahl-

bar. Dann ist
E( Z rlix— m}) Z rP(X

z€X(Q z€X(Q
Falls nicht notwendig X > 0, Jedoch X qua81—1ntegr1erbar ist, so gilt

= > zP(X=2)- > (-2)P(X =x).

zeX(Q) zeEX(Q)
x>0 z<0

Ist insbesondere €2 abzéhlbar und X > 0, so gilt X = _ X (w)lyy), also

E(X) = Y XWE(lw) =Y X(@)P{w})

= ) X(wpw), mit pw)=P{w}).
weN

Beispiel 2.17 (Fairer Minzwurf) Q= {0, 1}N, A, P, siehe Beispiel 1.29.
(a) Sei X]<(xz)z> = g fiir (z;); € Q und j € N. Dann ist

E(X;)=1-P(X;=1)4+0-P(X; =0)=1/2.

(b) Sei S, := X1+ --+X, (= Anzahl der Erfolge in n Wiirfen) mit (X;),;—1, .,
wie in (i), dann ist fir k € {0,...,n}

P(S,=k= Y P(Xlle,...,Xn:xn):(2)2‘”

(@1, on)€{0,1}7
n —
Sy wi=k

und E(S,) = Z] {E(X;) = ;
(c) Sei T : Q@ — NU {oo} die Wartezeit auf die erste Eins, d.h. T(w) :=
min{n € N|X,,(w) = 1}, dann ist

PT=k)=P(X,=Xy=-=X3,1=0,X,=1)=2"" k€N,
und E(T) = S5°  kP(T =k) = > 00  k27F = 2.
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(d) Wir starten mit einem Einsatz von einer Einheit und verdoppeln den Ein-
satz bis 1 auftritt. Der Einsatz in der n-ten Runde ist dann X,, = 2”_11{T>n_1}
mit 7" wie in (iii). Daher ist

1
E(X,) =2""'"P{T >n—-1}) = 2”—1(5)"—1 =1.
Aber lim,, o, X,, = 0 P-fast sicher (fiir alle w # (0,0,0,...)).

Beispiel 2.18 (geometrische Wahrscheinlichkeit) Konstruktion einer Gleich-
verteilung auf S' (Sphiire)

Problem: S' = {(z,y) € R? : 22 +y? = 1} als Teilmenge von R? hat Lebesgue-
MaB 0! Die Abbildung T : [0,27) — S', ¢ +— (cos¢,sin¢) ist bijektiv und
Bj 9z)/ Bgi-messbar. T' iiberfithrt jedes Teilintervall I von [0, 27) in ein Kreis-
randsegment K := {(cos ¢,sin ¢), ¢ € I} derselben Linge (zeigen wir gleich).
Sei nun ¢ eine auf [0,27) gleichverteilte Zufallsgrofe. (Allgemein: Ist  eine
Borel-messbare Teilmenge des R? mit 0 < )\d(Q) < 00, dann heifit das W-Maf}
P : B — [0, 1], definiert durch P(A) =
besitzt I' o ® eine Verteilung () mit

/\d(Q Gleichverteilung auf €2.) Dann
A(I)  Lange von K;
2 27
fiir alle Intervalle I C [0,27). @ heifit Gleichverteilung auf S*.
Dies sieht man so: Die Linge L(K) einer differenzierbaren Kurve K : [ — R?
berechnet sich zu L(K) = f; || K'(t)|| dt, wobei || - || die euklidische Norm ist
und a,b die Randpunkte von I (sieche Beispiel 42.14 (i), Analysis III). Fiir
K; =T(1) liefert das speziell:
b
L(Kp) = [ [T(@)lldé = b—a=A(I),

Q(K}):P(FOQ)EK[):

denn I'"(¢) = (—sin(¢), cos(¢)) u d somit ||IV(¢)|| = 1 fiir alle ¢ € [0, 27). Da
PTo®c K;) = P(® e I) =22 folgt die Behauptung.

Beispiele 2.19 (a) Binomialverteilung (siche 1.20,a)

Es sei X nach b(n, p) verteilt (also X = X +- -+ X, mit X, so dass P(X; =
l)=pund P(X;=0)=1—p, 0 <p <1, wissen wir aber noch gar nicht!)

E(X) = Zn: k(Z)pk(l —p)" F=npp+ (1 —p)" "t =np

=) :w() 0 I () B

= np[(n —1)p+1] = np(np + (1 — p)),

also Var(X) = np(1 — p).
Aber: Bitte, diese Herleitung nicht merken.
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Sei X’ = 2X — n. Die Verteilung von X’ ist das Bild der Verteilung von X
unter der Abbildung z +— 2x — n. Also besitzt X’ die Verteilung

k=0

X' hat die Werte —n, —n +2,...,n —2,n und heiit daher symmetrische oder
symmetrisierte Binomialverteilung. Speziell ist bs(1,p) = (1 — p)d_1 + pdy.
(b) PoissoN-Verteilung (siehe 1.20,b) X sei m,-verteilt, dann ist

% k
E(X) = Ze‘o‘%k‘:a und
k=0 '
2 S o N af 2
E(X?) = Ze‘o‘ﬁk‘ :Ze_"‘(k_l)!(k:—1+1):a +a,
k=0 k=1

also Var(X) = a.
(¢) Normalverteilung (siehe 1.20,¢) : Sel Vy o2 1= gao2 - AL, s0 gilt T(vg;) =
Voo flit T'(x) = o+, € R, 0 > 0. Jede N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable X
ist p—fach integrierbar fiir jedes p > 0, denn aus %k, <efirt>0,k=0,1,2,...
folgt

|z|Pe="" 2 < 2PEl|z P2 (z £0) .
Nun ist z — |z|* fiir @« < —1 iiber R\ [—1,1] A-integrierbar und somit ist
x — |z|P go1(x) offenbar A\'~integrierbar iiber R fiir jedes p > 0, indem man &
hinreichend grofl wahlt. Also existieren

(o)

M, =E(X") = / x"go1(z) dx

fiir ganzzahlige n > 0. Natiirlich ist Ms,_1 = 0, k € N, da hier der Integrand

ungerade ist. Also E(X) = 0 fir N(0,1)-verteiltes X und E(X) = o fir
N(a, 0?)-verteiltes X. Fiir gerades n > 2 gilt

/ z"go1(x)dx = —x”_lgm(m) T2 +(n — 1)/ x"_2go,1(x) dz |

oo —00

denn go; ist Stammfunktion von z — —zgo;(z) und alle Integranden sind
stetig, so dass diese Integrale auch als absolut konvergente Riemann—Integrale
existieren. Wir konnen also partielle Integration anwenden. Es folgt

Mgk = (2]{3 — 1)M2k_2 s keN.

Mit My = 1 folgt My, = 1-3-5----(2k—1), k € N. Insbesondere ist E(X?) =1
fiir N (0, 1)-verteiltes X und E(X?) = o?+0? fiir N(a, 0?)-verteiltes X . Somit
ist Var(X) = o2 Weiter folgt fiir N(«, 0?)-verteiltes X:

E(X") =Y (Z) oFan kM, |

k=0
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Dazu verwende T'(z) = oz + o und
E(X") — / 2 dve o () = / 2" dT(vp1) ()
R R
= /(J:E +a)" dyy(x) .
R

(d) Caucny-Verteilung v, (siche 1.20, d): X sei Cauchy-verteilt mit Pa-
rameter a > (0. Der Erwartungswert existiert nicht, denn aus fon Tz de =

5 log(1 4 n?) folgt

E(X*) = E(X~) = /OOO

X ist nicht einmal quasi—integrierbar.

dr = 400 .

1+ 22

(e) Mehrdimensionale Normalverteilung auf R™: X sei standardnormalverteilt
auf R" (siehe 1.23), dann ist

1 n
E(X;) = (27)"/? / zrexp(—= 3 a2) dA"(z) = 0 .
R7 2 —
Fir 4,5 € {1,...,n} mit i # j gilt

E(X;X;) = (2m) "/ /

n

1 n
T exp(—§ Z r3) d\"(z) = 0
k=1
und weiter gilt

B(XP) = (g o0y AN () =

n

1
V2T

/m?e‘w?/z d\(z;) =1.
R
Also ist (X)) die Einheitsmatrix.

Sei X ein n—dimensionaler Zufallsvektor mit Kovarianzmatrix ¥(X) und Er-
wartungswert a € R™. Weiter sei A eine m x n-Matrix, b € R™ und
Y := AX + b, dann ist E(Y) = Aa + b und

2(Y) = E((Y - E)(Y —E(Y)))
- E(A(X —a)(X — a)tAt> = AN(X)A! .

Also ist fiir die allgemeine Normalverteilung in 1.23,ii) die Kovarianzmatrix
gleich AA! und der Vektor der Erwartungswerte gleich b.

Wir schlieflen dieses Kapitel mit einer niitzlichen Abschétzung.

Satz 2.20 Sei X eine N(0,0?)-verteilte Zufallsgréfe, dann gilt fiir alle n >
0:

2

2
ll € 202

_1 _n_ _1
(271') 20'27—}—’)726 202 <P(X27’]) < (27T) 2

o
n
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Beweis: Wir zeigen den Fall ¢ = 1. Der allgemeine Fall folgt, indem man X
durch ¢ X ersetzt, und somit n durch n/o. Es gilt

P(X > n) = P¥([n,00)) = wa([n, 00)) = (2m) "2 /OO e dr

/00 e T2 dy < /00 Ee_”ﬂ/2 dr = 1/OO re /2 dy = 16_772/2 .
n n n Ui n n

Mittels partieller Integration folgt andererseits
/ 722 g = l6_772/2 — / e "2 dy ,
U n U
1

Ze? = / (14272 de < / (1472 dx
n 7 7
und dazu dquivalent

und

also

N2 / T g
1+ n? .

O

Den néchsten Satz werden wir in den folgenden Kapiteln noch deutlich
verscharfen.

Satz 2.21 [Schwaches Gesetz der groflen Zahlen] Fiir jedes n € N seien
paarweise unkorrelierte Zufallsgrofien Xq, ..., X, gegeben, die alle den gleichen
Erwartungswert E € R und die gleiche Varianz V < oo besitzen. Sei %Sn =
L(X1+ -+ X,,), dann gilt fir jedes € > 0
1

lim P(|=S, — E|>¢) =0.

n—oo n
Beweis: Die Linearitéit des Erwartungswerts liefert E(+S5,) = E und auf Grund
der paarweisen Unkorreliertheit ist

1 1 1 1
Var <_Sn) = —Var(X;+ -+ X,) = —nVar(X;) = -V .
n n? n? n

Also folgt mit der Tschebyschev-Ungleichung
Var(+S,)
< Tinn)

p(|Ls. 5] 0) < 5%

22
und dies konvergiert gegen Null fiir n — oo. O

Man spricht in Satz 2.21 auch von Konvergenz in Wahrscheinlichkeit oder
stochastischer Konvergenz. Dies betrachten wir spéter genauer.






KAPITEL 3
Produktriaume

In der Wahrscheinlichkeitstheorie mochte man endlich viele oder unendlich
viele zuféllige Experimente behandeln. Allgemein spricht man von gekoppelten
Zufallsexperimenten. Wir stellen in diesem Kapitel die mafitheoretische Grund-
lage zur mathematischen Beschreibung gekoppelter Experimente bereit. Nach
der Erinnerung an endliche Produktrdume und Produktmafle konstruieren wir
Produkt-Wahrscheinlichkeitsmafie auf unendlichen Produktrdumen.

Gegeben seien fortan endlich viele Mafirdume (€, A;, i), 7 = 1,...,d. Es
seien

d
Q= x - x Q=[]
j=1

und p; 0 Q — Q) w = (W,...,wg) — w;, 1 < j < d, die Projektions-
Abbildungen.

Fiir zwei Mafirdume hatten wir die Produkt-o-Algebra A; ® A, definiert als
die von

{Al XAQI Al EAl, A2 EAQ}

erzeugte o-Algebra. Es ergab sich z.B. BP @ B4 = Bt p q € N (siche De-
finition 35.1 und Beispiel 35.2, Analysis III). Damit ist die Definition einer
Produkt-o-Algebra auf €2 zwar klar, nur geben wir hier aber eine zweite Defi-
nition:

Definition 3.1 Es sei Q) eine Menge. Ist (€2, A;);c; eine Familie messbarer
Réaume und T; : Q — €, fiir jedes ¢ € I eine Abbildung von 2 nach €;, so heif3t

U((Tz’)z’el) = U(U Ti_l(-Az'))

icl
die von (T});er (und (£, A;)icr) erzeugte o-Algebra. Dabei ist
Ty (A) = {T 1 (A), A e Ai}.

Dies ist die kleinste o-Algebra A, so dass jedes T; A/A;-messbar ist. Fiir
I ={1,...,n} bzw. I = N schreiben wir o(T1,...,T,) bzw. o(T1,Ts,...).

35



36 3. PRODUKTRAUME

Definition 3.2 Die von den Projektionen pq,...,pg auf Q :=Qy x .-+ x Qy
erzeugte o-Algebra

d
®A] :A1®®Ad :U(p177pd)
j=1

heift das Produkt der o-Algebra A, ..., Ay oder auch die Produkt-o-Algebra
von Al, ce ,.Ad.

Der folgende Satz schliagt die Briicke zu unserer alten Definition aus Analy-
sis III:

Satz 3.3 Fiir jedes 1 < j < d sei &; ein Erzeuger der o-Algebra A; iber €2;
und &; enthalte eine Folge (E;i), mit Ej, T Q;. Dann wird Ay @ --- ® Ag von
dem System £ X -+ x &; aller Mengen Ey X --- x Eq mit E; € & erzeugt:

d
®Aj:a(51><---><€d).
j=1

Insbesondere gilt ®?:1 A =0(A; x - x Ay).

Beweis: Es sei A eine o-Algebra iiber (2. Zu zeigen ist: Jede Projektion p; ist
genau dann A/ A;-messbar, wenn Ey X --- X E; € Aist fiir alle E; € &;. Nach
Satz 29.3 aus Analysis I1II ist p; genau dann A/A;-messbar, wenn aus E; € &;
stets pj_l(Ej) € A folgt. Dann liegt auch By x -+ - x Eg = p; ' (Ey)N---Np; ' (Ey)
in A.

Gilt umgekehrt Ey x--- x E; € Afiir alle Ej € &, so liegen fiir jedes gegebene
j=1,...,dund E; € & die Mengen

FkZ:ElkX"'XEj_l,kXEjXEj_;.LkX"'XEdk, kZl,

in A, und die Folge (F},);, steigt gegen €y X -+ - X Q1 X Ej X Qg X -+ x Qg =
p; ' (E;) auf, also ist p; ' (E;) € A. O
Satz 3.4 Bezeichnen (Q;, A;), 0 < j < d, messbare Riume, so gilt: Eine
Abbildung f: Qo — Q1 X -+ x Qq ist genau dann Ag/ A ® - - - @ Ag-messbar,
wenn jede der Abbildungen pjo f, 1 <j <d, Ay/Aj-messbar ist.

Beweis: Da die Komposition messbarer Abbildungen messbar ist (Satz 29.5,
Analysis I1I), folgt die eine Richtung sofort. Fiir die Riickrichtung nutzen wir,
dass

d
e=Un'A)
j=1

ein Erzeuger von A; ® -+ ® Ay ist. Jede Menge E € &£ ist von der Form FE =
pj_l(Aj) mit A; € A; und j € {1,...,d}. Somit gilt f~1(E) = (p;o f)"'(4;) €
Ap. Damit ist nach Satz 29.3 aus Analysis 11T f Ay/ A1 ®- - ® Ag-messbar. [
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Unter welchen Voraussetzungen 148t sich die Existenz eines Mafles p auf
(Q, ®;-l:1 A;) zeigen, das der Bedingung

p(Ar X o x Ag) = pa(Ar) - .. pa(Aa)

fir alle A; € A; geniigt? Fiir d = 2 tragen wir die Resultate aus Kapitel 35,
Analysis I1I, zusammen:

Satz 3.5 (i) Sind py und o o-endlich, so gibt es genau ein Maf$ 11 @ po :
A1 ® Ay — [0, 00] mit 11 @ pa(Ar X Ag) = (A pe(Az), A € A;, i =1,2.
Das Maf$ 1 ® po ist o-endlich (Satz 35.7) und heifst das ProduktmaBl von
und po (Definition 35.8). Wir hatten insbesondere gesehen:

N RN =N pqgeN.

(ii) (Satz von FUBINI) Wieder seien py und py o-endlich. Fir jede nicht-
negative Ay ® As-messbare numerische Funktion f sind die durch

Wy — g flwi, ws) dus(wa)  bzw.  wq +— i f(wr,ws) dpy (wr) (3.1)

auf §1 bzw. Q) definierten nicht-negativen Funktionen Ai-messbar bzw. As-
messbar und es gilt

/ Flwn,ws) diin ® pa(wr, ws) = /
QlXQQ

951

:/Q ( g f(wl,WQ)d,Ul(wl)>d:u2(w2)‘
(3.2)

( g f(wlawz)dﬂz(w2)> dpir(wr)

Ist f: Q x Qy — R g ® pg-integrierbar, so ist f(wi, -) po-integrierbar fiir
p1-fast alle wy € Qy und f( -, we) ist py-integrierbar fir us-fast alle wy € €.
Somit sind die Funktionen (3.1) p1- bzw. po-f.i. definiert und pi- bzw. po-
integrierbar und es gilt (3.2).

Wir kénnen (€4 X+ - -xQq_1)xQq und QX+ - - x Qg mittels ((wy, ... wg_1), wg) —
(w1, ... ,wq) identifizieren und erhalten damit auch

AR A1) A=A Q- QA . (3.3)
Es gilt sogar

<é“4j) ® < é Aj) zéAj fiir alle 1 < k < d.
i=1 e

j=k+1
Mittels (3.3) kann dann die Existenz des Produktmafles fiir beliebige d > 2
per Induktion bewiesen werden.
Es gilt also:
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Satz 3.6 Zu gegebenen o-endlichen Maflen pi,...,uq auf (21, Ap),...,
(Qq, Ag) gibt es genau ein Maf p auf (H;l:l Qj, ®§l:1 A;) mit

p(Ar X - X Ag) = pa(Ar) - pa(Aa)

fir alle Aj € A;, 5 =1,...,d. pu ist o-endlich und heifst Produkt der Mafle
Wi,y g bzw. Produktmafl und wird mit

d
®Mj:M1®~-'®Md-
j=1

bezeichnet. Es gilt

@n)o(§n)-@n 1crca

(Assoziativitdt)

Mit (3.4) und einer Induktion iiber d kann man den Satz von FUBINI iiber-
tragen (Ubung!).

Wir betrachten nun den Fall, in dem jedes der Mafle 1; mit einer reellen Dichte
f; > 0 versehen wird. Dann ist mit p; auch v; := f;p; o-endlich (dies beweisen
wir hier nicht, da unsere Mafie immer W-Mafe sind) und es gilt:

Satz 3.7 Fir jedes j = 1,...,d seien (2, A;, u;) o-endliche Mafrdume,
fi = 0 reelle Aj-messbare numerische Funktionen auf Q; und v; = fu;.
Dann ist das Produkt vy ® - -+ ® vyq definiert und es gilt

V1®"'®Vd:(fl®“‘®fd)‘(,ul®“‘®,ud)
mil
f1®-® falwr, ... wq) == fi(wr) - falwa)
( Tensorprodukt von fi,..., fi).

Beweis: Wir beweisen hier nur den Fall d = 2, der Rest folgt per Induktion.
Es seien A; € A;, i = 1,2, dann ist

w(An(de) = ([ hdm)( [ fdp)
- / / Ly (1) f1 (1) Ly () fo w2) i (don ) ia (o)
- / / Lyt (@1, ) 1 ® folwr, wa) pa (dewn) pin(den)

F
e / fi ® fad(pn @ pa).
A1><A2
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Es folgt mit Satz 3.5(i)
N Qv =(fi® fa) (1 @ pa) . O

Die folgende Anwendung des Satzes von FUBINI ist sehr niitzlich. Sie erlaubt in
bestimmten Situationen p-Integrale durch LEBESGUE-Integrale auszudriicken:

Satz 3.8 FEs sei (2, A, p) ein o-endlicher Mafiraum und f eine nicht-
negative A-messbare reelle Funktion. Ferner sei ¢ : [0, c0) — [0, c0) eine
monoton wachsende stetige Funktion mit ¢(0) = 0, die auf (0, co) stetig dif-
ferenzierbar ist. Dann gilt fir alle A € A

/A oo fdu= /( EUNTEDLRRD
- [ ¢wutts =0 naa

Beweis: Sei p zunéchst endlich. Dann kann ohne Einschrankung A = € gesetzt
werden, denn mit

fi=p(- NA)

/Aswfduz/wfdﬂ

p({f>t3nA) =a(f >1)

fir alle A € A. Sei \* das auf (0, oo) N B! definierte Lebesgue-MaB. Da ¢

monoton wachsend ist, gilt ¢'(¢t) > 0 fiir alle t > 0. Die stetige Funktion ¢’ ist

wegen [+, a] 1 (0, a] iiber jedem Intervall (0, a], a > 0, A*-integrierbar und

gilt

und

[, o= tim [F0d =)~ lim o1/m) = e,

da ¢(0) = 0 und ¢ in t = 0 stetig. Aus f > 0 folgt

/ SN () = o(f(w), weS.
(0, f(w)]

Es folgt
[eoran=[( /(va(w)] §(1) X (d)) p(do)

— [[ ¢ 010010 X (@0 i)
— [[ ¢ @16, X (@) n(a)
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mit F = {(w,t) € @ x (0, 00) : f(w) > t}. Die letzte Gleichheit folgt, da
E e A® (B'N(0, +00)). Wenn dies geklért ist, liefert der Satz von FUBINI

/<p0fdu // B 1p(w, £) p(dw) N (dt)
— [oyuE)xn = [ e ou(ts = 0) v,

denn der ¢-Schnitt von E ist die Menge aller w mit f(w) >t. Da t — p({f >
t}) linksseitig stetig und monoton fallend ist, hat die Funktion hochstens
abzdhlbar unendlich viele Unstetigkeitsstellen auf (0, 00). Zusammen mit der
Stetigkeit von ¢’ liefert dies die uneigentliche RIEMANN-Integrierbarkeit von
t— ' (t) p({f > t}) auf (0,00), wobei der Wert co zugelassen ist.

Zu zeigen bleibt: E € A® (B' N (0, 00)):

Es sei F(w,t) := (f(w), t), dann ist F A®(B' N (0, 00))/B*messbar, denn
jede Komponente ist messbar, also verwenden wir Satz 3.4. Dann liegt E in
A®(B' N (0, 00)), denn E ist das Urbild unter F des abgeschlossenen Halb-
raums aller (z, y) € R? mit z > y.

Ist 1 o-endlich, so folgt die Aussage einfach mit dem Satz von der monotonen
Konvergenz. Dies ist eine Ubung. 0J

Bemerkung 3.9 Die Aussage gilt analog, wenn man p({f > ¢}) durch

w({f > t}) ersetzt, denn ¢ — p({f > t}) hat hochstens abzihlbar viele
Unstetigkeitsstellen, also ist

w({f > 1) =n({f 2 1)) M

Beispiel 3.10 Es sei p(t) = t*, p > 0. Fiir jede A-messbare reelle Funktion
f >0 folgt

Jrau=n [ otttz o)

und fiir p =1

Jrau=[ wltr=mx@ = [uts =)

Das Integral [ fdu wird “vertikal”, das Integral auf der rechten Seite jedoch
“horizontal” gebildet.

Ist X eine nicht-negative Zufallsgrofie auf einem W-Raum (2, A, P), so folgt
insbesondere

E(X) = /OOO P(X > t)dt

E(Xp):/ ptP ' P(X >t)dt, p>0.
0



3. PRODUKTRAUME 41

Aus der letzten Gleichung folgt
> pn =171 P(X > n) <E(X?)

n>1
SZp(n+1)p_1P(X>n), p>1.
n>0

Ist X eine Zufallsgrofle und existiert E(X), so folgt durch Zerlegung von X in
Positiv- und Negativteil

E(X) = /OOO(P(X >t) — P(X < —t))dt.
Existiert auch Var(X), so gilt
Var(X) = /0 T2 = WP(X > 1)+ (2 + p)P(X < 1)) dt
mit = B(X).

Satz 3.6 liefert uns zu d Experimenten (€2;, A;, p1;),7 = 1,...,d, einen gemein-
samen W-Raum (], @ A;, @ 1), der die Ausfiihrung der d Einzelexperi-
mente beschreibt. Die Wahl des Produktmafles bekommt in Kapitel 5 die In-
terpretation stochastisch unabhéngig ausgefiihrter Teilexperimente. Zunéchst
wenden wir uns aber der Frage nach der Konstruktion eines W-Raumes fiir
unendlich viele Experimente zu.

Es sei I eine nichtleere Indexmenge und (€;, A;, P;)ic; eine Familie von W-
Raumen. Fir K C I setzen wir

Q=[] Q=][%.
ieK i€l
Q ist die Menge aller Abbildungen w : K — J;c,c € mit w(i) € ; fiir alle
1 € K. Wir restringieren diese Abbildung auf eine nichtleere Teilmenge J C K
und erhalten die Projektionsabbildung
Py Qx — Q.
Fiir K = I setzen wir py := p} und pf := pg} fiir J = {i}, speziell p; := p!.
Es gilt
pﬁzp{,{Opf{, JCKCL,
insbesondere
ps=p5opk, JCK.

Es sei H = H(I) das System aller nichtleeren, endlichen Teilmengen von I.

Fir J € 'H sind
AJ::®AZ', PJZ®PZ

icJ e
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definiert (Definition 3.2, Satz 3.6). Als Produkt-o-Algebra fiir unendlich viele
o-Algebren wihlen wir mit Definition 3.1

A= ®Ai =0 ((pi)ier) -
icl
Fiir jedes J € H ist dann p; A/ A -messbar, denn A; = o(p/, i € J) und
p; = pj o py fiir jedes i € J (wir verwenden also Satz 3.4). Es gilt also

U((pi)iel) =o(ps, J €H).

Welche Eigenschaft erwarten wir von einem Maf§ P auf (2, A)? Fiir A; € Ay,
..., A, € A, (bei einer Folge von W-Raumen (9, A,, P,)) soll A = A; x
s X Ap X Qa1 X Qpio X ooLin A liegen und P(A) = Pi(Ay) -« - P.(A,) gelten.

Allgemein wiinschen wir also
P(pjl(HAi)) =[[PA), JeHr AcA ic.
ieJ ieJ
Also soll p;(P) gleich Py sein fiir J € H, denn Py ist das einzige derartige Maf3
(siche Satz 3.6).

Gibt es ein W-Maf3 P auf A derart, dass dessen Bild unter jeder Projektion
Py mit J € H glelch PJ ist?

Satz 3.11 (von ANDERSEN und JESSEN) Auf der o-Algebra A :== @), A;
existiert genau ein Maf3 P derart, dass fir jede Menge J € H(I) gilt

pJ(P) = PJ.
P ist ein W-Maf.

Bevor wir den Beweis fiithren, machen wir ein paar Vorbetrachtungen:

Fir JJK € H, J C K, ist p&¥ Ax/A;-messbar, denn die Mengen [[,_; A;,
A; € A; i€ J, erzeugen Ay und (p) 7 (TTe; Ai) = [Licx A} mit A} = A; fiir
i€ Jund A, =Q firie K\J.

Es gilt
H Pi(A]) = H Pi(4;),
i€k ieJ

also mit Satz 3.6

pX(Px)=P;, JCK,JKeH.

Wir setzen Z; := p;'(Ay), J € H. Diese o-Algebra heifit die o-Algebra der
J-Zylindermengen. Es ist (p%) ™ (A;) C Ax. Mit py = p¥ o px folgt

Z;,CZ2Zgx, JCK JKeH. (3.5)

Z = UZJ.

JeH

Sei
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Wir nennen Z das System der Zylindermengen. Je zwei Zylindermengen
Zy,Zy € Z liegen in ein und derselben o-Algebra Z; fiir ein J € H. Fiir
Zi€ Zy,,i=1,2,ist J; UJy nach (3.5) geeignet. Z ist also eine Algebra, i.a.
jedoch keine o-Algebra. Es gilt aber

A=0(2)
nach Definition und A = o(p,, J € H).

Nun kommen wir zum Bewels von Satz 3.11 in vier Schritten.

Bewets von Satz 3.11:

1. Schritt: Um p;(P) = P; zu erreichen, muss das gesuchte P auf Z = p;'(A)
den Wert P;(A) bekommen, J € H, A € A;. Dieser Wert darf nur von Z,
nicht von der speziellen Darstellung Z = p;'(A) abhiingen!

Es sei Z = p;'(A) = pi'(B), ;K € H, A€ A;, B € Ax. Wenn J C K ist,

so gilt
Py (A) = p ((PF)71(A)),
also
px' (B) = px' (B')
mit B’ := (p§¥)~1(A). Es gilt B = B’ = (p%¥)~'(A), also
Pr(B) = P;(4).
Fir J und K beliebig setze L := JU K, also J C L, K C L. Also gibt es ein
C e A; mit
. (C) =p;'(A) = pi' (B),
also PL(C) = PJ(A) und PL(C) = PK(B), und somit PJ(A) = PK(B)
Somit ist durch P, (pjl(A)) = P;(A), J € H, A € A, eine Funktion P, auf
Z definiert.
2. Schritt: Py : Z — R ist ein Inhalt, also Py > 0, Py(#) = 0 und P, ist endlich
additiv:
Seien Y, Z € Z, disjunkt, so existiert ein J € H mit Y = p;'(A4) und Z =
p;'(B) fiir geeignete A, B € Ay. Mit Y und Z sind auch A und B disjunkt,
Y UZ=p, (AU B), also
P(YUZ)=P;(AUB)=P;(A)+ P;(B)=Fy(Y)+ Py(Z).

Wir zeigen noch die o-Additivitdt von Py, denn dann sind wir schon fertig: P
ist dann die einzige Fortsetzung von P, zu einem Maf auf o(Z) = A (siehe
Satz 28.8 und Satz 28.11, Analysis I1I). P ist ein W-MaB, denn Q = p;'(Q;),
J € 'H, also ist €2 eine J-Zylindermenge und es gilt

P(Q) = Py(2) = P;(2;) =1.
3. Schritt: Zu Z € Z und J € H betrachte
VACEES {w €Q: (wy,prs(w)) € Z}.

Dies ist fiir jedes wy € 25 eine Zylindermenge:
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Aus Z = pg'(A) fiir ein K € H, A € Ak, und ohne Einschrinkung J C K
folgt
7Y% = {w’ : (wy, w}{\J, w’I\K) € Z}

= {w’ : (LUJ, wK\J) € A}

= {w, : WIK\J € AWJ}
mit A, == {w}{\J D (wr, wivg) € A}, der w;-Schnitt von A in Qg. Also ist
Zwi :p;(,l\J(AwJ)‘
Es gilt

Po(Z) = /Po(ZwJ) PJ(dWJ) .

Natiirlich ist A,,, € Ag\; und der Satz von Fubini liefert

PQ(Z) = PK(A) = /PK\J(AMJ)PJ(CZWJ) .

Da Py(Z“7) = Pg\j(As,), folgt also die Behauptung.

4. Schritt: Wir zeigen, dass Py (-stetig ist, d.h. dass fiir jede Folge (B,,), von
Ereignissen mit B,, | 0 gilt: lim,, .., Py(B,,) = 0. Daraus folgt die o-Additivitéit
nach Satz 27.15, Analysis III.

Sei (Z,), eine antitone Folge von Zylindermengen mit « := inf,, Py(Z,) > 0.
Wir zeigen, dass ﬂ@l Z,, nicht leer sein kann.

Es gilt Z, = pjnl(An), Jo € H, A, € A; . Ohne Einschrinkung kann J; C
Jo C ... angenommen werden. Die Funktion

Ji Po(th)
ist A j,-messbar (nach Satz 3.5(11)), also liegt
Qn = {le €y PO(Z:Jl) > a/2}
in A;,, also folgt aus Schritt 3

Oé<P0 / / PO le PJl(de1>

< Py (Qn) + 57

also P, (Qn) > § > 0. Mit (Z,), ist auch (Q,), antiton und P;, ist (-stetig,
also kann ﬂn21 (2., nicht leer sein, es existiert also ein wy, € ﬂ@l Q,, mit

PO(Z%) > % >0 furallen>1.
Ist Jo # Ji, so liefert Schritt 3 die Existenz eines w,\ s, mit
PO((Z:Jl)“Jz\Jl) > % fir allen > 1.

Es gilt wy, == (wy,, wi\) € 2y, und
7y = 72,
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also

Py(Zy)> = >0 fiir allen > 1

a
4
und

wn = pﬁ (wJ2) :
Ist J;1 = Jy, wihlen wir wy, = wy,. Vollstdndige Induktion liefert: Zu jedem
k € N existiert ein wy, € Q;, mit

Py(Zy*) > 27Fa > 0, p§k+1(wjk+1):wjk, n,keN.

k
Also existiert ein wy € Q mit py, (wo) = wy, fiir alle k > 1 und Z,;"" # (), also
existiert ein @, € Q mit (wy,, pr s, (@n)) € Zy.

In der J,-Zylindermenge Z,, liegt dann auch der Punkt (w Tns DI\J, (wo)) = wp.
Also ist wg € Z,, fiir alle n > 1, d.h. (5, Z,, # 0. O

Definition 3.12 Das nach Satz 3.11 eindeutig bestimmte W-Mafl P heifit
das Produktmaf der W-Mafe (P;);e; und wird mit

QP

icl
bezeichnet. Der W-Raum
(1o ®4.®r)
icl iel iel

heif3t Produkt der Familie ((QZ, A, R)>Z <7 von W-Raumen und wird mit
iel
bezeichnet.






KAPITEL 4
Konvergenz von Zufallsvariablen und Verteilungen

Wir stellen vier verschiedene Konvergenzbegriffe fiir Folgen von Zufallsvaria-
blen vor. Es sei (€2, .4, P) ein W-Raum und (X,), eine Folge von Zufallsgrofien
und X eine weitere Zufallsgroe auf (€2, A, P).

Definition 4.1 Die Folge (X,,), konvergiert P-fast sicher (P-f.s.) gegen die
ZufallsgroBe X, wenn gilt

P({w e Q: lim X, (w) existiert und stimmt mit X (w) iiberein}) = 1

oder kurz P(X,, — X) = 1. Man schreibt dann X,, — X P—f.s. oder X,, — X
f.s., wenn iiber P kein Zweifel besteht.

A ={X, — X} ist eine messbare Menge, denn
4 = MU N WX = X] < 1k, 1X] < 00)
k>1m>1n>m

U{X, >k, X = oo} U{X, < —k, X = —o0}) .
Lemma 4.2 Aus X,, — X f.s. und X,, — X' f.s. folgt X = X' f.s.

Beweis: In der Menge {X,, — X} N {X,, — X'} gilt X = X', also P(X #
X') < P(X, /> X) + P(X, /> X') = 0. O

Wir betrachten nun ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die fast
sichere Konvergenz:

Satz 4.3 (X,), konvergiert genau dann f.s. gegen einen reellen Limes X,
wenn

lim P(sup\Xn—X\ >€) =0 fir allee > 0.

n>m

Beweis: Da X reellwertig ist, konvergiert (X,,), genau dann f.s. gegen X, wenn

A = N YUix.—X|>1/k}

k>1m>1n>m

= U ﬂ {sup|Xn—X\>1/k‘}

k>1m>1 "2

47
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Wahrscheinlichkeit 0 hat, also
P< N { sup | X, — X| > 1/k}) = lim P<sup X, — X| > 1/k> —0
m—0o0 an

m>1 n>m

fiir alle £ > 1 gilt. O

Satz 4.4 (CAucHY-Kriterium) X, — X f.s. fir einen reellen Limes genau
dann, wenn

lim P(sup | X — Xon| > 6) =0

m—0o0 TLZm
fiir alle € > 0, wobei wir oo — oo| = | — 00 + 00| = 0o setzen.
Beweis: ,= “:
P(sup X, — Xon| > g) < P<sup X, — X| > 5) + P(\Xm ~X|> f)
< 2P<sup X, — X| > f).
n>m 2

Nach Satz 4.3 konvergiert die rechte Seite der Ungleichungskette gegen Null
fiir m — oo.

,<= ‘1 Essei Yy, i=sup; s, [ Xp — Xj[, n > 1. (Y,), ist eine monoton fallende
Folge nichtnegativer Zufallsgroflen und es gilt
P(sup Y, > 6) =P(Y,, >¢) < 2P<sup | X — Xon| > %) )
n>m n>m

Die rechte Seite konvergiert nach Voraussetzung gegen Null fiir m — oo. Nach
Satz 4.3 folgt somit Y,, — 0 f.s. Es sei A := {Y,, — 0}, dann bildet (X, (w)),
fiir jedes w € A eine CAUCHY-Folge in R, hat also einen Limes X (w). Fiir
w € A° setzen wir X (w) =0, so dass X,, — X auf A, also fast sicher. O

Es sei an die £,-Konvergenz erinnert, siche Definition 33.11, Analysis III.

Definition 4.5 (X,,), C £,(, A, P), p > 0, konvergiert im p-ten Mittel
gegen eine Zufallsgrofe X, falls X € £,(2, A, P) und

E(|X, — X|?) — 0 fir n — oo .

Man spricht auch von £,-Konvergenz.

Definition 4.6 (X,,), konvergiert in W.keit (unter P) oder P-stochastisch
gegen eine reelle Zufallsvariable X, wenn

lim P(|X, — X|>e) =0

n—oo

fiir alle € > 0 gilt.
Wir schreiben X, —» X.

Lemma 4.7 Aus X,, — X und X,, — X' folgt X = X' fast sicher.
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Beweis: P(|X — X'| > ¢) < P(|X, — X| > ¢/2) + P(|X,, — X'| > ¢/2) fiir
allen > 1 und ¢ > 0. Da {X # X'} = [, {|X — X'| > 1/k}, folgt die
Behauptung. O

Definition 4.8 (X,,), konvergiert schnell P-stochastisch gegen X, wenn

Y P(X, - X[>¢) <

n>1

fiir alle € > 0 gilt.

Satz 4.9 Konvergiert (X,,), schnell P-stochastisch gegen X, so auch fast
sicher.

Beweis: Es gilt
P(|X,, — X| > € unendlich oft) = P(limsup{|X,, — X| >¢}) =0

nach dem Lemma von Borel-Cantelli (1.11). Dies ist zu limy, .o P(Sup,,>,, | Xn—
X| > ¢) = 0 dquivalent, womit die Behauptung aus Satz 4.3 folgt. Die Aqui-
valenz sieht man so:

Ist By, = U2, {|X» — X| > e} und B :=limsup,_,. . {| X, — X| > ¢}, so gilt
By, \, B und limy, .o P(B,,) = P(B) und B,, = {sup,,>,, | Xn — X| >¢}. O

Satz 4.10 Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz in W.keit. Kon-
vergenz im p-ten Mittel, p > 1, impliziert Konvergenz in W.keit.

Beweis: Die Ungleichung P(|X,, — X| > ¢) < P(supys, |Xi — X| > ¢) liefert
mit Satz 4.3 die erste Aussage, die zweite folgt aus der Markov-Ungleichung
2.8(i). 0

Die anderen denkbaren Implikationen sind nicht richtig, wie die folgenden Bei-
spiele belegen:

Beispiele 4.11 Es sei (Q, £, P) = ([0,1],BN 0,1}, A j0,1))-

(a) Sei X,, = nl/pl[oyl/n], p > 0. Dann gilt X,, — 0 f.s. und in W keit, aber
E(]X,|P) = 1 fiir alle n € N, also konvergiert (X,,), nicht im p-ten Mittel gegen
Null.

(b) Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es genau ein Paar ganzer Zahlen m > 0,
k>0 mit n = 2™ + k und fiir & < 2™. Wir setzen X,, = Ljo-m (b41)2-m[-
(Xn(w)), konvergiert fiir kein w € [0,1]. Zuw € Q und m = 0, 1,. .. existiert
genauein k € {0,...,2" —1} mit w € k27, (k+1)27"[. Im Fall k < 2™ — 1
istwé¢ [(E+1)27 (k+2)27[ und im Fall k = 2" — 1 und k£ > 1 ist w ¢
0,27 0"FD[ Aber es ist P(|X,,| > ¢) < 27™ fiir alle ¢ > 0 und E(|X,|?) = 2™
fiir p > 0.
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Unter Zusatzbedingungen impliziert die fast sichere Konvergenz die Konver-
genz im p-ten Mittel:

Satz 4.12 Es sei (X,,), eine Folge von Zufallsgrifien, die f.s. gegen X kon-
vergiert. Gilt | X,,| <Y fast sicher fir einY € L,, p > 0, so konvergiert X,
gegen X 1m p-ten Mittel.

Beweis: Es gilt
| X, — X|P < (| X +|X])P < (2Y)P = 2PYP € L;.

Weiter ist |X,, — X|P — 0 fast sicher. Nach dem Satz von der dominierten
Konvergenz (Satz 2.5 bzw. Satz 32.12, Analysis I1I) folgt E(|X,,—X|?) — 0. O

Aus der Konvergenz in W.keit folgt nicht fast sichere Konvergenz (siehe Bei-
spiel 4.11), aber es gilt:

Satz 4.13 FEs sei (X,), eine Folge, die in W.keit gegen X konvergiert, so

ezistiert eine Teilfolge (X, ) mit limy_oo X, = X fast sicher.

Beweis: Zu jedem k € N existiert ein ny € N mit P(|X,,, — X| > 1/k) < 1/k%
Wir kénnen nyy1 > ny fiir alle ¥ € N annehmen. Da >, ., 1/k% < oo folgt die
Behauptung aus Satz 4.9. - O

Alle drei bisherigen Konvergenztypen (fast sicher, im p-ten Mittel und in
W .keit) sind vollsténdig, das heifit, dass jede CAUCHY-Folge konvergiert. Fiir
fast sichere Konvergenz folgt dies unmittelbar aus der Vollstdndigkeit von R,
fiir Konvergenz im p-ten Mittel hatten wir es in Analysis III, Definition 33.11
und Satz 33.12 (Satz von Riesz-Fischer) gesehen, fiir Konvergenz in W.keit ist
es der folgende Satz:

Satz 4.14 Es sei (X,,), eine Folge von Zufallsgrifsen mit
lim P(|X, — X,| >¢) =0

n,Mm—00

fiir alle e > 0. Dann existiert eine Zufallsgroffe X mit X,, — X in W.keit.

Beweis: Wahle wie im Beweis von Satz 4.13 eine Teilfolge (ny); mit
P(|Xnk - Xn(kﬂ)‘ > 1/1{5) < 1/k2 :
Nach dem Lemma von Borel-Cantelli (1.11) folgt
P (limsup{| Xy, — Xpn,,, | >1/k}) =0 .

k—o0
Fiir w ¢ limsupy,_, o {| X0, — Xopy| = 1/k} ist (X5, (W) also eine CAUCHY-
Folge in R, also (X, )i konvergiert f.s. gegen ein X, also in W keit. Fiir ¢ > 0
gilt
P(| Xy —X|>¢e) < P(|Xm— X, | >¢/2)+ P(|X,, — X| >¢/2)
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fiir alle m und k. Wahle k als die kleinste Zahl mit n, > m, so folgt
lim P(|X,, — X|>¢)=0
fiir jedes € > 0. U

Die Verteilung einer Zufallsvariablen spielt eine zentrale Rolle. Implizieren die
diskutierten Arten der Konvergenz von (X,), gegen X eine Konvergenz der
Folge der Verteilungen P*" gegen die Verteilung PX von X? Was soll dabei
eine Konvergenz von Verteilungen genau bedeuten?

Definition 4.15 Eine Folge (u,,), von W-MaBlen auf B¢ heiit schwach kon-
vergent gegen ein W-Maf p auf B¢, wenn

lim fdunz/fdu

n—oo

fir alle Funktionen f € Cy(RY) gilt (wobei Cy(R?) den Vektorraum aller
beschriinkten, stetigen, reellen Funktionen auf R? bezeichnet). Man schreibt
lim,, o0 b, = -

Sind X und (X,), Réwertige Zufallsvariablen auf (€2, A, P) und konvergiert
(P*»),, schwach gegen PX bzw. allgemeiner gegen ein W-Mafl v auf B?, so
nennt man die Folge (X,,), konvergent in Verteilung gegen X bzw. gegen v.

Bemerkungen 4.16 (i) Warum ist nicht p,(A) — p(A) fir alle
A € B der geeignete Konvergenzbegriff? Es sei p, die Verteilung
einer binomialverteilten Zufallsgrofie X,, zu den Parametern n und p.

Dann existiert zu jedem n eine endliche Menge A,, mit P <%
np{i—=p
Ay) = 1 Fiir A= U2, Ay gilt dann P(% € Ay) =1 fin
np(1—p

alle n € N, aber v9;(A) = 0 und nach dem Satz von Moivre und
Laplace erwarten wir v als ,,Limesverteilung“!

(i) Sei (z,), eine Folge reeller Zahlen. Sie konvergiert genau dann gegen
xo9 € R, wenn die Folge (d,, ), schwach gegen d,, konvergiert. Aus
lim,, .o =, = ¢ folgt sofort lim,,_. 0., = d,,. Fiir die Riickrichtung
sei zu € > 0

f(z) == max(0,1 — 1/e|lx — x¢]) ,

also ist f € Cp(R). Es gilt {f > 0} = (zg—¢, 9+¢) und lim,, f(z,) =
f(zo) = 1. Also gilt |z, — xo| < ¢ fiir schlieBllich alle n € N.

(iii) (€2, A, P) sei gewéhlt wie in Beispiel 4.11, X,, := 1217, X := Ljo1/9-
Dann ist PX» = PX = (1/2)(dy + 61). (X,), konvergiert also in
Verteilung sowohl gegen X als auch gegen X;. Aber | X (w)—X;(w)| =
1 fiir w € Q, also X(w) # Xj(w) fir alle w € Q und P(|X — X;| >
1) = 1 fiir jedes n € N. Somit ist bei Konvergenz in Verteilung der
Limes nicht fast sicher eindeutig bestimmt und aus der Konvergenz in
Verteilung folgt im Allgemeinen nicht die stochastische Konvergenz.
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Es gilt aber

Satz 4.17 Fine Folge (X,,), reeller Zufallsgrofen auf (2, A, P) konvergiere
stochastisch gegen eine reelle Zufallsgrifie X auf Q). Dann konvergiert (X)),
in Verteilung gegen X.

Ist X fast sicher konstant, also P ein Dirac-Maf$, so gilt hiervon auch die
Umkehrung.

Wir fassen vor dem Beweis von Satz 4.17 die Zusammenhénge zwischen den
Konvergenzbegriffen in einem Schema zusammen:

LP-Konvergenz

Y
fast sichere Konvergenz L'-Konvergenz
N\ /
stochastische Konvergenz

4

schwache Konvergenz der Verteilungen
(Konvergenz in Verteilung)

Beweis: Sei f € Cy(R) zunichst gleichméBig stetig auf R. Zu € > 0 existiert
also ein § > 0, so dass fiir |z — y| < ¢ folgt |f(z) — f(y)| < e, x,y € R. Es sei
A, ={|X,—X|>6},neN Esgilt | foX,,—foX| < |foX,|+|foX]| < 2| flle
(Supremums-Norm). Es folgt

‘/fdPX”—/fdPX’ — |E(foX,— foX)
o X, — foX)|

E[(f
/|foXn—foX|dP+/ |foX, — foX]|dP
An An€

2[| fllooP(An) + e P(AL°)
2[|fllooP(An) + ¢ -

Wegen der stochastischen Konvergenz ist lim, .., P(4,) = 0, also folgt
limy, oo [ fdP* = [ fdP~* fiir diese Klasse von Abbildungen.

Es sei f nun beliebig (in Cy(R)). Wihle I,, :== [-n,n] /' R, also PX(I,) /' 1.
Zu jedem e > 0 existiert daher ein ng € N mit 1 — PX(I,,,) = P*¥(R\ I,,,) < e.
Eine Funktion u. € C,(R) sei wie folgt definiert: auf I,,, sei sie gleich 1, auf
[no, no + 1] und [—ng — 1, —ng| affin-linear, u.(ng + 1) = u.(—ny — 1) = 0 und
auf I . sei sie Null (siche Abbildung 4.1).

IN

<
<

n

Wir betrachten nun f’ := u.f. Die Funktionen u. und f’ sind auf I¢

o1 Null
und daher auf R gleichméfig stetig. Damit folgt

lim [ f'dP*" = / frdarPX  lim [ u.dP*" = / u. dPX

n—oo n—oo
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N

n0+1 —no 0 no n0+1

ABBILDUNG 4.1.

nach bereits Gezeigtem. Also folgt auch
lim [ (1—u)dP¥ = /(1 _ ) dPX | (4.1)

n—~o0

Nun gilt

[ rape— [ gap
< [1r=p1ap% [ yap— [ pap<i+ [17-faps @)
und
15 =71dP% = [ 1710 = 0 P < 17 )ee
denn [(1 —wu.)dP* < PX(R\ I,,) < e. Weiter ist dann [(1 — u.) dP¥" < e
nach (4.1) fiir schlieBlich alle n, etwa n > n;. Also folgt auch

/\f—f’\dPX” < [ Fllce

fir alle n > ny. Also ist die rechte Seite von (4.2) fiir n hinreichend gro8 kleiner
2|| flloo€ + €, was zu zeigen war.

Ist umgekehrt X = 5 P-fast sicher, also P* = §,, so wihle zu (n —&,n + ¢)
mit ¢ > 0 eine stiickweise affin-lineare Funktion f € Cy(R) mit f < 14— 4
und f(n) = 1. Dann ist

/fdPX" <P¥((n—en+e)=PX,e(n—e,n+e)) <1
und nach Voraussetzung lim, .. [ fdP*" = f(n) = 1, also folgt
lim P(X, € (n—e,n+e))=1.
Nunist {X,, € (n—e,n+e)} = {|X,,—n| < €}, also lim,, o, P(|X,,—X| >¢) =0

fiir alle € > 0, womit die stochastische Konvergenz gezeigt ist. 0

Der Beweis des obigen Satzes zeigt insbesondere, dass (P*"), schwach gegen
PX konvergiert genau dann, wenn

lim [ fdP*" = / fdpP~

n—oo

fiir alle gleichmafig stetigen und beschrankten f: R — R gilt.






KAPITEL 5
Unabhingigkeit

In Kapitel 3 haben wir das Produktwahrscheinlichkeitsmafl auf unendlichen
Produktraumen konstruiert, um ein Zufallsexperiment mit unendlich vielen
Einzelexperimenten zu beschreiben. Wenn sich die Ausginge der Einzelex-
perimente nicht gegenseitig beeinflussen, spricht man von ,stochastisch un-
abhéngigen“ Experimenten. Wir wollen diesen Begriff prizisieren. Er basiert
letztendlich auf dem Begriff des Produktmafes.

Es sei (€2, A, P) ein W-Raum. Wir setzen im Folgenden voraus, dass Familien
von Teilmengen von €2 stets €2 enthalten.

Definition 5.1 (i) Teilmengen &, ..., &, von A mit Q € & heiflen un-
abhdingig, wenn fiir A; € &, 1 <1 < n, gilt:

P(AN---NA) = P(A) - P(A,).

(ii) Es sei I eine Indexmenge und &; fiir i € I seien Teilmengen von A. Sie
heiflen unabhdngig, wenn je endlich viele unabhéngig sind.

(iii) Ereignisse A; fiir i@ € I heiflen unabhingig, wenn die Mengensysteme
{4;, Q}, i € I, unabhéngig sind.

Bemerkung 5.2 Die Voraussetzung, dass die Mengensysteme stets €2 ent-
halten, dient der bequemen Notation. Es hat ndmlich zur Folge, dass fiir un-
abhéngige Mengensysteme &1, ..., &, auch stets

P(A;, n---nAy) =] P(A;) (5.1)
fir {71,...,4} C{1,...,n} und A;, € Ej, ist. Setzt man Q € & nicht voraus,
so muss man (5.1) als Definition verwenden.

Lemma 5.3 Sind die &; fir i € I unabhdingig und gilt D; C &; firi € I, so
sind die D; fir i € I unabhdngig. Ist D unabhdingig von &; firi € I, so ist D
unabhdngig von |J,c; &

Beweis: Der erste Teil ist klar. Fiir A € D und B € |J,.; & existiert ein ¢ € 1
mit B € &;, also ist

P(ANB) = P(A) P(B). O

55
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Beispiele 5.4 (a) Es seien (Q;, A;, P), i = 1,...,n, endlich viele W-
Réume, (€2, A, P) der Produktraum und A; € A;, i =1,...,n. Dann sind
A ::fll Xy X o X,
A22291X/12X93X"'XQH,

A= Q x-xQ, 1 XA,
unabhéngig.
(b) Es seien Q:=10, 1), A:=QNB', P:=\|q. Fiir n € N sei

1 2 3 2n—2 2" -1
T T R )

Die (A,), sind unabhéngig, denn P(4,) =%, n € N, und

1

2
= P(A;) - P(A;,)
fiir je endlich viele paarweise verschiedene Zahlen iq,...,7, € N. Die Menge

A, ist die Menge aller x € [0, 1) mit £, = 0 in der eindeutigen dyadischen

Entwicklung
T = Z €k2_k
k=1

mit £, = 0 oder 1 und nicht ¢, = 1 fiir schlieflich alle & (siehe auch Beispiel
1.29).

Wir diskutieren nun Moglichkeiten, Unabhéngigkeitsaussagen von Mengensys-
temen auf groflere Mengensysteme hochzuziehen:

Satz 5.5 FEs seien D; fir i € I unabhdingige Teilmengen von A mit ) € D,;.
Sind die D; durchschnittstabil, so sind die o(D;) fir i € I unabhingig.

Beweis: Ohne Einschrankung sei I endlich, etwa I = {1,...,n}. Wir zeigen

P(AiN---NA,) =P(A) - P(Ay) (5.2)
fir A; € o(D;). Fiir 0 < k < n sei Ly die folgende Aussage:

VA, € D, fiur i > k.
Ly gilt, da die D; unabhéngig sind. Wir zeigen

Betrachte das Mengensystem Ag,; bestehend aus den Mengen Ag.; €
0(Dy41), die die Eigenschaft haben, dass die Gleichung (5.2) VA; €
O’(Dl), e ,VAk c U(Dk), VA]H_Q S Dk+2, C. ,VAn €D, gﬂt.
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Aus Ly folgt A1 D Dyi1. Wir zeigen, dass Ay, ein Dynkin-System ist.

(1) Qe Ak+1 gilt, denn Q2 € Dk—i—l‘
(ii) Fir D € Ay gilt

(ﬂA mDCm]kaA)

n

mﬂA) ﬂAmDmﬂA)

k
P()4

Jj=1 j=k+2 j=k+2

— E} II P(A

J,J#k+1
II P&y PD)
j, j#k+1
fiir alle A; geméfl den obigen Bedingungen, also D¢ € A, 4.
(iii) Fiir paarweise disjunkte D; € Ayy1, @ € N, folgt mittels der o-Additivitét
von P
U D, € Api1.
i=1
Nun folgt aus Satz 1.8
Ak+1 = U(Dk-H) )
was aber heifit, dass L, gilt. O

Bemerkung 5.6 Da das Mengensystem {A, Q}, A € A, durchschnittstabil
ist, folgt: Sind A; fiir ¢ € I unabhéngige Ereignisse, so sind die o-Algebren
{0, A;, A¢, Q} unabhéngig, insbesondere auch die Komplemente A¢.

Korollar 5.7 (Blockbildung) FEs seien D; C A fir i € I unabhdngig und
durchschnittstabil. Es sei (Iy)rex eine Famile von paarweise disjunkten Teil-
mengen von I. Dann sind die

S
fir k € K unabhdngig.

Beweis: Fir k € K sei ﬁk diAe Familie der endlichen Durchschnitte von Ele-
menten aus D; fiir j € I;. Dy ist durchschnittstabil, und da die D; durch-
schnittstabil sind, hat jedes Element aus Dy die Gestalt A;, N ---N A;, mit
n €N, A; € D;und ji,...,J, € I; verschieden. Daraus folgt, dass die D, fiir
k € K unabhingig sind. Da Dy, D D; fiir alle j € I, gilt

A(UD) ca(B).

JEly
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Also folgt die Behauptung aus Satz 5.5. O
Definition 5.8 Es sei (A,,), eine Folge von o-Algebren von Ereignissen aus
A und

T, = 0( U Am) )
Dann heifit

T =T
n=1
die o-Algebra der terminalen Ereignisse der Folge (A, ).

Satz 5.9 (Null-Eins-Gesetz von KOLMOGOROV) FEs sei (A,), eine unab-
hingige Folge von o-Algebren A, C A. Dann gilt

P(A) € {0, 1}
fiir A € T,

Beweis: Nach Korollar 5.7 ist 7,,; unabhéngig von U(Ufn:l Am) und somit
ist 7., unabhéngig von U(Ufn:l Am) (Lemma 5.3) fiir alle n € N. Dann ist 7,

unabhéngig von
0e(() 4
n m=1

=1
nach 5.3. Eine Vereinigung von aufsteigenden Mengen ist durchschnittstabil,
also folgt mit Satz 5.5, dass 7., unabhéngig ist von

U<,QU(WQlAm>) = 0<QAn) )

Natiirlich ist 7,, C U(Uff’:l An) fir alle n € N, also auch

T C a([j An) ,
n=1

also ist nach Lemma 5.3 7, unabhéngig zu sich selbst! Das heifit fiir A € 7,
gilt

P(A) = P(AN A) = P(A)?
also P(A) € {0, 1}. O
Korollar 5.10 (Null-Eins-Gesetz von BOREL) Fliir jede unabhdngige Folge
(An)n von Ereignissen aus A gilt

P(limsup A,) =0 oder =1.

n—oo
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Beweis: Nach Satz 5.5 ist A, := o({A,}) eine unabhéngige Folge. Es gilt
Qn:=U _, An €T, sogar Q, € T, fiir jedes m >n, m € N.

limsup A,, = ﬁ@k = ﬁ@k €T

o k=1 k=j

fir alle j € N, da (@,),, antiton ist, also ist limsup A,, € 7. O

Aus dem Lemma von BOREL-CANTELLI, 1.12, wissen wir

ZP(AH) <oo = P(limsupA,)=0.

n>1 n—00

Die Divergenz von > P(A,) fithrt im Allgemeinen nicht zum Schluss
P(limsup A,) = 1. Wahlt man ndmlich ein 4y € A mit 0 < P(4y) < 1
und (A,), als konstante Folge Ag, Ao,..., dann divergiert > P(A,), aber
P(limsup A,,) = P(Ap) < L.

Nimmt man unabhéngige (A, ),, so gilt die Umkehrung von 1.12, was auch von
BOREL und CANTELLI bewiesen wurde. Es geniigt, paarweise Unabhéngigkeit
zu fordern, was auf ERDOS und RENYI zuriickgeht:

Satz 5.11 (von BOREL-CANTELLI, ERDOS-RENYI)  Sei (A,,),, eine Folge von
FEreignissen in einem W-Raum (Q, A, P). Dann gilt:

ZP(An) <oo = P(limsupA4,)=0.

n>1 n—oo
Sind die Ereignisse wenigstens paarweise unabhdngig, so gilt

ZP(An) =00 = P(limsupA4,)=1.

n>1 n—00

Beweis: Es sei A := limsup A,,. Der erste Teil ist Lemma 1.12. Den zweiten Teil
beweisen wir zunéchst fiir unabhéngige Ereignisse, weil der Beweis klassisch
und kurz ist.

Mit der Stetigkeit von W-MafBlen folgt

P(A%) = P(liminf A}) = lim P([) 45).

n—oo k>n
Die (Af,), sind unabhéngig und }_, ., P(A) = oo fiir alle n € N, also
P(A°) = lim H P(Af) = lim exp(Z log(1 — P(Ak))) .

n—00 Ptes n—00 Pt

Fir x € [0, 1] gilt log(1 —z) < —=z, also
P(A°) < lim exp(— 3 P(Ak)> ~0.

n—00
k>n
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Im Fall paarweise unabhéngiger Ereignisse (A,,), setzen wir

I, =14, , Snzzn:]j und S::iln.
j=1 n=1

Die [, sind nach Voraussetzung paarweise unkorreliert. Weiter ist I2 = I,,.
Also ist

n

Var(S Z\/ar Z(E(If} —E(I,)%)

7j=1
S E(S) - SR <B(S,)
j=1
Die Voraussetzung besagt >~ E(I,) = 400 und daher folgt wegen S,, T S
lim E(S,) =E(S) = +. (5.3)

Ein Element w € Q liegt genau dann in A, also in A,, fiir unendlich viele n,
wenn S(w) = oo ist. Zu zeigen ist also P(S = +o0) = 1.
Nach TSCHEBYSCHEV ist
Var(S,)

n?
fur n > 0. Mit (5.3) kann E(S,,) > 0 fiir alle n € N angenommen werden. Es
folgt

P(|S, —E(S,)| <n) > 1 -

P(Sy > (1/2)E(S,)) = P(|S, — E(S,)| < (1/2)E(S,))
Var(S,,)
E(S)?

Es ist lim,, .., Var(S,)/E(S,)? = 0, und somit
P(S, > (1/2)E(S,)) >1—¢

fiir jedes € > 0 und schliellich alle n.
Da S, < S, folgt

P(S > (1/2E(S,)) > P(S, > (1/2E(S,)) > 1~ ¢
fir schliefllich alle n. Nach (5.3) gilt E(S,,) T E(S) = +o0, also
P(S=+400)>1—-¢
fiir alle ¢ > 0, also P(S = o0) = 1. O

>1-4

Die Ereignisse (A;);e; sind genau dann unabhingig, wenn die A; =
{Q, 0, A;, AS}, i € I, unabhéngig sind (Satz 5.5). Es gilt weiter o(14,) = A;.
Dies legt die folgende Definition nahe:
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Definition 5.12 Eine Familie (X;);c; von Zufallsvariablen auf einem
W-Raum (2, A, P) mit Werten in (£2;, A;) heiit unabhingig, wenn die Fa-
milie

(U(Xi))iel = (Xi_l(Ai))iel

von o-Algebren unabhéngig ist.

Satz 5.13 Fliir jedesi =1,...,n sei
X; (9, A, P) — (i, Ay)

eine Zufallsvariable und &; ein durchschnittstabiler Erzeuger von A; mit §; €
&;. Die Xq,..., X, sind genau dann unabhdngig, wenn

P(X € Ay,.... X, € A,) =]][P(Xi € A)

=1

fir jede Auswahl A; € & gilt (i=1,...,n).

Beweis: X; '(&;) ist ein durchschnittstabiler Erzeuger von o(X;), der Q =
X;1(€) enthilt. Die Behauptung folgt dann aus Satz 5.5. O

Korollar 5.14 Eine Familie von Zufallsgrofien (X;)ier ist genau dann un-
abhdngig, wenn fir allen € N, i1,...,1, € [ und ty,...,t, €R
P(Xi, < ti,..., X, <ta) = [[P(Xs, < 1)

J=1

gilt.
Beweis: Dies folgt aus Definition 5.1, Satz 5.13 und der Tatsache, dass

{Xfl((—oo, t]),te R} uQ

7

ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von X, *(B) ist. O

Beispiel 5.15 (siche Beispiel 5.4 (b)) Die Folge X,, := 1,4, der RADEMA-
CHER-Funktionen X, ist nach b(1, 5) verteilt. Also ist die Folge (X,,),, konver-
gent in Verteilung. Weiter gilt:

P(|X, - X, >0)=PX,=1X,=0+P(X,,=0, X, =1)
= P(Xpp = 1)P(X, = 0) + P(Xsp = 0)P(X,, = 1)
1

2
fiir alle n £ m und d mit 0 < § < 1.

Mit Satz 4.14 und 4.13 folgt: Die Folge (X,,),, kann keine stochastisch konver-
gente Teilfolge enthalten!
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Satz 5.16 Sei (X;)icr eine unabhdingige Familie (S2;, A;)-wertiger Zufallsva-
riablen und

fi i (Quy Ai) — (95, A)
fiir jedes i € I eine messbare Abbildung. Dann ist auch die Familie (f; o X;)ier
unabhdngig.

Beweis: Fiir A’ € Al ist (fioX;) ' (A") = X' (f7'(4")) und somit o(fioX;) C

i i

o(X;). Mit (O’(XZ'))Z.GI ist daher auch (o(f; o Xi))z'ez unabhéngig. O

Die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen ist eine wahrscheinlichkeitstheoreti-
sche Eigenschaft, also eine Eigenschaft ihrer Verteilungen:

Satz 5.17 FEine Familie von Zufallsvariablen (X;)ie; auf einem W-Raum
(Q, A, P) mit Werten in (£2;, A;) ist genau dann unabhdngig, wenn ihre Ver-
teilung die Produktverteilung ihrer Komponenten PXi ist:
pXiier — ® pXi
iel

(X1 = (X;)ies ist eine messbare Abbildung von (2, A) nach (][], @ A;)).

Beweis: Fiir jedes J C [ sei X; = (X;)ies und p; die Projektion auf die
Komponenten mit Index in J: p; o X; = X;. Nach Satz 3.11 ist P*X’ genau
dann das Produktmaf} der P%Xi i € I, wenn fiir jedes J = {41, ..., jn} € H(I)

P =) = @ P
JjeJ

gilt, also

P(Xj, € Ay,....X;, € A,) = [ P (An) = [[ P(X;, € Ap)
k=1 k=1
fiir messbare Ay,..., A, gilt. Dies ist nach Satz 5.13 zur Unabhéngigkeit der

(X;)jes und damit zur Unabhéngigkeit der ganzen Familie (X;);c; dquivalent.
0J

Korollar 5.18 Zu jeder Familie ((QZ, A, H))iel von W-Rdaumen existiert
eine unabhdngige Familie (X;)ic; von (2, A;)-wertigen Zufallsvariablen auf
einem geeigneten W-Raum (Q, A, P), so dass fiir jedes i € I gilt P; = PX.

Beweis: Sei (2, A, P) = @Q,c;(8%, A;, P;) und X; die i-te Projektionsabbil-
dung. Dann ist (X;);c; die identische Abbildung auf Q und hat P = @), ; P;
als Verteilung, was die Unabhéngigkeit unter P beweist. O

Beispiel 5.19 Q, = {0, 1}, Ay = P(Q), A = {1}, Ry(A) = p, Py(A°) =
g =1-p,0<p<1
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Dann ist der BERNOULLI-Versuch gegeben durch den W-Raum
Q=0), A=A, P:=P),

und besteht aus abzéhlbar oft unabhéngigen Wiederholungen. Es sei
Xp(w) i=w, firw=(w,), € Q.

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unendlich oft zweimal hin-
tereinander Kopf geworfen wird, bei einer fairen Miinze p = ¢ = % A, sei
das Ergebnis, dass beim n-ten und beim (n + 1)-ten Wurf Kopf fillt. Dann ist
P(A;) = und

n=1

A :=limsup A, interessiert uns. Es gilt P(A) = 1, denn (A, ), ist eine Folge
paarweise unabhéngiger Ereignisse (sogar unabhingig) und

lim sup Ay, C limsup A, ,

n—~o0 n—oo

also wenden wir Satz 5.11 an.

Sei (X,,), nun der Bernoulli-Versuch wie in Beispiel 5.19. Dann ist S,, := X +
-+« + X, b(n,p)-verteilt, denn mit der Unabhéngigkeit ist P((Xy,...,X,) =
w) = pf(1 — p)"* wenn S, = k ist. Dann ist
E(S,) =nE(X1) =n(p-1+ (1 —p)-0) =np

und dies ist eine deutlich schonere Herleitung als die bisher gegebene in Beispiel
2.19(a).

Satz 5.9 fiir von Zufallsvariablen erzeugte o-Algebren besagt: Ist (X,,), eine
unabhéngige Folge von Zufallsvariablen. Dann gilt fiir jedes terminale Ereignis

A€ ﬂU(Xm;mZn)::Too
n=1

entweder P(A) =0 oder P(A) = 1. Wir betrachten ein Korollar dazu:

Korollar 5.20 FEs sei (X,,)n>1 eine unabhdngige Folge reeller Zufallsvaria-
blen. Dann ist jede Ty -messbare numerische Zufallsvariable T' fast sicher kon-
stant, d.h. es existiert ein o € R mut

PT=a)=1.

(T heifst manchmal terminale Funktion)

Beweis: Sei v € R, dann ist {T < v} € 7o, und somit P(T < ) = 0 oder 1.
Fiir v = +oo ist P(T' <) = P(Q) = 1.

Es sei a das Infimum in R der somit nichtleeren Menge C aller v € R mit
P(T < ~v) = 1. Dann gilt v, | « fiir eine geeignete antitone Folge (7,), in C
und mit {7 < v,} | {T < a} ist a« € C. « ist also das kleinste Element von
C. Hieraus folgt P(T' < a) =0 und P(T = «a) = 1. O
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Wir sammeln noch ein paar Rechenregeln:

Satz 5.21 (Multiplikationssatz) Seien X, ..., X, unabhingige reelle Zufalls-

variablen. Dann gilt
E(H Xi) - [[Ex
i=1 i=1

wenn alle X; > 0 oder alle X; integrierbar sind. Im zweiten Fall ist auch [[ X;
integrierbar. Ist umgekehrt [ X; integrierbar und verschwindet kein X; fast
sicher, so ist auch jedes X; integrierbar

Beweis: Nach Satz 5.17 ist Q = Qi PXi die gemeinsame Verteilung der
Xi,...,X,. Esgilt

E(‘ﬁXz‘) :/\xl"'mQ(dl’)

:/.../m‘...|mn|PX1(dq;1)---PX”(da:n)

-11 / i PXi(d;) = [T E( X))

i=1
nach Satz 1.23 und Satz 3.5 (FUBINI).

Also folgt die Behauptung fiir X; > 0 und die Integrierbarkeit von [ X; fiir
den Fall, dass alle X; integrierbar sind. Nach FUBINI bleibt dann die obige
Rechnung richtig, wenn die Absolut-Striche fehlen.

Gilt E(\H;;l XZ-\) <oound E(|Xi|) > 0,i=1,...,n, so ist

HE\X| (\HX\)<oo
und kein Faktor Null, also E(]X;|) < oo, d.h. jedes X; ist integrierbar. O

Korollar 5.22 Zwei unabhdingige Zufallsgriffen X undY mit endlichem Er-
wartungswert sind unkorreliert.

Beweis: Da X und Y unabhingig sind, sind auch X — E(X) und Y — E(Y)
unabhingig (Satz 5.16) und ihr Erwartungswert ist Null. Somit folgt mit 5.21
die Behauptung. O

Im Fall des Bernoulli-Versuchs sind die (X,), also paarweise unkorreliert,
also Var(S,) = nVar(X;) (siche Definition 2.13 und Folgerung). Nun gilt
Var(X;) = EX? — (EX;)? nach Satz 2.7 und hier ist EX? = EX; = p, al-
so Var(X;) = p—p? = p(1 —p), also Var(S,,) = np(1 — p), wieder eine deutlich
schonere Herleitung als die bisher gegebene in Beispiel 2.19(a).
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Wir untersuchen die Verteilung der Summe zweier unabhéngiger Zufallsgrofien
X, Y.

Definition 5.23 Die Faltung zweier W-Mafie P, und P, auf (R, B) ist das
Bildmaf

PixPy:=(PL®@P)oS™t,

wobei S : R? — R definiert ist als S(xy, #3) = x1 + 2o (kann analog fiir
allgemeine Bildrdume definiert werden).

X und Y seien Zufallsgrofen auf (2, A, P), die unabhiingig sind. Seien p = P
und v = PY, dann ist

PEC+Y <t)= [ fle ) nev)de, v
R2
mit
fi(@ ) = Yaryaty = Lcoo,t—) (@) ,
da p ® v die Verteilung von (X, Y') ist. Nach FUBINI ist

POCHY <0 = [ ([ 1wy @) n(d) tdy)
R MR
= / Fx(t —y) v(dy)
R
wobei Fx die Verteilungsfunktion von X ist.

Satz 5.24 X undY seien unabhdingige Zufallsgrofsen mit Lebesque-Dichten
f und g. Dann hat X +Y die Lebesgque-Dichte

her(z) = [ 1) 9tz = )M = [ 7z =) 9(0) ).

XY die Lebesque-Dichte

hxy (2 /|y| A(dy):/ﬁf(y)g(i) A(dy)

und X /Y die Lebesque-Dichte

by (@) = [ 1ol Fen 9w 7o) = 5 [ 17w 9(L) M.

wobei P(Y #0) = 1 durch die \-Stetigkeit von Y garantiert wird.
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Beweis: Wir beweisen nur die Formel fiir hxy, der Rest ist eine Ubung.

Py <= [(f s o xa

R

=[] s =2 o) i
= [ (L=t s ).



KAPITEL 6
Starkes Gesetz der groflen Zahlen

Im Bernoulli Experiment aus Beispiel 5.19 nimmt S, := Y ; X; nur die Werte
0,1,...,n an und gibt die Zahl der Erfolge bei den ersten n Ausfithrungen an.
Die relative Hiufigkeit n=1S,, sollte mit grofier Wahrscheinlichkeit gegen p
streben. Dieses wage Gefiihl soll nun prézisiert werden.
Fiir w = (0,0,...) bzw. w = (1,1,...) ist n7'S,(w) = 0 bzw. n715,(w) =1
fiir alle n € N, also konvergiert n=15, (w) fiir n — oo offenbar nicht fiir jedes
w € ). Konvergiert diese Grofie stochastisch oder gar fast sicher? Im Bernoulli
Experiment hat X,, die Verteilung b(1, p) und den Erwartungswert E(X,,) = p.
Wir fragen also:
Gilt
RS

Jim ~ ;(XZ E(X,)) =0 (6.1)
im Sinne der stochastischen bzw. der fast sicheren Konvergenz bzgl. P? Man
sagt, dass eine Folge (X,,), integrierbarer reeller Zufallsvariablen dem schwa-
chen bzw. dem starken Gesetz der groffen Zahlen geniigt, wenn (6.1) im Sinne
der stochastischen bzw. der P-fast sicheren Konvergenz gilt. Bei einer beliebi-
gen Folge identisch verteilter Zufallsgrofien (X,), ist E(X;) = E(X,,) fir alle
n € N, wenn E(X) existiert, und (6.1) wird zu

n

1
lim — Z_;X = E(X)) . (6.2)
1
0.5 WM
250 500 750 1000

ABBILDUNG 6.1. Eine Simulation von n='S,, bei der fairen Miinze.

67
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Man sagt daher allgemeiner, dass eine Folge reeller Zufallsvariablen (X,,),
dem schwachen bzw. dem starken Gesetz der groflen Zahlen geniigt, wenn
(6.2) gilt fir E(X;) ersetzt durch eine reelle Zahl p € R (wieder im Sinne
der stochastischen bzw. der P-fast sicheren Konvergenz). Natiirlich folgt aus
der Giiltigkeit eines starken Gesetzes die des korrespondierenden schwachen
Gesetzes, siehe Satz 4.10.

Dem schwachen Gesetz hatten wir uns in Satz 2.21 bereits gewidmet. Der dort
gegebene Beweis fiihrt unmittelbar zu

Satz 6.1 (von KHINTCHINE) Gilt fir eine Folge (X,,), integrierbarer und
paarweise unkorrelierter reeller Zufallsvariablen

RN
lim 3 ZVar(Xi) =0,
i=1

n—oo

so geniigt die Folge dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen.

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt, dass alle X; quadratisch integrierbar
sind. Es gilt

Var (i(xi _ E(Xi))> - i Var(X;),

also
n

Var <% Z(X’ — IE(XZ))) = % ZVar(Xi), n € N.

Die Behauptung folgt mit der Tschebyschev-Ungleichung (Satz 2.8(ii)). O

Kommt man auch ohne quadratische Integrierbarkeit aus? Wir notieren hier
das folgende Resultat ohne Beweis:

Satz 6.2 Sind die (X,,), unabhdingig und identisch verteilt, so geniigt (X,)y
(ohne der Annahme der Integrierbarkeit | ) genau dann dem schwachen Gesetz
der grofsen Zahlen mit Limes 0, wenn

lim n P(|X,| >n) =0
und
lim X1dP =0

e J{|xa|<n}

qgilt.

Fiir einen Beweis siche zum Beispiel das Buch von Génssler und Stute, Wahr-
scheinlichkeitstheorie, Satz 2.1.11.

Das 0-1-Gesetz, Satz 5.9, ldsst die Frage nach der Giiltigkeit des starken Ge-
setzes der groBen Zahlen in der folgenden Sicht erscheinen: Es sei (X,,), eine
Folge unabhéngiger Zufallsgrofien, 7., definiert wie in 5.20 und S,, := Z?:l X;.
Dann gilt:
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Lemma 6.3 Sei (7,), eine Nullfolge reeller Zahlen, dann sind
liminf, .o 7,5, und limsup,,_, . 7.5, Zoo-messbare Zufallsgrofien, also fast
sicher konstant (Konstante in [—o0, 4+00] ).

Beweis: Fiir m € N gilt

lim sup 7,,.9, zlimsuan(ZXj + Z Xj) :limsup7n< Z Xj) )

Die Zufallsgrofie auf der rechten Seite ist o(X,,n > m + 1)-messbar fiir jedes
m € N, also 7,.-messbar. Fiir lim inf,, ., folgt die Aussage analog. Mit Korollar
5.20 folgt die Behauptung. O

Es sei nun A = {w € Q : lim,,_ 7,5, (w) = 0}. Dann ist
A = {liminf 7,,5,(w) = 0} N {liminf 7,,S,, = 0}

ein Ereignis (siche Bemerkung 2.3) und nach Lemma 6.3 ist A € 7. Also ist
P(A) gleich 0 oder 1. Ist jedes X, integrierbar, so ist (X,, —E(X},)), auch eine
unabhéngige Folge und fiir 7, = % gilt somit, dass

1 n
P( lim — 37 (X - B(X,)) = 0)
J ) B
entweder 0 oder 1 ist. Das starke Gesetz der groflen Zahlen gilt dann, wenn
diese Wahrscheinlichkeit 1 ist. Tatséchlich kann das starke Gesetz der grofien

Zahlen fiir eine grofie Klasse von Folgen von Zufallsgrofien bewiesen werden:

Satz 6.4 (von ETEMADI, 1981) Jede Folge (X,,),, reeller, identisch verteilter
und paarweise unabhdngiger Zufallsvariablen geniigt genau dann dem starken

Gesetz der grofien Zahlen mit Limes pu, wenn X integrierbar ist mit p =
E(X).

Kolmogorov publizierte 1930 das starke Gesetz fiir unabhéngige Zufallsvaria-
blen:

Korollar 6.5 (von KOLMOGOROV, 1930) Jede unabhdingige Folge identisch
verteilter, integrierbarer reeller Zufallsvariablen gentigt dem starken Gesetz der
grofsen Zahlen.

Beweis: (des Satzes von ETEMADI) ,=“: Sei S, := > 7_; X; und Sy fs.
fiir ein 1 € R. Es folgt

&_&_n—lSn_l — 0 fs

n n n o n-—

und somit

P(|X,| > n unendlich oft) = P(limsup{|X,| > n}) =0.

n—oo
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Also konvergiert > -, P(|X,| > n) nach BOREL-CANTELLI (Satz 5.11), denn
die X, sind paarweise unabhingig. Da die X,, auch identisch verteilt sind, folgt
nach Beispiel 3.10

E[X;| <1+ ) P(IXi|>n)=1+> P(|X,[>n)<oo.
n>1 n>1
,<=": Natiirlich ist dies das Herzstiick des Satzes. Es wird behauptet:
lim, oo £S5, = 1 = E(X;) P-fast sicher. Mit (X,,), geniigen auch (X,"), und
(X, )n den Voraussetzungen des Satzes. Es kann daher ohne Einschriankung
X, > 0 fir alle n € N angenommen werden. Wir betrachten die gestutzte
Folge
Y, = an{Xngn} , ne N .

Es geht die urspriinglich gemeinsame Verteilung verloren. Wir gewinnen aber
die quadratische Integrierbarkeit, denn

E(Yj):/ 2% PY (1) < 00 .
[0,n)

Es geniigt zu zeigen, dass —ZZ Y, fast sicher gegen p konvergiert. Dazu
betrachte

Y P(X,#Y,) = Y P(X,>n)=)» P(X;>n)

n>1 n>1 n>1
< EXl < 00,

wobei wir wieder Beispiel 3.10 verwendet haben. Also folgt nach Borel-Cantelli
P(Xn # Y, unendlich oft) = 0. Somit hat das Ereignis A aller w € Q mit

Xn(w) # Y, (w) fir hochstens endlich viele n € N Wahrscheinlichkeit 1. Also
kann aus der fast smheren Konvergenz von = Z Y; gegen p auf die fast sichere
Konvergenz von = ZX gegen (i geschlossen werden.

Es sei nun T, := %Zz‘:l Yi,n € N. Zu a > 1 setzen wir k, := [o"] := sup{m €
No: m < a"}. Zu e > 0 liefert die TSCHEBYSCHEV—UngleiChung

Z P(|Ty, —E(Ty,)| > ) <—Z Z\/ar :

n>1 "zl

denn die (Y;); smd paarweise unabhéngig, also paarweise unkorreliert. Wir nut-
zen Var(Y;) < E(Y;?) und vertauschen mit FUBINT die Summationsreihenfolge
(alle Summanden sind nicht negativ) und erhalten:

> P(T, —E(Tk,)| > ¢) <—ZEY2 > k2

n>1 nikn>i

Es sei n; die kleinste natiirliche Zahl n mit k,, > ¢. Wir schitzen Zzo:n 1%2 ab:
Aus [a"] > o™/2 fir alle n > 1 folgt

—n-oo —2(n—n; 4 1
Z—<4Za :4a212a2( Z)Sﬁm’

n=n; n=n; n=n;
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und somit

4 = E(Y?
}:th—Eahﬂ>@g€%L%r%%; ;).

n>1

Nun wollen wir die Reihe auf der rechten Seite untersuchen. Dazu verwenden
wir Beispiel 3.10 wie folgt. Fiir a > 0 und jede nicht negative Zufallsgrofie X
ist
E(X*1{x<a}) :/ 2AP(X >t, X <a)dt g/ 2tP(X > t)dt.
0 0

Also erhalten wir

00 2 00 %
Z% Zé/ztp(xln)dt
=1 ]

- ZZ / 2UP(X, > 1) dt

zlkl

- z(/:f”“l””’%%)

2k —1

IA

< 2+

Wir miissen nur noch die letzte Abschétzung begriinden. Wir verwenden

1 1
- <1+ Y =
i? gz(z—l—l)

i>1

und
Y <Y T
ik ¢ iSho1’

und fir k£ > 2

k k

/‘%H&>wﬁ§Pﬁ>k—Q/2Mh4%—nHX>hJ)
k-1 k-1

Also konvergiert Ty, — E(T},) f.s. gegen Null geméafl Satz 4.9.

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt E(Y;) = E(Xl 1{X1§i}) —

p = E(X;), und somit E(T,) = =37 E(Y;) — p (siche Analysis). Also

impliziert Ty, — E(T},) — 0 f.s. Ty, — p fast sicher.

Zu untersuchen bleiben die Werte in N\ {k,,n > 1}. k,, geht isoton gegen +oo,

also gibt es zu jedem m € N mit m > k; genau ein n € N mit k, <m < k1.
Da alle X; > 0, folgt

kn—l—l
anTk ST T
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Beachte

1 1 a"-1 ("] at 1

Oé_O{n+l - a"+1 — [an+1] — an—l—l_l —Oé—i7

am

also lim,,_, k;“ = « fiir a > 1. Somit folgt

B <liminf 7}, <limsup7,, < au

« m—0o0 m—o0

fast sicher. Da o > 1 beliebig vorgegeben war, folgt T, — p fast sicher, was
Zu zeigen war. U

Korollar 6.6 Fs sei (X,,), eine Folge identisch verteilter und paarweise un-
abhingiger Zufallsgréfien. Aus E(X,) = oo bzw. —oco folgt n™1S,, — +oo bzw.
—oo fast sicher.

Beweis: Wir zeigen E(X;) = oo = n~1S,, — oo fast sicher:
Essei X = X, 1ix,<¢, ¢ > 0. (X¢), ist dann paarweise unabhéngig, identisch
verteilt und integrierbar. Es gilt weiter S, > S; = Y77 | X7, n € N, ¢ > 0,
also mit Satz 6.4
Sy . Se
liminf — > lim —* = E(X7Y) fs.

n—oo N n—oo M,

fiir alle ¢ > 0, und somit folgt mit E(XY) ' E(X;) = oo das Gewiinschte.

Das starke Gesetz kann auch fiir nicht notwendig identisch verteilte Zufallsva-
riablen hergeleitet werden. Der sogenannte , klassische“Weg zum starken Ge-
setz (Kolmogorovsches Kriterium, 1928) fiihrt {iber eine stochastische Unglei-
chung:

Satz 6.7 (KoLMOGOROV-Ungleichung) FEs sei (X,,), eine Folge unabhdngi-

ger Zufallsgrifien mit E(X;) = 0 fir alle i € N. Dann gilt fir jedes € > 0

1<k<n

P(max |Si] > ¢) < &%Zv&r(xk) |
k=1

Beweis: Es sei Ay := {|51] > ¢} und

= > .
Agi1 = {|Sk+1] > € und lrglag€ 1S < e}

Dann sind die Ax’s disjunkt und B, := {maxj<x<, |Sk| > ¢} = UZ_;Ax. Nun
gilt fir1 <k<n

S?L — S,% = (Sn — Sk)2 + 2(Sn — Sk)Sk > Q(Sn — Sk)Sk .



6. STARKES GESETZ DER GROSEN ZAHLEN 73

Da E(S,, — Si) = 0 und S,, — Sy, unabhingig von Sy, folgt E(S? — S%) > 0, also
E(S?) > E(S?). Diese Ungleichung verwenden wir nun wie folgt:

E(S21p,) = Y E(S21a,)
k=1

> ZE(SlzlAk)
k=1

> g2 i P(Ag) = *P(B,) .

Beachte nun noch E(S2) = >, E(X?) = >°,_, Var(X}). Damit ist die Un-
gleichung bewiesen. O

Satz 6.8 Genigt eine unabhingige Folge (X,), von Zufallsgrifien mit
E(X;) = 0 fir alle i € N der Bedingung ZnZIVar(Xn) < 00, so ist die Reihe
ZnZl Xn f-s- endllch

Beweis: Wir betrachten
lim P<sup |y — S| > 5) = lim lim P< max |S, — S| > 5)

m—oo n>m m—oo M—oo m<n<M

M
1
< lim lim — ZVaer =0.
k=m

~  m—oo M—oo 52

Hierbei verwenden wir die Voraussetzung fiir die Varianzen sowie die Unglei-
chung von Kolmogorov, Satz 6.7. Somit folgt die Behauptung aus Satz 4.4. [

Das anschlieBende Lemma wird die Verbindung zwischen der Konvergenz
zufélliger Reihen und dem starken Gesetz der groflen Zahlen herstellen:

Lemma 6.9 (von KRONECKER) Sei (¢,), eine Zahlenfolge und (a,,), eine
aufsteigende Folge mit 0 < a,, fir alle n € N. Dann gilt:

n

Zc—n<oo:>nli_)n010$20k:0.

n>1 0n k=1
Beweis: Wurde in den Ubungen besprochen.
Satz 6.10 (KOLMOGOROVsches Kriterium) FEs sei (X,), eine unabhdngige

Folge von Zufallsgrifien und (a,), eine Zahlenfolge mit 0 < a,, /" co. Dann
folgt aus 7 - a,? Var(X,) < oo:

lim D (X —E(Xp) =0 fs.
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Beweis: Die Folge (Y,), mit Y, := a,; (X, — E(X,)), n > 1, geniigt den
Voraussetzungen in Satz 6.8. Somit ist ) ., Y, fast sicher endlich. Daraus

folgt die Behauptung mit Hilfe des Lemmas von Kronecker, 6.9. O

Fiir a,, = n ergibt sich die Aussage von Korollar 6.5, allerdings nur unter der
starkeren Voraussetzung X,, € L. Satz 6.10 kann im Fall identisch verteilter
Zufallsgrofen auch fiir a, = n°"/2 oder a, = n'?(logn)’*'/? fiir § > 0,
nicht jedoch fiir a, = n'/?(logn)'/? angewandt werden. Bei der Wahl § = 1/2
erhalten wir zum Beispiel

Sn
lim —— =0 P-fs.

n—oo y/nlogn
(im Fall E(X;) = 0).
Wir fassen diese Beobachtungen zusammen: Es sei S, := Z?lej, wobei
(X,)n eine Folge identisch verteilter, reeller, quadratisch integrierbarer Zufalls-
grofen mit E(X;) = 0 ist. Dann ist lim,, Sn—” = 0 und lim,,_ % =0
P-f.s. Fiir jede isotone Folge (a,), /* 00 wissen wir nach Lemma 6.3, dass es
ein 7 € R gibt mit

1
P(limsup —S, = 7') =1.

n—oo an

Ebenfalls ist P<lim inf,,_ o iS” = —7') = 1 aus Symmetriegriinden. Fiir die
schnell wachsenden Folgen a,, = n und a,, = y/nlogn folgt 7 = 0. Fiir a,, = \/n
werden wir limsup,, % = +o0o P-fss. sehen (als Folge aus dem zentralen
Grenzwertsatz).

Kann man (a,,), so bestimmen, dass 7 reell und > 0 ist? Dann tritt das Ereignis
{S, > na,} fiir n < 7 unendlich oft und fiir > 7 nur endlich oft ein, jeweils
mit Wahrscheinlichkeit 1! Tatséchlich gilt:

Satz 6.11 (Gesetz vom iterierten Logarithmus) Es sei (X,,), eine Folge un-
abhdngiger, identisch verteilter, quadratisch integrierbarer Zufallsgrofien mit

E(X,) = 0.

Dann gelten

S
lim sup = o fast sicher
n—oco 1/2nlog(logn)
und
o Sn .
lim inf = —o fast sicher

n—oo  /2nlog(logn)
mit 0% := Var(X,,).

Wir fithren den Beweis hier nicht.

Das folgende numerische Gedankenexperiment gibt Auskunft iiber log(logn):
Jemand werfe in jeder Sekunde eine Miinze einmal, n bezeichne die Anzahl
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75¢

50}

25}

ABBILDUNG 6.2. Realisierung ((S,(w))
gen, N (0, 1)-verteilten Zuwichsen zusammen mit den Abbildun-

gen n — ++/n und n — ++/2nloglogn.

| <n<2000 bei unabhéngi-

der Wiirfe. Ist dann x der Zeitpunkt, an dem das Experiment begonnen hat,
welches er nun abbricht, so gilt fiir log(logn):

X log(log n)
vor einer Stunde 2,103
beim Tode Caesars 3,214
Geburt des Universums | 3,706

Wir betrachten abschliefend eine Anwendung des starken Gesetzes der grofien
Zahlen. Wie in Beispiel 5.4(b) bzw. 5.15 sei (X,,),, die Folge der unabhéngigen
Rademacher-Funktionen X,, = 1, mit

2n—lq

A= U B_IZ’%Q:I)‘

X,, ist b(1,1/2) verteilt und nach dem starken Gesetz ist lim, oo £ 327 | X; =
1/2 P-fs.

Jedes w € [0, 1) besitzt beziiglich g > 2, g € N, genau eine g-adische Entwick-
lung

w=Y &g ", &lw) €{0,...,g—1} (6.3)

(Nicht schliefllich alle &, sind gleich g — 1).
Se9(w) sei die Anzahl aller ¢ = 1,...,n mit §(w) = ¢ in der g-adischen Ent-
wicklung von w, € € {0,...,9 — 1}.
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w heifit g-normal, wenn

1 1
lim —S59(w) = —
n—oo M g
fire=0,...,9—1 gilt.
w heilt absolut normal, wenn sie fiir alle g = 2,3,... g-normal ist.

Wir betrachten den Fall g = 2. Es ist dann
S%2(w) = ZXZ" Sh?=n - 85% neN.
i=1

Also sind P-fast alle Zahlen w € € 2-normal. Tatséchlich sind P-fast alle w € Q
auch g-normal fiir g > 2. Betrachte dazu

£ —{0,1,...,9 — 1},
definiert durch (6.3). Dann gilt

n—l_l

g
k=0

fiir e € {0,...,9—1}. Also sind alle §, ZufallsgroBen auf (€2, A, P) mit P(§, =
g) = é. Analog zu den Uberlegungen in Beispiel 5.4(b) folgt, dass (&), eine
unabhéngige Folge ist. Nun definieren wir fir jedes € € {0,...,9 — 1}

XZ = 1{5n:5}.

Dann sind diese alle b(1, 2)-verteilt und es gilt

g
n
£,9 __ E 5
=1

Das starke Gesetz der grofien Zahlen liefert nun
lim leL’g = E P —fs..
g

n—oo N

Wir haben also den folgenden Satz bewiesen:

Satz 6.12 In Bezug auf das Lebesgue-MafS auf [0,1) sind fast alle Zahlen
w € [0,1) absolut normal.

Bemerkung 6.13 CHAMPERNOWNE hat 1933 gezeigt, dass
0,123456789101112131415161718192021 . ..

10-normal ist. Die Frage, ob zum Beispiel v/2, log2, e oder m normal sind,
ist unbeantwortet. Man kennt kein konkretes Beispiel einer absolut normalen
Zahl. Eine g-normale Zahl ist im Allgemeinen nicht absolut normal (dies haben
CASSELS 1959 und SCHMIDT 1962 beobachtet). Eine g-normale Zahl ist stets
gP-normal fiir jedes p € N (bewiesen von HLAWKA, 1979).



KAPITEL 7
Grofle Abweichungen

Wir betrachten in diesem Kapitel eine Folge (X,,), von unabhingigen und
identisch verteilten Zufallsgrofien auf einem W-Raum (€2, A, P). Wenn wir
annehmen, dass E(X;) = u € R ist, so besagt das starke Gesetz der grofen
Zahlen, dass %Sn mit S, = Xy + -+ + X, fast sicher gegen pu konvergiert fiir
n — oo. Also konvergiert die Folge der Wahrscheinlichkeiten

P(S, > (p+a)n), a>0,

gegen Null fiir n — oo. Wir wollen in diesem Kapitel die Rate quantifizieren,
mit der dies gegen Null konvergiert.

Wir betrachten zunédchst den n-fachen unabhingigen Miinzwurf. S, sei
b(n, p)-verteilt. Dann gilt mit der TSCHEBYSCHEV-Ungleichung fiir o > 0

P[] 2a) 20D

n no?
was zum Beispiel fiir p = %, o= % und n = 1000 die Schranke 4—10 liefert. Wie
gut ist diese Abschiatzung? Wir wéhlen alternativ die MARKOV-Ungleichung
(Satz 2.8) mit g(z) = e**, A > 0. Dann gilt

P(S, > na) < e *™ME(e*).

Mit den X; sind die e** unabhingig, siche Satz 5.16, und somit folgt mit Satz
5.21 fiir alle A > 0

P(S, > na) < e (pe* + (1 —p))"
= exp(—n{—log M(\) + aA})

mit M(\) := pe* + (1 — p). Jetzt optimieren wir in A > 0, bestimmen also das
Minimum von

Y

f(A) :==log M(N) — aX.
Es gilt
"
FN=2my ~ oy — o
fir A > 0 und 0 < p < 1. Also ist f/(\) streng monoton, es existiert also
hochstens eine Nullstelle Ay von f”.
Ist @ € (p, 1), soist f'(Ao) = O fiir

M) M p(l - p)e?
(
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log%-
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e

ABBILDUNG 7.1. Die KULLBACK-LEIBLER-Information fir p = 1/2.

Einsetzen in f liefert
P(S, > na) < exp(—nH(alp)) (7.1)
mit

H(Oz|p):zc>zlog;g+(1—0z)log;1 a’ O<p<l, a€c(pl).
p p

Im obigen Zahlenbeispiel folgt das Minimum mit

P(J%-gl2a)=2r(G2ary)

1.1
< 2exp<—nH(a + 5 | 5))

fiir a € (0, 3):

51000 1 1 5 600 5 400 L
P ‘ _ o> L) <2 2) <3610
< 1000 21=10) =°\6 1) = )

was phantastisch viel besser als 4% ist.

H(:|p) ist eine beriihmte Funktion, die relative Entropie oder KULLBACK-
LEIBLER-Information genannt wird.

Das Ziel ist nun, die Giite von (7.1) zu untersuchen. Gibt es noch eine weitere
Verbesserung? Kann eine Abschitzung wie in (7.1) fiir die allgemeine Situation

einer Folge (X,), von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsgrofien
gefunden werden? Die Antwort liefert der

Satz 7.1 (CRAMER, 1938) FEs sei (X,,), eine Folge unabhdingiger und iden-
tisch verteilter Zufallsgréfien. Es sei

A(N) :=1log M()) := log E(e™") < o0
fiir alle A € R. Dann gilt:
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(i) Fir jede abgeschlossene Menge F C R ist

1 Sh,
limsup—logP(— € F) < —inf I(z).
n

(i) Fir jede offene Menge G C R ist

1 S, )
o1 Sn S
lim inf logP( - € G) > —inf I(z).

n—oo N zeCG

Dabei ist I durch I(z) := supycp{ Az — A(N)} gegeben.

Bemerkungen 7.2 (i) M(X) heit Momente-erzeugende Funktion, A(N)
daher logarithmische Momente-erzeugende Funktion oder Cumulanten-
erzeugende Funktion. Zu gegebenem Anlass gehen auf diese Begriffe ein.

(i) Ist X3 b(1, p)-verteilt, so folgt

1—
I(x) ::)J“logE +(1 —x)log( x)
p L—=p

fiir x € [0, 1] und I(z) = oo sonst. Natiirlich ist hier A(\) < oo fiir alle A € R,
I(+) ist aber unstetig auf R. Es ist
I(2) = H(alp), v € [0,1].

(iii) Die Funktion I im Satz von Cramér heiit Ratenfunktion.

Wir bereiten den Beweis des Satzes vor, indem wir Eigenschaften der Funk-
tionen A und I zusammenstellen.

Lemma 7.3 (i) A und I sind konvexe Funktionen.
(i) Aus A(N) < oo fiir ein A > 0 folgt E(X;) < oo und fiir x > E(X;) ist

I(x) = il;}g{)\x — AN} (7.2)

Fir x > E(X;) steigt I. Analog gilt: Aus A(X) < oo fir ein A < 0 folgt
E(X1) > —oo und fir x <E(Xy) ist
I(z) = sup{dz — A(\)}.

A<0
Fir x < E(Xy) fillt I. Ist E(X,) < 0o, so ist [(E(X,)) =0 und es gilt immer
inf,eg I(x) = 0.
(iii) A ist differenzierbar auf ganz R, wenn A(X) < oo fir alle A € R gilt. Es
gilt

1

A/(n) _ WE I:XlenXl}

und
Nm=y = 1I(y)=ny—An).
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Beweis: (i) Fir jedes 6 € [0, 1] folgt aus der HOLDER-Ungleichung
A(BA + (1= 0)A3) = log B( ()" (X))
< log <E<6)\1X1)9E<6)\2X1)1—0)
=0A(N) + (1 —0)A(X2) .
Aus der Definition folgt weiter
OI(xy) + (1 —0)I(xs)
= sup{fAz; — OA(N) } +sup{(1 — O)Azs — (1 — 0)A(N)}
A€R AER
> sup{ (61 + (1 — O)za) A — A(N) }
AER
= I(é’xl + (1 - G)xg) )

(ii) Die JENSENsche Ungleichung liefert

ME(X)) = E(AX,) = E(log ™) < log E(e**1), (7.3)
also
5oy < 2.

Ist die rechte Seite endlich fiir ein A > 0, so ist E(X;) < oo. Gilt E(X;) = —o0,
so ist mit (7.3) A(\) = oo fiir negative A, also gilt (7.2). Ist E(X;) endlich, so
folgt aus (7.3) I(E(X;)) = 0. Fiir 2 > E(X;) und jedes A < 0 gilt dann

Az —A(XN) < AE(X;) — A(N) < T(E(Xy)) =0,

also gilt (7.2). Da fiir jedes A\ > 0 die Abbildung =z — Az — A()) steigt,
ist I auf (E(X 1), +oo) steigend. Man betrachte die logarithmische Momente-
erzeugende Funktion fiir —X fiir den anderen Fall. Es bleibt zu zeigen

inf I(x) =0.

z€eR
Fiir E(X;) < oo ist 1(E(X;)) = 0. Es sei E(X;) = —oco bei A(\) < oo fiir ein
A > 0. Dann ist

log P ([z, 00)) < }\rzlg logIE(e)‘(Xl_x))
= —sup{A\z — A(\)} = —I(=z)
A>0

nach der TSCHEBYSCHEV-Ungleichung. Also ist
lim [(z) < lim {—log P*([z, 00))} = 0.

T——00

Der Fall E(X;) = oo fiir A(\) < oo fur ein A < 0 geht analog.

(iii) Dies folgt, wenn wir Differentation und Integration vertauschen diirfen.
Dies folgt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz, denn

fa(x) —_ (6(77+6)x . 617:(:) /E
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konvergiert punktweise gegen xe™ fiir ¢ — 0 und
[fo(@)] < e (e = 1) /6 =: h(x)

fiir € € (=6, 6) und E(|h(X;)|) < oo fiir § > 0 klein genug (Ubung). Ist weiter
N (n) =y, so betrachten wir die Funktion g(\) := Ay — A()A). Dann ist g(-)
konkav und ¢'(n) = 0, also gilt

g(n) = S;elgg(k),

was zu zeigen war. U

Beweis des Satzes von CRAMER: (i) Sei F’ eine nicht-leere abgeschlossene Teil-
menge. Ist inf,ep I(x) = Ir = 0, so gilt die Aussage. Sei Ir > 0. Nach
Voraussetzung ist E(X;) < oo. Es gilt

P(3 > 0) < B exp (\Yx))

=1

_ e—nAzHE (M) = o~ (Pa—am)
=1

mit Hilfe der MARKOV-Ungleichung und Satz 5.21 fiir A > 0. Es folgt nach
Lemma 7.3 (ii)

P(% > x) < exp(—nl(z)) (7.4)

fir z > E(X;). Fir E(X;) > —oco und 2 < E(X;) folgt analog

P(% <) son(-oto).

n

Nun wissen wir, dass I (E(X;)) = 0, und da Iy > 0, muss E(X;) in der offenen
Menge F° sein. Sei (x_, x) die Vereinigung aller offenen Intervalle (a, b) in
Fe, die E(X;) enthalten. Dann ist x_ < z; und einer der Werte muss endlich
sein, da F' nicht leer ist. Ist z_ endlich, so ist x_ € F, also I(x_) > Ir. Analog
ist I(z4) > I, wenn . endlich ist. Somit ist
P(i e F) < P(i < x_> +P<& > x+>
n n n
<2exp(—nlF).

Hieraus folgt die obere Abschétzung.
(ii) Nun zeigen wir

1 Sn :
o 1 Sn S _
lim inf logP< - € (-9, 5)) > /1\r61£A()\) = —1(0) (7.5)

n—oo M

fiir jedes & > 0. Dies geniigt, denn fiir Y = X — x ist logE(e*) = A(\) — Az
und Iy (-) = I(- + z), also folgt aus obiger Ungleichung fiir jedes z und § > 0

liminfllogP<& € (z -9, x—|—5)> > —I(x).
n

n—oo M
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Da fiir jede offene Menge G und jedes € G und ¢ > 0 klein genug (z — 9, =+
d) C G ist, folgt damit die untere Schranke.

Angenommen P~ ((—co,0)) > 0 und P*((0,00)) > 0. Dann ist
lim|y oo A(A) = o00. Weiter ist A stetig und differenzierbar nach Lemma
7.3 (iii), also existiert ein n < oo mit A'(n) = 0 und A(n) = infyer A(N).
Wir definieren ein neues W-Maf} durch

fi(A) = / e =AM gpXi(g)
A

denn

/Re”zdPXl(m) M0 =1.

Es sei nun S, := Yoy X; mit PXi = i, i =1,...,n, und ()A(z)Z unabhéngig.
Es gilt

Sn
P(— € (¢, 5)) :/ PXi(dzy) - - PX(day)
n (15, mil<ne)

n

> e nell / exp (17 Z ZEZ> PXi(dxy) - - - PX(dx,,)
{1227 mil<ne}

=1

~

_ —nelnl nA) p(& € (—e. 5>) ,
n

Dabei bezeichnet P = X1 PXi. Nun liefert Lemma 7.3 (iii) und die Wahl

von 7
- 1
E(X :—/xe”dexlx:A,UZO.
Also besagt das schwache Gesetz der grofien Zahlen

A

lim P(ﬂ € (—e, 6)) =1

n—o00 n
Somit folgt aus obiger Rechnung fiir 0 < e < 9
.1 Sn
lim inf — logP(; € (-0, 5))

n—oo M

1 Sh
> 1 ] — - —_
lim inf — log P< - € (—¢, 5))

n—oo 1
> A(n) —elnl,

also folgt (7.5) fiir e — 0.

Ist abschlieBend PX*((—o0, 0)) = 0 oder P*1((0, 00)) = 0, so ist A eine

monotone Funktion mit

inf A(X) = log P ({0}) .

zeR

P(& €(~4,9) = P<% —0) = (P¥({0}))

n

n
Y
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A A
A I
50 1 1
A v
Ay 1 L
(0.}
A E(X)) =z
A As A I
A E(X),) .
ABBILDUNG 7.2. Paare (A, I).
folgt erneut die Behauptung. O

Bemerkungen 7.4 (i) Fiir die obere Abschitzung bleibt bei allen techni-
schen Details die Idee, die MARKOV-Ungleichung fiir e}, A > 0, anzuwenden.
Bei der unteren Abschétzung ist die exponentielle Mafitransformation zu g die
Idee, um anschlieffend ein schwaches Gesetz fiir S, /m nutzen zu konnen.

(i) LubwiG BOLTZMANN betrachtete 1877 ein Modell des idealen Gases. Da-
bei teilte er einen Gasbehélter und dachte sich die Gaspartikel rein zufillig
und unabhéngig auf die Teilbehélter verteilt. Er untersuchte untypische Be-
setzungszahlen und kam (im binomial- oder multinomial-verteilten Fall) zu
einer Approximation

p(% ~ p’) ~ exp(—nH(Pl|p)> :

Dabei erkannte er, dass H(-|p) der Entropie der Thermodynamik entspricht
und fithrte sie somit als eine zentrale Grofle der sogenannten statistischen
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ABBILDUNG 7.3. Gasbehélter, BoLTZMANN-Modell.

Mechanik ein. Formal entspricht das grofle Abweichungsresultat dem BOLTZ-
MANN-Gesetz
S =klogW
(S Entropie, W Wahrscheinlichkeit, £ BoLTZMANN-Konstante).
(iii) In einer Ubung bestimme man die Funktion [ fiir diverse Verteilungen:
— X; sei PoissoN-verteilt zu a > 0, dann ist

I(x):oz—x—i—xlogE fir z >0
«

und +o00 sonst.
— X, sei Normal-verteilt zu 0 und o2, dann ist

I(x)

x
Unter den Bedingungen des Satzes von CRAMER, die deutlich abgeschwiicht

T 202
werden konnen — es reicht A(\) < oo fir ein A > 0 anzunehmen — gilt sogar,
dass A € C*°(R) und [ strikt konvex ist.

(iv) Fiir viele Teilmengen stimmen die obere und die untere Abschétzung tiber-
ein, so dass Konvergenz folgt. Es gilt z.B. fiir y € R

1 n .
lim —logP<S— > y) = —inf I(z).
n—oo N, n >y

Dies wird eine einfache Folgerung des zentralen Grenzwertsatzes sein und im
néchsten Kapitel betrachtet. Symbolisch schreibt man manchmal fiir die beiden
Ungleichungen im Satz von CRAMER:

Sn .
P(; € A) ~ exp(—n;relgf(x)) .

Da I(E(X;)) = 0, folgt aus dem Satz von CRAMER auch das starke Gesetz.
Dies wird in den Ubungen behandelt.

Wir wollen eine Anwendung der exponentiellen Abschétzung aus Satz 7.1 ken-
nenlernen:
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Im BERNOULLI-Experiment nennen wir jede maximale Teilfolge von einander
benachbarten gleichen Symbolen einen Run. Man teile die Gruppe der Horer-
innen und Horer (dieser Vorlesung) in zwei gleich grofie Gruppen. In der einen
Gruppe wird jeder gebeten, eine Miinze 200 Mal zu werfen und die 0-1-Sequenz
zu notieren. In der zweiten Gruppe wird jeder gebeten, eine zuféllige 0-1-Folge
der Lange 200 zu notieren, ohne eine Miinze zu werfen. Die Notizen werden
eingesammelt. Nun zieht ein Spielleiter aus dem Topf aller Zettel zufillig einen
aus und kann, so die Behauptung, in der Regel den Zettel der Gruppe zuordnen,
aus der er auch tatséchlich stammt.

Dazu ein heuristisches Argument. Wir grof} ist die Lénge des ldngsten Runs
von Einsen in einer BERNOULLI-Kette der Liange n? Ein 1-Run der Lange m
tritt mit Wahrscheinlichkeit p™ auf. Fiir den 1-Run gibt es ca. n mogliche
Positionen, also ist die erwartete Anzahl der 1-Runs der Linge m ca. np™. Ist
der lingste 1-Run eindeutig, so erfiillt seine Liange R, die Gleichung 1 = np’,

also
logn

log(1/p)
Im Fall einer fairen Miinze folgt fiir n = 200 R,, ~ 7.64. Die Mitglieder der
zweiten Gruppe werden es in der Regel scheuen, mehr als vier oder fiinf Mal
hintereinander das Gleiche Symbol zu notieren! 1-Runs der Gréfe 5 fiihren mit
grofler Sicherheit zur Einordnung in die erste Gruppe! Dieses Lehrexperiment
geht auf RENYI zuriick und soll nun mathematisiert werden:

Es sei (X,,), eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter ZufallsgroBen auf
einem W-Raum (9, A, P), Sp:=0, Sg := ZLXZ-, k=1,2,... R,, bezeichne
Segmente maximaler Linge der Folge (Sk)k>0 bis zum Zeitpunkt m, deren
empirischer Mittelwert zu einer Menge A € B gehort:

Rm::max{l—k:0§k<l§m, Sll_;jkEA}.

Bei Wahl der BERNOULLI-Kette und A = {1} ist R,, die Lénge des lingsten
Runs bis zum Zeitpunkt m. Als HilfsgéBe betrachten wir

Si— Sk
-k
Es gilt {R,, > r} tritt ein genau dann, wenn {7, < m}.

TT::inf{l: EAfﬁreinOSkSl—r}.

Nun gilt der folgende Satz:

Satz 7.5 (ERDOS und RENYI, 1970)  Angenommen, wir betrachten ein A € B
mit | g
Iy = — lim —1ogP(—” e A)
n—oo M, n

existiert, dann gilt

1 1
P( 1im il =) =P(lim = —) =1,
m—oo logm Iy r—oologT,. 14
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Korollar 7.6 Im Fall des BERNOULLI-Ezperiments und A = {1} gilt somit

R 1
P li = = =1
<m1—>H;o logm log(l/p))

Beweis: Der Satz von CRAMER liefert
1
Iy = H(llp) = 103;]; :

Siehe Bemerkung 7.4 (iv) und 7.2 (ii). Alternativ sicht man aber auch sofort

1 n 1
lim —logP(S— = 1) =logp = —log —.
n p

n—oo M

Beweis von Satz 7.5: Wir setzen

Cry = {S;:lfk GA}.

Dann gilt

m—r m m—1 oo
{Trgm}c U U Ok,lC U U OkJ.

k=0 l=k+r k=0 l=k+r

Mit P(Cry) = P(Z 51—k € A) folgt

P(T. <m) gmiP<% EA).

n=r

Wir nehmen zunichst an, dass 0 < I4 < oo. Wihle m = |e"0a=9)| ¢ > 0.
Dann folgt

f:P(TT < er(I,q—s)) < ier(IA—a) ice_”(b‘_am

r=1 r=1 n=r
o

< C’Z:e_m/2 < 400

r=1

fiir positive Konstanten ¢, ¢, die von ¢ abhingen konnen. Fiir [, = oo sei
m = |e€"/¢], dann gilt

Y P(T,<elf) <0 Ve>0.

r=1

Nach BOREL-CANTELLI ist

P(limsup{Tr < eT(IA_a)}> =0.

r—00
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Somit hat das Ereignis B aller w € Q mit T, < e"a=9) fiir hiéchstens endlich
viele r € N Wahrscheinlichkeit 1, also

1
liminf —logT, > I, fast sicher
r—oo T

(bzw. T, < e'/®).
Mit {R,,, > r} = {1, < m} folgt

lim su
m—»oop log m [A

Sel nun 14 < 00. Setze

Dann sind (B;); unabhéngige Ereignisse mit P(B;) = P(% € A). Es gilt daher

m/7r]
U Bl C {TT < m}
=1

und somit
[m/7]
P(TT > m) <1- P< U Bl) _ (1 _P(Bl)>Lm/rJ

=1
r

Setze m = [e"Iate)] 5o folgt fiir alle & > 0

i P(T, > er(lﬁa)) < iexp(—ﬁeT(IAJrE)e_TUA*a/?))
r=1 r=1

r

o0
< Zexp(—CQeC”) < 00
r=1

fiir ¢q, co, c3 positive Konstanten, die von € abhédngen kénnen. Nun liefert Bo-
REL-CANTELLI wie oben

1
i > — fast sicher,

lim inf = lim inf
m—oo logm r—oo log T, I
womit der Satz gezeigt ist. O

Bemerkungen 7.7 (i) Die Bedingung in Satz 7.5 ist nach dem Satz von
CRAMER erfiillt, wenn die logarithmischen Momente-erzeugende Funktion A(-)
von X; iiberall endlich ist und

inf I(x) = inf I(z) = 14

z€A IEX

gilt.
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(ii) Satz 7.5 kann beim Vergleich von DNA-Sequenzen interpretiert werden.
Wenn X; € {Adenin, Guanin, Thymin, Cytosin} und Y; ebenfalls und (X;);
und (Y;); seien unabhingig und p := P(X; =Y7), 0 < p < 1, so gilt fiir

Ry =max{l: Apr=Bipfirk=1,...,[,0<i<m—1}

die Aussage

P(lim il :1):1.

m—oo log, ,,, m
Interessant ist die folgende Variante, bei der Verschiebungen erlaubt sind:

H, =max{l: Ay, =By firk=1,...,[,0<4,j <m-—1}.
Dann gilt

P( 1im Hm —2) = 1.

m— o0 logl/p m

Der Beweis wird in den Ubungen diskutiert und ist eine Anwendung eines
allgemeinen BOREL-CANTELLI-Resultats.



KAPITEL 8
Der zentrale Grenzwertsatz

Fiir jedes n € N seien X1, ..., Xk, unabhéngige Zufallsgrofien, definiert auf
einem W-Raum (Q,, A, P,), mit endlichen Varianzen o2, := Var(X,;), k =
1,..., k,. Betrachte

Sn:: n1++Xnkn

Bei der Familie (Xnk)’;; 7777 *» spricht man von einem Dreiecksschema mit gegen
unendlich strebender Zeilenldnge k,,. Die S,, konnen hier fiir jedes n aus neuen
Summanden bestehen.

Wir wollen die Folge der Verteilungen (P2"), untersuchen. Im Fall des BER-

NOULLI-Experiments besagt der Grenzwertsatz von DE MOIVRE und LA-
PLACE:

sy <) = [ ot se o0

fir ¢ € R, d.h. die Verteilungsfunktionen F,(-) := P(S"\:Lg")) < ) konvergie-

lim

n—oo

ren punktweise gegen P(-).
Zunéchst kldaren wir den Zusammenhang zwischen Konvergenz in Verteilung

bzw. schwacher Konvergenz und Konvergenz der zugehorigen Verteilungsfunk-
tionen:

Satz 8.1 FEs seien P und (P,), W-Mafle auf (R,B) und F, (F,), die zu-
gehorigen Verteilungsfunktionen, d.h. F(x) := P((—oco,z)) und F,(x) :=
P,((—o0,)), x € R. Weiter sei W eine Teilmenge von Cy(R) mit der fol-
genden Eigenschaft:

Fiir alle x < y existiert ein f € W mit 0 < f <1, f(z) =1 fir alle z < x,
f(z) =0 fiir alle z > y. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i)
lim [ fdP, = /fdP fir alle f € Cy(R).

(schwache Konvergenz)

lim fdPn:/fdP fir alle f e W.

n—oo

lim F,(z) = F(z) fir alle x, an denen F stetig ist.

n—oo

89
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Bemerkungen 8.2 (i) Der Satz von DE MOIVRE und LAPLACE ist also eine
Aussage iiber schwache Konvergenz bzw. Konvergenz in Verteilung, denn ® ist
iiberall stetig.

(ii) Die Menge W nennt man Konvergenz-determinierend. Wir hatten in Satz
4.17 bereits gesehen, dass die Menge der gleichméfig stetigen und beschrankten
Funktionen eine Konvergenz-determinierende Menge ist.

(iii) Gibt es die Funktionenmenge W? Es seien

Wo :={f € Cy(R) : f*) € Cy(R) fiir alle k € N}
und
1, falls t <0,
0, falls t > 1,
Jiexp (—ﬁ) ds
I exp(—ris)) ds
Dann ist fy wohldefiniert mit 0 < fy < 1 und die Ableitungen fék) existieren

und sind in C,(R) fiir alle k£ € N. Also ist fo € Wy. Fiir < y setzen wir nun
f(z) = fi o(z:i)- Dann hat f die gewiinschten Eigenschaften.

fo (t) =

, falls0<t<1.

Beweis: (ii) = (iii): Zuz € Rund € > 0 sei f € W so, dass
1(—00,1) < f < 1(—oo,x+€)'

Dann ist
limsup Fy,(z) = limsup P,((—o0,z)) < hmsup/fdP /fdP

< P((—o0,z4¢))=F(x+¢)

fur alle ¢ > 0. Ganz analog folgt liminf, .. F,,(z) > F(x — €). Daraus folgt
lim,, oo Fr(z) = F(x) fir alle Stetigkeitsstellen von F.

(i) = (i): (heifit in der Literatur der Satz von HELLY und BRAY) Sei D
die Menge der Stetigkeitsstellen von F. Da F monoton wéichst, ist R \ D
abzéhlbar, D ist also dicht in R. Sei f € Cy(R) und ¢ := sup g |f(x)]. Es
existieren p,v € R mit F(u) < ¢ und 1 — F(v) < e, und da D dicht ist,
existieren p,v € D. Nun ist f|j,, gleichméBig stetig, also existieren

M:)\0<)\1<"'<)\k_1<)\k21/ mit)\o,...,)\kED,k‘ENo,
so dass | f(x) — f(Ni21)| < e fiir \j_1 <z < \;. Setze nun

k
g:=>_ FOu)Ipn_n)-
=1

Dann ist

/gdPn = Z fi-)(Fa(Ni) — Fu(Ni1))

Nach Voraussetzung gilt dann [ gdP,, — [ gdP.



8. DER ZENTRALE GRENZWERTSATZ 91

SeinunM = [p,v), L = (—oo,pu) und R = [v,00). Fiir x € LU R ist
|f(z) — ]—]f( )| <o, firz e Mist |f(x) — g(x)] <e, also
| [rap~ [gap| < /|f gl dp
< oP(L) + oP(R) + e P(M)
= QF( )+o(l = F(v)) +eP(M)
< (204 1)e

Analog folgt
| [rae- | L)+ (1= F(v) + <.
Da u, v Stetigkeitstellen von F' sind, folgt

1]

fiir n hinreichend gro8 und die Behauptung des Satzes folgt mit Hilfe der
Dreiecks-Ungleichung. O

< (20+1)e

Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen:

Satz 8.3 (zentraler Grenzwertsatz) Fir jedes n

€ N seien X1, ..., Xok,
unabhingige Zufallsgrofen auf (,, An, Py) mit E(X,;) =

) =0 fur alle n € N,
j = 1,...,k, und endlichen Varianzen o2, n > 1, k = Jk,. Es sei
s = ],z"l o2, >0 und
1 & )
= / X dP, — 0 fir n— oo fir allee >0 , (8.1)
N p—1 {|Xnk|>esn}
dann gilt:

lim Pn<& < y) = d(y)

n—oo n

fiir alle y € R.

Zunichst diskutieren wir die Bedingung (8.1), die einen eigenen Namen be-
kommt:

Definition 8.4 Man sagt, dass die Folge von Zufallsgrofien X1, ..., Xy,
n € N, der LINDEBERG-Bedingung geniigt, falls (8.1) gilt.

Die Bedingung (8.1) besagt, dass jeder Summand )i"k von S = f” fiir grofle
n nur einen kleinen Beitrag zur Gesamtsumme S liefert. Dies wird in dem
folgenden Lemma prézisiert.

Lemma 8.5 Geniigt X,1,..., Xuk,, n € N, der LINDEBERG-Bedingung, so
folgt:
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‘ nk‘

(i) max1<k<kn — 0 stochastisch.

(ii) limy, oo = - maxlgkgkn onk = 0 (FELLER-Bedingung).

Beweis: Zu (i): Es gilt mittels der Markov-Ungleichung

p | Xk | X ] Fn
nk nk
m > = | —_— > < P X >
"<1Sk2§n Sp E) ”( U { s, = 5}) = ;_1: (| Xnkl = €sn)

o Z/X X2%.dP, .

nk|>88"}
Damit folgt mit Hilfe der LINDEBERG-Bedingung die Behauptung.

Zu (ii): Wir bezeichnen zur Vereinfachung der Notation zu festem n mit E den
Erwartungswert beziiglich P,. Es gilt

on = E(X2) = / X2, dP, +/ X2 dP,
{|Xnk|>esn}

{| Xnr|<esn}
< / X2, dP, + &%s2,
{|Xnk|255n}

o2
limsup max ’;k < e fiirallee >0 .
n—oo  1<k<kn S2

und somit

O

Lemma 8.6 Sind die Zufallsgrifien (Xnk/ank)kzl"“’k” zusdtzlich identisch

n>1
verteilt, so folgt aus der FELLERschen Bedingung die LINDEBERG-Bedingung.

Beweis: Setze ¢, := maxj<g<, 2%, dann gilt

Xoe\2
{1 X | >esn} {\Xnk\ e Onk

ER k/sn

X\ 2
< k/ () ap,
Lnkbi} Onk

Tnk — @n

Uik/l[g/gm )( )x P (dZE)

Xnk
Die rechte Seite konvergiert fiir n — oo gegen Null, denn die Verteilung P, "*
ist unabhéngig von n. O

Korollar 8.7 Fiir jedes n > 1 seien Xp1,...,Xuk, unabhingig und die
(Xnk)ﬁ;k” seien identisch verteilt mit E(X1,) = 0, 0%, = E(X3) < oo
und 52 = S 02, > 0. Dann gilt

lim P,

n—oo

k
( kll Xnk
Sn

§y> = d(y) firalle yeR .
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Erneut bezeichnet hier E den Erwatungswert beziiglich P, zu festem n.

Beweis: Nach Lemma 8.6 geniigt es, g, = i maxj<k<k, Onk — 0 flir n — oo
Onk

zu zeigen. Hier ist nun g, = —2= — 0 fiir n — oo. 0J
V knon

Korollar 8.8 Sei in der Situation von Korollar 8.7 X, = X, 1 < k <
k, = n, n > 1, also eine Folge von Zufallsgrifien, definiert auf einem W-
Raum (2, A, P). Dann gilt

ligiorgf \/—% = —o0 und hin—igp % = +o0o
P-fast sicher.
(Nachtrag zur Diskussion vor Satz 6.11)

Beweis: Ohne Einschrénkung sei Var(X,;) = 1. Wir wissen, dass
liminf, . S,/v/n und limsup,_ . S,/v/n terminale Funktionen sind, al-
so konstant a (bzw. —a) mit a € R, siche Korollar 5.20. Angenommen
—a > —o0. Dann gilt fiir ¢ € (—o0, —a)

0 = P<hf£,i£f5”/\/ﬁ< —a) :P<ﬂ {nlgfnSm/\/ﬁ< —a})

> lim P(gfnsm/m < t) > JLIEOP@NE < t) —®(t) >0,

n—~o0

also ein Widerspruch. O

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 8.3. Nach Satz 8.1 wollen wir zeigen:

lim f(%) dP, = E(f(N)) fiir alle f € W,

wobei N eine standardnormalverteilte Zufallsgréfie bezeichne.

Die Idee, die auf P. LEVY zuriickgeht, wird sein, auf der linken Seite die X,
durch N (0,02, )-verteilte ZufallsgroBen zu ersetzen, und zwar sukzessive. Man
erhélt dann eine Folge der Form

/f<Xn1 +"'+Xnkn) iP,

S
Sp,

[ (Pt e,
Sn

/f<Yn1+"'+Ynkn)dPn'

Sn

)dPn,...,

Wir zeigen dann, dass jedes Glied dieser Folge fiir grofie n so nahe beim Néchs-
ten liegt, dass sogar das erste und letzte Glied nahe zusammen liegen! Wenn
die Y, k =1,..., k,, unabhéngig gewahlt werden, ist das letzte Glied gleich
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E(f(N)). Diesen Sachverhalt kennt man aus der Vorlesung des dritten Semes-
ters:

Satz 8.9 Seien X, und X, unabhingige Zufallsgréfien und PX1 = N(u, 0?),
PX2 = N(v,72), dann ist PX" x PX2 = N(u + v, 0% + 7%).

Beweis: Ubung; wir werden in Beispiel 9.6 einen Beweis sehen.

Die Aussage und die Voraussetzung des Satzes 8.3 sind nur abhéngig

von PY(Lan """ Xukn) © Wir werden nun  die gegebene Folge X,1,..., Xy,

von ZufallsgroBen auf (Qn, A, P,) geeignet durch eine unabhéngige Fol-
ge X~n1, e s Xokns Yol -« Yok, von Zufgllsg}réﬁgn auf einem W-Raum
(Qn, Ay, P,) ersetzen: Dazu sei fiir n > 1 (2, 4,, P,) ein W-Raum und

N = {X = ((an, e ,Xnkn))nN‘Vn 2 1: an, e >Xnkn € [,2(?“),
unabhingig, zentriert und s> > 0, X geniige der LINDEBERG-
Bedingung} ,

sowie

A/O::{YE./\/ hmP(Zk 1 nk_y)z@(y)fﬁralleyGR}.

n—oo TL

Wir zeigen dass W-Réume (Q,,A,,P,), n > 1, und Zufallsgréfen
an, - Xnkn, Y1, ..., Yo, darauf existieren mit:
(i) PX"k —PXM n>1Lk=1,...k,
(ii) Var( k) = Var(Y k) ,n>1Lk=1...k,
(iil) X1, .- Xnkn, Yo1, .-+, Yor, sind unabhingig
(iv) Y (( ”1’”"Ynk”)>n21 e M.

In (i) sind die Varianz beziiglich P, gemeint. Priiziser miissen wir Var B (X k)

schreiben. Im Fall der obigen Konstruktion gilt X = ((an, . 7Xnkn))n>1 S

N, denn N
Var(X,;) = Var(X,;,) = 02, , also s2 > 0,

und

[ xndr = [t (Xl Xl P,
{IXnk|>53n}
= [t el P 0
= [t el aPE (o)

also erfiillt X die LINDEBERG-Bedingung.
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Das sogenannte Invarianzprinzip fiihrt uns sogar zu X e Ny, dh.
limn_)oolsn< i’;l)?nk/sn < y) = ®(y), aber 15,1(2?;1 Xnk/sn < y) =
Pn< ]1?;1 Xnk/sn < y), denn

P(an ----- Xnkn) — Pan ® ... ® PXnkn
— anl ® .. ® pX'nkn — p(an 77777 Xnkn) ,

womit alles gezeigt ist.

Satz 8.10 (Invarianzprinzip) FEs seien X € N und Y € Ny mit

(i) Yar(Xnk) = Var(Yor) ,n>1,k=1,... k,
(i) Xn1,--os Xokny Yol, - -+ Yok, sind unabhdingig fir jedes n > 1.

Dann gilt X € Nj.

Wir miissen dieses Prinzip beweisen, zeigen aber zuvor, dass obige Konstruk-
tion mit (i), ..., (iv) moglich ist. Dazu seien

Qn - Ran 7 An — Ban und pn — Prf(m R ® Pifnkn ® in Q- ® ann
mit Q" = N(0,02,), k =1,...,k,. Weiter seien

» Y nk

Xnk : Qn — R mit Xnk(xnla vy Tnkpy Ynly - - - 7ynkn> = Tnk

und

Yo : Q, — R mit ffnk(asnl, s Tk s Ynls - - - s Ynks, ) = Ynk
fir k =1,...,k,. Die Abbildungen sind Projektionen. Dann gilt (i)-(iii) nach
Konstruktion. Fiir (iv) miissen wir Y € N zeigen, was nach Definition von

N sich darauf beschrinkt, die LINDEBERG-Bedingung nachzurechnen. Nun ist
ZL’; N(0, 1)-verteilt fiir alle k =1,..., k,, also zeigen wir gemafi Lemma 8.6

. 1
lim — max o, = 0.
n—oo S, 1<k<kn,

Da 02, = Var(X,;) und X nach Voraussetzung die LINDEBERG-Bedingung
erfiillt, folgt dies aber unmittelbar aus Lemma 8.5(ii). Also ist Y € N. Mit
Satz 8.9 ist weiter

k
N "y
Pn<@> =®(y) firalleneN
Sn

und fiir alle y € R, also ist Y € Nj.

Es bleibt also, das Invarianzprinzip zu beweisen:

Beweis: (von Satz 8.10) 1. Schritt: Es sei f € Wy und fiir x € R

g(z,h) = { &(fx+h) = f(z)=hf(z) = f(x), fallsh#0,
0 falls o = 0,
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also
2

2@ g ) mher. (82)

Fla+h) = f@)+hf'@)+ 2

Nach Taylor ist

Fla 4 ) = (@) + hf @)+ e+ o)

fiir ein 0 < 6 < 1, welches von x und h abhéngt. Damit folgt |g(x,h)| <
2 sup,ep |f"(z)| =: A fiir alle x,h € R (A existiert, da f € W;). Nach Taylor
gilt auch

2 3
Floh) = Fla) + ') + o ) + 2 g om)

mit 0 < 0" < 1, also |g(z, k)| < |h|5sup,eg |f"(2)| = |h|B (B existiert, da
f € Wy). Insgesamt haben wir (8.2) mit

lg(xz,h)| <min{A, |h|B} =:d(h), z,h e R .
2. Schritt: Wir setzen nun 7}, := i Zg’;l Xk, Tp = 1 Zk 1 Yk, sowie PnT” =:
@n und ]53” =: Qn Zu zeigen:

lim [ fdQ,=E(f(N)) fir alle f € W, .

Also ist zu zeigen:
JLH;O}/fdQn—/fdQn\ =0 fiir alle f e W, .
Es gilt ffd@n—ffdQn :ffoTndlsn—ffoTnd]Bn. Sei nun
Upi = Si(an o X+ Yo o+ Yor)

n

fiir jedes k =1,...,k,, also

Folu=soTu=3 " (f(Uu+ %) = 1Vt 34))
Es gilt =
)
= (J(U)) 4 (%2 ) + B (32 (0)

I
=
32
/N
&h
—~
S
ol
SN—"
N——
l\D
l\)
5
=
o
o
ol
SN—
=
o
—~
i
—~
&
ol
SN—
SN—"
+
=
ol
/N
SICIES
Q
—
S
>
s
ol
SN—
N——
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denn die X,;’s sind zentriert und wir haben Satz 5.21 verwendet. Fiir
Ep < f (Unk + %’“)) folgt die analoge Identitéit, wenn wir X, durch Y, erset-
zen. Mit Varp (Xop) = Varp (Vi) folgt

[ raa.- [ fdQn—Q%kn< (Ko ) -, (g (U )

1 n

also

[0~ [ raa] < 23" (e () s, (vaa(22)).

n

Wenn wir nun zeigen, dass die rechte Seite gegen Null konvergiert fiir n — oo,
sind wir fertig. Es gilt

Ep, (X2d(22)) = / X2,d(20%) 4B, + / X2,d(20k) 4B,
{| Xk >dsn} Sn {1 Xkl <dsn} Sn

Sn

< A/ Xﬁk dP, + B6 Varﬁn(Xnk) ,
{\Xnk|>5sn}

also fiir alle n € N und 6 > 0.
A & B(S

k ~
1 = 92 Xnk 2
OB (XRd(EH) < 55 :/ ~ XwdPu+ 35
n p—1 n n k=1 {IXnk|>dsn}

Die rechte Seite wird geméfl der LINDEBERG-Bedingung klein in n € N. Analog
folgt

Wir tragen ein Resultat zum Kapitel iiber groffle Abweichungen nach:
Satz 8.11 Fliir jedes y € R gilt

1 Sh .
_— On _ .
lim logP< - y) = —inf I(z)

n—oo 1, x>y
Beweis: Da [x,x 4+ 0) C [y, 00) gilt fir alle z > y und fiir alle 6 > 0

1
hmmf—logP(S— > y) > supliminf—logP(% € [m,x+5)) .

n—oo 1 x>y Moo N

Wir miissen daher zeigen:

lim inf — logP(S— € [z, x—|—5)) > —I(z) .

n—oo M
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Dazu gehen wir in den Beweis von Satz 7.1(ii). Erneut kénnen wir ohne Ein-
schrénkung x = 0 wahlen und [0, §) und [0, €) ersetzt (—4,6) und (—¢,¢). Nun
liefert der zentrale Grenzwertsatz

i P ema) =

womit alles gezeigt ist. U



KAPITEL 9

Charakteristische Funktionen und
Verteilungskonvergenz

Die Theorie charakteristischer Funktionen soll hier nur ganz kurz angerissen
werden.

Definition 9.1 Es sei p ein W-Mafl auf (R, B"). Die charakteristische Funk-
tion {1 von p ist die Abbildung von R"™ nach C, die durch

a(t) = /ei<t7x> u(dr) = /cos((t, z)) p(dz) —l—i/sin((t, z)) p(dz), t € R,

definiert ist. Hier ist (¢, ) = >_7_, t;x;. Die charakteristische Funktion eines
Zufallsvektors X ist die charakteristische Funktion der Verteilung von X, sie
kann nach Satz 1.23 als E(exp(i (t, X))) geschrieben werden.

1 ist fiir alle ¢ € R™ definiert, denn Sinus und Cosinus sind beschrankt. Weiter
ist /i in t stetig nach dem Satz von der dominierten Konvergenz, Satz 2.5 (v).

Satz 9.2 (Eindeutigkeitssatz) Es seien u, v zwei W-Mafle auf (R™, B"). Gilt
a(t) = o(t) fir alle t € R, so gilt p = v.

Beweis: Kompakte Mengen in R™ sind ein durchschnittstabiles Erzeugenden-
system von B, also geniigt es u(K) = v(K) fiir alle kompakten Mengen K zu
zeigen (siehe Satz 1.9). Fiir eine kompakte Menge K und m € N sei
1 ,rve K
fm(x) =40 ir d(z, K) :=inf{|lz —yl,ye K} >1/m
1 —md(z, K) ,sonst.
Dann ist
(a) 0< fiu(z) <1 fur alle z € R",
(b) fn ist stetig und
(c) fn(z) | 1g(z) fiir m — oo.
Falls [ f,du = [ fmdv fiir alle m € N, so folgt u(K) = v(K) mit dem Satz
von der dominierten Konvergenz aus (c). Es geniigt also nachzuweisen, dass

[ fdp = [ fdv fir alle f gilt, die (a) und (b) erfiillen und einen kompakten
Triager haben!.

Yder Triger von f ist die Menge {x : f(z) # 0}
99



100 9. CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN UND VERTEILUNGSKONVERGENZ

Sei e > 0und N > 0 so grof3, dass
By =[N, N]" D {z: f(z) # 0}

und max{,u(Bf\,), I/(B]CV)} < ¢ gelten. Nach dem WEIERSTRASSschen Appro-
ximationssatz gibt es eine Funktion g : R” — C der Form

m w
g(zr) = cjexp <Z<th, $>)
j=1
mit ¢; € C und ¢; € Z", die periodisch in jeder Komponente ist und f in By
bis auf € approximiert:

sup{|f(z) — g(z)|; z € By} <e.
Es folgen sup,cgn |g(x)] < 14 ¢ und

[t [ra]<|[ran= [gdn|+|[gdu- [gar]
+‘/gdu—/fdy‘.

Nach Voraussetzung ist 1t = U, also ist der zweite Summand gleich Null. Es

gilt
‘/fdu—/gdu) < ‘/ fdu—/ gdu)+‘/ fdu)+‘/ gdu)
By By N N
< [ 1f = gldu 0+ (14 (B
By
< en(By) + (1 +¢)u(By)
<e2+¢).
Der dritte Summand wird analog abgeschéatzt. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt
[fdp=[gav. O

Beispiele 9.3 (a) Fiir a € R" betrachte das DIRAC-Ma$ d,, dann ist 5y =
et t € R", also gilt fiir p =57, a;6,, mit Y00 a; =1 und z; € R™

= Zai6i<t’“> , teR".
i=1

Insbesondere
)0 =3 ()1 = obete
k=0
=(1-p) +pe")", teR
und .
Ta(t) =@ Z a_' itn — g - p e R
n!
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(b) p sei standard-normalverteilt. Dann gilt

1 ,
~ itx —z2 2 _ —t2/2 —(z—it)2/2
() t Pdr = ——e e dz.
\/ 27 / \ 2T /R

Es gilt [, e"@=®*/2 dx = /27 (Ubung), also ji(t) = e /2.
(c) p sei die CAUuCHY-Verteilung zum Parameter o > 0. Dann gilt

«

- dx
t)=— [ e"————, teR.
jilt) /Re a? + 12

™

Die Funktion z —
aft|

= + > hat Pole in +ia. Mit Hilfe des Residuensatzes ergibt
sich fi(t) = e~
(d) u sei die Standardnormalverteilung in (R, B"). Mit (b) folgt

- 1 e —(t,1)/2

fi(t) = eXP<—§ Zt ) =

7=1
fiir t = (tr,...,t,) € R™
Geméaf Definition 1.23 ist die allgemeine Normalverteilung das Bildmafl

v = u¢~! der Standardnormalverteilung g unter einer affinen Transformation
R" > x+— ¢(z) = Az + b. Es gilt

v(t) = /ei<t’m> v(dr) = /ei<t’¢(z)> p(dx)

mit ¥ = AA" als der Kovarianzmatrix von v (siehe Satz 1.25, Beispiel 2.19 (e)).

Satz 9.4 Fiir jedes b € R™ und jede positiv semi-definite, symmetrische Ma-
trix X gibt es genau eine Normalverteilung mit b als Erwartungswert und X
als Kovarianzmatriz.

Beweis: Eindeutigkeit: Satz 9.2 und Beispiel 9.3 (d). Existenz: Es existiert
mindestens eine n x n-Matrix A mit AA" = 3. O

Satz 9.5 FEs seien X, Y zwei unabhingige Zufallsgrifsen mit charakteristi-
schen Funktionen xx bzw. xy. Dann ist xx - xy die charakteristische Funktion
von X +Y.

Beweis: Fiir alle t € R gilt
E(eit(X+Y)) _ E(eitXeitY) _ E(eitX)E(eitY) :
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da e unabhingig von e ist. Aber Satz 5.21 wurde nur fiir reellwertige
Zufallsvariablen bewiesen. Eine Zerlegung in Real- und Imaginérteil liefert
jedoch die entsprechende Aussage fiir komplexwertige Zufallsvariablen. 0

Beispiele 9.6 (a) Sind X, Y unabhéngig und CAUCHY-verteilt, so ist fiir
Ae(0,1)
AX +(1—A)Y
auch CAUCHY-verteilt, denn fiir t € R gilt
Xax+(1-ny (1) = E(exp (it(AX + (1 - A)Y)))

= xx(At) - xy (1= A)t)

= exp(—|At]) exp(—[(1 = N)t]) = et
(b) Beweis von Satz 8.9 (elegant!):

XX1+X2 (t) = XX (t)XXz (t)

o? t2
= exp (i,ut — 7152) - exp (iyt — 5152)
1
= exp (z'(,,t +v)t— 50"+ 72)152) . 0

Sind (X,,), unabhingig und CAUCHY-verteilt, so folgt mit Beispiel 9.6 (a),
dass S,,/n auch CAUCHY-verteilt ist. Fiir ¢ € R gilt

0</COol 1 dl’:P<&ZC>SP(SHp%ZC)mPOimSUP%ZC).

w14 22 n k>n oo

Dann muss nach Lemma 6.3 und KOLMOGOROVs 0-1-Gesetz
P<limsup& > c) =1
n—oo I
fiir alle ¢ € R gelten, also
P(limsup& =o0)=1.
n—oo N
Analog zeigt man P(liminf, . S,/n = —oc0) = 1.
S, /n konvergiert nicht fast sicher, was dem Gesetz der groflen Zahlen aber
nicht widerspricht.

Sind (X,,), unabhingig und standard-normalverteilt, so folgt mit Beispiel
9.6 (b), dass S, /y/n N(0,1)-verteilt ist. Wie oben folgt dann, dass

. Sh, .. . Sh
limsup—= = o0 und liminf — = —o0
n—oo n n—oo \/ﬁ

fast sicher, was wir mit Korollar 8.8 auch allgemein kennen.

Wir untersuchen den Begriff der Konvergenz in Verteilung, siche Definition
4.15, fur allgemeinere Wertebereiche. Sei (S, d) ein metrischer Raum.



9. CHARAKTERISTISCHE FUNKTIONEN UND VERTEILUNGSKONVERGENZ 103

Definition 9.7 (i) Die BOREL-o-Algebra Bg sei die kleinste o-Algebra auf
S, die die offenen Mengen enthélt. (Bg wird auch von der Familie der abge-
schlossenen Mengen erzeugt!)

(il) Mit M;(S) sei die Menge der W-Mafle auf (.S, Bg) bezeichnet.

(iii) C(S) bezeichne die Menge der beschrankten stetigen Funktionen von S
nach R.

Bemerkung 9.8 Es seien p,v € M;(S). Gilt [ fdu = [ fdv fir alle f €
C(9),sogilt p=v.

Beweis: Sei F' C C abgeschlossen und fiir n € N sei f,, € C(.S) definiert durch
fa(z) = max{ (1 — nd(z, F)),0}.

Dann gilt f,, | 1 fiir n — oo und aus dem Satz von der dominierten Konver-

genz folgt
= lim /fnd,u: lim /fndl/:I/(F

Da die abgeschlossenen Mengen ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem
von Bg bilden, folgt die Behauptung ;1 = v wie gewohnt, also mit Satz 1.9. [

Nun konnen wir Definition 4.15 iibernehmen:

Definition 9.9 (i) Es seien pu,,pu € My(9) fir n € N. (u,), konvergiert
schwach gegen p (in Zeichen p, — 1), wenn

lim fdun:/fd,u Vf e CO(S)

gilt.
(ii) Es seien X,, und X (S, Bg)-wertige Zufallsvariablen fiir n € N, die auf
einem W-Raum (€2, A, P) definiert sind. Falls PX» — PX gilt, so sagt man,

w

die Folge (X,,),, konvergiert in Verteilung gegen X (und schreibt oft £(X,,) —
L(X)).

Die Wahl dieser Definition wurde in Bemerkung 4.16 diskutiert. Formal ist
sie bequem. Oft mochte man jedoch lieber wissen, fiir welche A € By gilt:
w(A) =lim, o pn(A).

Es gilt:

Satz 9.10 (Portmanteau) FEs seien i, p € My(S) fiir n € N. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

(i) oo — 11 -

(i) imsup,,_, tn(F) < p(F) fir jede abgeschlossene Menge F C S .
(iii) liminf, o pn(U) > p(U) fiir jede offene Menge U C S.
(iv) limy, oo pn(A) = u(A) fiir alle A € Bs mit u(0A) =0 .
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Beweis: (i) = (ii) Sei F' abgeschlossen, ¢ > 0, und f.(z) := max{0, 1 —
d(xz, F)/e}. f. ist beschrinkt und stetig mit 1p < f., also

lim sup p,(F) < lim /fed,un:/fad,u.

n—~o0

Mit € | 0 folgt f. | 1p. Der Satz von der dominierten Konvergenz liefert

[ #du L)

fiir € | 0, also limsup,, ., pn(F) < p(F).

(i) < (iii) folgt aus der Tatsache, dass die offenen Mengen die Komplemente
der abgeschlossenen sind.

((ii) und (iii)) = (iv): Sei A € Bg mit p(0A) = 0. Es gilt

lim sup p, (A) < limsup i, (A) < pu(A)

n—oo

und

o

liminf p,(A) > liminf p,(A) > ,LL(fol) :

n—oo

Aus pu(8A) = 0 folgt u(A) = u(A) = u(A), also folgt (iv).
(iv) = (ii): F' C S sei abgeschlossen. Fiir § > 0 sei

F = {z:d(z, F)<d}.

Dann ist O(F°) C {x : d(x, F) = §}. Die Mengen 9(F°) mit § > 0 sind also
paarweise disjunkt. Die Menge

[e.e]

(5> 0:0(0(F) > 0} = U {5>0: (007 = 1}

ist hochstens abzdhlbar. Also existiert eine fallende Nullfolge (dx); mit
p(O(F°)) = 0 fiir alle k € N. Dann gilt

lim sup ju, (F) < lim sup g, (F%) = pu(F%)
fiir alle k. Wegen F% | F haben wir pu(F%) | u(F) fiir k — oo, also folgt (ii).

(iii) = (i): Sei f > 0 und stetig. Dann folgt aus Satz 3.8 und dem Lemma von
FaTtou (2.5 (iv)):

)
fdu= oo,u(f>t)dt§ OOlimilrlfun(f>t)dzf
0 0

n—oo

(9.1)

n—~0o0

< liminf/ wn(f >1t)dt = liminf/fd,un.
0 n—oo

Sei nun f stetig mit |f| < ¢ < oco. Wende (9.1) auf ¢ + f an. Dies liefert
lim, oo [ fdp, = [ fdp. O
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,Portmanteau* ist nicht der Name eines Mathematikers, sonder eine englische
Vokabel fiir ,,Handkoffer”. Es soll zum Ausdruck bringen, dass man den Satz
wie einen Koffer mit sich tragen sollte, wenn man in der Welt der schwachen
Konvergenz spaziert. Das folgende Lemma gibt eine hinreichende (aber nicht
notwendige) Bedingung fiir schwache Konvergenz:

Lemma 9.11 Seien p,, 1 € M;(S) fir n € N. Es sei U eine durchschnitt-
stabile Teilfamilie von Bg, die die Eigenschaft hat, dass jede offene Teilmenge
von S als endliche oder abzihlbare Vereinigung von Mengen aus U dargestellt
werden kann. Gilt im,_ o 1, (U) = p(U) fiir alle U € U, so gilt ji, — p.

Beweis: Fiirm € Nund Ay, ..., A, €U gilt

i (U4) = 208 3 w400 4)
j=1 k=1 J1<<jk
U YT A nen ) = (U 4).
k=1 J1<<Jk J=1

Sei G C S offen. Dann gilt G = |, A; fiir eine Folge in ¢/. Dann existieren fiir
jedes e > 0 einm € Nund Ay,..., A, € U mit u(G) < M(U;n:l A;) +e. Also
gilt

lim inf u, (G) > ligglf ,un<LmJ Aj> = ,u(LmJ Aj> > u(G) —«.
p j=1

n—oo

Da e > 0 beliebig war, folgt die Aussage (iii) von Satz 9.10. O

Wir wollen nun das Verhalten induzierter W-Mafle untersuchen, wenn die
Ursprungsmafle schwach konvergieren. Ist h eine messbare Abbildung auf
(S, Bs) in einen zweiten metrischen Raum, so braucht aus p,, — pu nicht
pnh~t = ph~t zu folgen:

Beispiel 9.12 Sei (z,), eine Folge in S\{z}, die gegen = € S konvergiert.
Dann gilt §,, — d,, siehe 4.16 (ii). Ist h : S — R durch h(y) = 1(y)
definiert, so gelten

5, h ' =3y und &,h =46,

also konvergiert d,, h~! nicht schwach gegen d,h~1.

Lemma 9.13 Seien (S, d) und (S, d') zwei metrische Riume, und h : S —
S’ sei stetig. Es seien p, und p W-Mafe auf (S, Bs), n € N, mit y, — p.
Dann gilt p,h™" = ph™ auf (S, Bs).
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Beweis: Ist f € C(S'), so ist foh € C(S), also

lim [ fd(u, h™') = lim [ (foh)du,

n—~o0 n—oo

:/(foh)dMZ/fd(Mh_l)- =

Die Forderung nach Stetigkeit ist stark einschriankend. Wir wollen sie ab-
schwéchen und bereiten dies vor:

Lemma 9.14 FEs seien (S, d) und (S', d') zwei metrische Riume, und h :
S — S’ sei Bg/Bs:-messbar. Dann ist

Dy, :={x € S : h ist nicht stetig in =} € Bg.

Beweis: Fiir m,n € N sei

1
Am,n:{xES:esgibt Y,z € S mit d(z, y) < —
m

und d(z, z) < % sowie d'(h(y), h(z)) >

S|

}

Die Menge A, ist offen. Daraus folgt

Dy, = () Amn € Bs. O

Satz 9.15 FEs liege dieselbe Situation vor wie in Lemma 9.13, h sei jedoch nur
als Bs/Bs:-messbar vorausgesetzt. Gilt (D) = 0, so folgt pu,h™" — p,h".

Beweis: Sei F' C S’ abgeschlossen. Dann gilt
limsup p, (7' (F)) < limsup p,, (h—l(F)) <pu <h—1(F)) :

n—oo n—oo

Es ist h=1(F) C h™'(F) U Dy. Wegen pu(Dj,) = 0 folgt
o (RTCEY) = u(h ' (F))
und aus Kriterium (ii) von Satz 9.10 folgt die Behauptung. O

Héaufig gibt es in Bezug auf schwache Konvergenz verhéltnisméBig grofie kom-
pakte bzw. relativ kompakte Mengen in M (.S).

Definition 9.16 (i) Eine Teilmenge I' € M (S) heifit relativ kompakt, wenn
jede Folge (pn)n in I' eine schwach konvergente Teilfolge hat (Der Grenzwert
muss nicht in I' liegen).

(ii) Eine Teilmenge I' C M;(S) heiBt straff, wenn fiir jedes € > 0 eine kom-
pakte Menge K. C S existiert, so dass pu(K.) > 1 — ¢ fiir jedes pu € I.

Bemerkungen 9.17 (i) Ist S kompakt, so ist offenbar M;(S) straff.
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(ii)) M;(R) ist nicht straff, weil schon {4, : x € R} nicht straff ist.

(iii) Ein einzelnes W-Ma8l p € M;(S) heit straff, wenn {u} straff ist, das
heiflt, wenn fiir jedes ¢ > 0 eine kompakte Menge K. existiert mit pu(K.) >
1 —e. Ist S o-kompakt, das heifit, existiert eine Folge (K,), von kompakten
Mengen in S mit K, T 5, so ist jedes W-Ma$ straff, denn pu(K,) T u(S) = 1.
Dies ist fiir S = R oder S = R¢ der Fall.

Es gibt eine erstaunlich grofie Klasse von metrischen Rdumen, die nicht unbe-
dingt o-kompakt sind und in denen jedes W-Maf straff ist, ndmlich vollsténdig
separabel?. Diese Klasse umfasst separable Hilbert- und Banachriume, wie
etwa den Folgenraum ¢ oder den Raum C]0, 1] der stetigen Funktionen
[0, 1] — R, versehen mit der Supremumsmetrik. Unendlich-dimensionale Ba-
nachraume sind nie o-kompakt.

Die Aussage, dass jedes W-Maf auf einem vollstdndigen, separablen metrischen
Raum straff ist, ist ein Spezialfall des Satzes von PROHOROV, der im Anhang
A bewiesen wird:

Satz 9.18 (Satz von PROHOROV, 1956) FEs sei S wvollstindig und separabel.
Dann ist jede Teilmenge von My(S) genau dann relativ kompakt, wenn sie
straff ist.

Wie wollen diesen Satz anwenden. Dazu eine Vorbereitung:

Lemma 9.19 Seien ji,, pn € M1 (S) fir n € N. Dann gilt pu, — 1 genau
dann, wenn jede Teilfolge (ul)n von (pin)n ihrerseits eine Teilfolge (ult), hat
mit p % .

Beweis: Folgt aus Definition 9.9 und der Tatsache, dass reelle Zahlenfolgen sich
so verhalten. U

Wir leiten ein sehr niitzliches Kriterium fiir schwache Konvergenz auf R? her.
Fiir x € R? sei 7, : R? — R definiert durch 7, (y) := (x, y), EUKLIDs Skalar-
produkt.

Satz 9.20 (Satz von CRAMER-WOLD, 1936) FEs seien p, und p W-Mafe auf
(R, BY) fiir n € N. Dann gilt p, — pu genau dann, wenn

i, == um,tin (R, B)

fiir alle x € RY gilt.

Beweis: Da, 7, stetig ist, folgt aus p,, — p und Lemma 9.13 die Behauptung
pny b =% pm;'. Zum Beweis der Umkehrung betrachten wir zunzchst die
Projektionen m; := m.,, 1 < ¢ < d, auf die d Einheitsvektoren e; € R<. T, !

2Separabel: S enthilt eine abzihlbare, dichte Teilmenge
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konvergiert schwach, also ist {u,7; ', n € N} relativ kompakt. Somit existiert
fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K; C R mit

. £
Mn<7rz' (Kl)) >1- 1

fur alle n € N und alle i € {1,...,d}. Die Menge
K = (\m '(K;) C R
ist abgeschlossen und beschrinkt in R?, also kompakt. Fiir alle n € N gilt:
MMﬂZMACh#mszﬁfm@f@ﬁ)Sa
i—1 i=1

Aus Satz 9.18 folgt, dass {u, : n € N} relativ kompakt ist. Sei (u!)), eine
beliebige Teilfolge von (p,),. Diese hat eine konvergente Teilfolge (), mit
p! s ! fiir ein g’ € My(R?). Fiir alle z € R? folgt dann

pomy == i'm
Wegen p,m; " — pm;! folgt ur;' = pn;! fiir alle z € R%. Damit stimmen
auch die charakteristischen Funktionen von pum;! und u”m;! iiberein, insbe-
sondere im Punkt 1. Somit gilt

mwz/wmmm:/%w@wm:/wW@wm:ﬁm.

Aus Satz 9.2 folgt u = p” und Lemma 9.19 fiihrt zur Behauptung,. O

Mit Satz 6.19 erhalten wir recht leicht eine mehrdimensionale Version des zen-
tralen Grenzwertsatzes, | - | bezeichne die Euklidische Norm im R?.

Satz 9.21 FEs sei (X,,), eine Folge unabhdngiger, identisch verteilter d-dim-
ensionaler Zufallsvektoren. Es gelte E|X;|? < oo. Seien a := EX, und X die
Kovarianzmatriz der X;. Dann gilt

pEiXimavn v,

wobei v die d-dimensionale Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Kovarianz-
matrix 3 ist.

Beweis: Sei T,, := Y " (X; —a)/+/n. Nach Satz 9.20 geniigt es zu zeigen, dass
fiir jedes x € R? gilt

plaTn) st

Es ist

n

<I7Tn> = Z(<]J, XZ> - <l‘, a>)/\/ﬁ

i=1
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Die (z, X;), i € N, sind unabhéngige, identisch verteilte, eindimensionale Zu-
fallsgroBen mit Erwartungswert (z, a) und Varianz o2 = E((z, X; — a)?) =
'3z, wenn x als Spaltenvektor geschrieben wird.

Ist 02 > 0, so konvergiert Pt Tn/oz) nach Korollar 8.7 gegen die Standard-
normalverteilung, also konvergiert P 7% nach Lemma 9.13 mit h : R — R,
h(y) = 0.y, gegen die Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Varianz o2.
Gilt 02 = 0, so ist {x, T,) = 0 fast sicher nach Satz 2.7, und somit gilt
P@Ta) 2, 5 (Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz 0).

Nun ist aber pum,! die Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz
o2. Damit ist der Satz bewiesen. O

Abschlieend soll definiert werden, was es heifit, dass eine Folge (X,,), von
(S, Bg)-wertigen Zufallsvariablen ,in Wahrscheinlichkeit* gegen eine Zufalls-
variable X konvergiert. Es liegt nahe, P(d(X,, X) > ) zu verwenden. Aber
d(X,, X) ist nicht immer eine ZufallsgroBe! Man muss voraussetzen, dass S
separabel ist. Ist (S5, d) ein metrischer Raum, so betrachten wir (S xS, d') mit

d (w1, 22), (g1, 92) = (A1, y2)* + d(wa, 12)2) "
Lemma 9.22 Ist S separabel, so ist Bgys = Bs ® Bg.

Beweis: Jede Produktmenge A x B mit A C S und B C § offen, ist offen in
S x S, liegt also in Bgys. Da diese Mengen Bg ® Bg erzeugen, folgt Bs ® Bs C
Bsys. Hier wurde die Separabilitat nicht benutzt.

Ist S separabel, so existiert eine abzihlbare Basis {U;, i € N} der Topologie
von S und {U; x Uj, i,j € N} ist dann eine abzéhlbare Basis der Topologie
von S x S. Somit ist jede offene Teilmenge von S x S in Bg ® Bg enthalten,
also ist Bgyg C Bs ® Bg. O

Sind nun X und Y zwei (S, Bg)-wertige Zufallsvariablen, definiert auf einem
gemeinsamen W-Raum (2, A, P), soist (X, Y) eine (S x S, Bg ® Bg)-wertige
Zufallsvariable. d : S x S — R ist eine d'-stetige Abbildung, also Bgys/B-
messbar, also ist d(X, Y) mit Hilfe von Lemma 9.22 eine Zufallsgrofe:

Definition 9.23 Es sei S separabel und X sowie X, fiir n € N Zufallsvaria-
blen mit Werten in (.S, Bg). Die Folge (X,,), konvergiert in Wahrscheinlichkeit
gegen X, falls d(X,,, X) in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert, also fiir alle
e>0

lim P(d(X,, X)>¢)=0

n—oo

gilt.

Satz 9.24 Konvergiert (X,), in W-keit gegen X, so gilt L(X,,) — L(X).?

3Vgl. Satz 4.17
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Beweis: Sei A € Bg mit P(X € 0A) = 0. Fiir € > 0 gilt
P(X,€A X gA)<P(d(X,, X)>e)+P(dX, A) <e, X € A).
Dies und dasselbe mit A¢ ergibt auf Grund lim,, . P(d(Xn, X) > 5) = 0 die
Abschéatzung
limsup P({X, € A}JA{X € A}) < P(d(X, A) <, X ¢ A)

+P(d(X, A%) <€, X € A).
Dabei sei an die Definition AAB := (A\ B)U (B \ A) erinnert. Fiir ¢ | 0 gilt
{d(X, A) <e, X ¢ A} | {X € 0AN A}
und
{d(X, A°) <e, X € A} | {X € ANO0A}.
Wegen P(X € 0A) = 0 folgt

JLHQO P{X, e A}JA{X € A}) =0,

also
lim P(X, € A)=P(X € A).
Nach Satz 9.10 (iv) folgt £(X,) — L£(X). O

Lemma 9.25 FEs sei S separabel, und (X,), und (X)), seien zwei Folgen von
(S, Bs)-wertigen Zufallsvariablen. Gelten £(X,,) — u und d(X,, X!) — 0 in
Wahrscheinlichkeit, so gilt L(X!) — p.

Beweis: Seien F' C S abgeschlossen, ¢ > 0 und F* = {z : d(z, F') < ¢}. Dann
gilt
limsup P(X, € F) < limsup P(d(X,, X}) > ¢)

n—oo n—~o0

+ limsup P(X,, € F¥) < pu(F?).

n—oo

Fiir € — 0 gilt p(F°) — pu(F). O



KAPITEL 10
Der Satz von Donsker

Fortan betrachten wir S = C|0, 1] die Menge der stetigen Funktionen [0, 1] —
R. Fiir fvg € [07 1] sel d(f7 g) = SUP¢e(o,1] |f(t) - g@)’

Satz 10.1 (C[0,1],d) ist ein vollstindiger und separabler metrischer Raum.

Beweis: Die Banachraum-Eigenschaft kennen wir aus der Analysis-Vorlesung.
Die Polynome mit rationalen Koeffizienten bilden eine abzahlbare, dichte Teil-
menge in C]0, 1] nach dem Approximationssatz von Weierstra§ (der dies fiir
jede kompakte Teilmenge in R* liefern wiirde). O

Firm e Nund 0 <t <ty <--- <ty < 1sel myy 4,
endlich dimensionale Projektion f— (f(t1),..., f(tm))-

. C[0,1] — R™ die

Lemma 10.2 FEs gilt
Be =o(m; ' (B),t € [0,1])
mit der Notation C := C0,1].

Beweis: Mit B' = o(m; *(B),t € [0,1]) wollen wir Bo = B’ zeigen. Da m,
stetig ist, ist fiir U C R offen auch m; ' (U) offen, liegt also in B¢. Daraus folgt
B' C Be. Fir f € C[0,1] und € > 0 sei
B.(f) :={9€Cl0,1]: d(f,g) <e} .
Dann ist, da f stetig,
B.Af)= (] fgech:lgt)-fl<er= () = ' (BAf() €B.
te[0,1]NQ t€[0,1]NQ

Da C|0, 1] separabel ist, ist jede offene Menge abzdhlbare Vereinigung von
derartigen Kugeln, also in B'. O

Der Satz von DONSKER ist eine Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsat-
zes, indem nicht nur die Asymptotik der Verteilung von S,,/v/n (S, = > i Xi,
unabhéngig, identisch verteilte X;) untersucht wird, sondern die Verteilung des
,gesamten Pfades®.

Es sei (X,,), eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter, R-wertiger Zufallsva-
riablen, definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Es sei EX; = 0
(falls nicht, ersetzen wir X; durch X; — EX;) und % := EX? € (0,00). Wir

111
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A X1 (w)+Xo(w)+X3(w)
o\/n
X1 (w)
7 N Xt Xie)
1) Xa(w) TV
ay/n
Tz s i 1o

ABBILDUNG 10.1. Broken-Line Prozess.

setzen Sp =0 und S, =", X;, n € N. Fiir n € N und w € Q definieren wir
die Abbildung Y,,(w, ) : [0,1] — R durch

k Sk w
Valo B = J(ﬁ) |

und lineare Interpolation (,, Broken-Line-Proze}*).

k=0,1,...,n

(Bild einer Irrfahrt: Teilchen schneller springen lassen und die Spriinge immer
kleiner werden lassen, ,Zeit- und Ortsskala simultan &ndern®.)

Eine dquivalente Defintion ist
Sp(w) | nt — [nd]
oyvn o\/n

([x] sei der ganzzahlige Anteil der reellen Zahl x).

Yo(w,t) =

X[nt]ﬂ(w) ,O S t S 1. (101)

Y, kann als Abbildung von Q nach C]0, 1] aufgefasst werden. Fiir ein festes
t € [0,1] ist Y, (-, t) offenbar A-B-messbar. Nach Lemma 10.2 folgt, dass Y}, :
1 — C[0,1] eine (C, Be)-wertige Zufallsvariable ist. Ohne Einschrankung ist
0? = 1, sonst ersetze X; durch X;/o. Der Satz von DONSKER wird liefern, dass
L(Y,,) schwach gegen ein W-MaB auf (C, B¢) konvergiert. Da 7y, ;. stetig ist,

ist nach Lemma 9.13 fiir die Konvergenz von
= PY"

., fiir n — oo auf (R™, B™) konvergiert.

.....

notwendig, dass p,m; !

.....

Satz 10.3 Fiir jedes m € N und 0 < t; < ty < --- < t,, < 1 konvergiert
unﬂt_l}wtm schwach auf (R™,B™) gegen die m-dimensionale Normalverteilung
mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatriz (min{t;, t;}); ;.

m=1,t =1 p,m " = L(Y,(1)) = E(%) konvergiert gegen die Standard-
Normalverteilung. Fiir m = 1 und ¢; = 0 ist p,7; " = L(Y,(0)) = do.

Wir miissen noch etwas vorbereiten:
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Lemma 10.4 Seid € N und fir j = 1,...,d sei (,uq(f))n eine Folge von
W-Magen auf (R, B) mit p — 4@ € My(R). Dann gilt

Mgl)®“'®ﬂ,(1d) L)M(l)@...@,u(d)
auf (R4, BY).

Beweis: Es sei A; == {z € R : pY({z}) = 0}. AS ist abzéhlbar und somit
ist A; dicht. Sei B; C A; eine abzdhlbare dichte Tellmenge von A;. Dann ist
{(a;,b)) : a;,b; € Bj} eine abzéhlbare Basis der Topologie von R, also ist

U = {(a1,b1) X (ag,b2) X -+ x (aq,bq) : a;,b; € B; fur j =1,...,d}

eine Basis der Topologie von RY. U ist durchschnittstabil und fiir (a1, b;) x
(ag,by) X -+ x (aq,bq) € U gilt wegen Satz 9.10 (iv).

N1(11)®"'®M7(1d)((a17b1> Xowes advbd H:U'n a]?
n_)OOH:U’ a]v :u(l)®®:u(d)((a17b1) XX (a’d7bd)) :
Das Lemma folgt nun aus Lemma 9.11. U

Beweis: (von Satz 10.3) Wir kénnen annchmen, dass t; > 0 gilt. Setze >0, 1=
0 und

[ntl] [nt2] [ntm]
Z =y Az v A
\/7 i:[ntl]—‘rl \/ﬁ i:[ntm,1]+1 \/ﬁ

an), ce Zr(,? ) sind fiir jedes n € N unabhéngig. Mit Lemma 10.4 untersuchen
wir das Konvergenzverhalten von (Z; (™), fiir festes j:

E(Z](»")) = L(3Hm f) wo wir ¢y := 0 und k(n) := [nt;] — [nt;_1] setzen. Der

zentrale Grenzwertsatz liefert:

7119;(}19(2 f(n) < s) = ®(s) = V%/_oo e 12 dy .
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Nun gilt lim,, @ =t; —tj_1. Fiir ¢ > 0 und s € R folgt
mr(5 % <) < (8 e 2

=1
S
- @<7+5) nd
V=1

k(n)

limian(Zf%ﬁs) > lim P<Z \/t St E)
n—00 : n—o0 —tj—1

S
- @<7_€),
tj_tj—l

k(n)
also HIEEIOP<Z\/* ) - ©<ﬁ>

Dies ist die Verteilungsfunktion der eindimensionalen Normalverteilung mit
Erwartungswert 0 und Varianz ¢; — ¢;_;. Nach Lemma 10.4 folgt, dass

E(Zf"), L2 )) fir n — oo gegen die Produktverteilung konvergiert, und

dies ist die m-dimensionale Normalverteilung v mit Erwartungswert 0 und

Kovarianzmatrix (5” (tj — tj—l))i,j-

Seinun f: R™ — R™ durch f(z1,...,2,) = (v1,v1+ 20, x1+ To+ 23, ..., 21+
-+ + x,,) definiert. Nach Lemma 9.13 konvergiert die Verteilung von

[ntl] ntQ] [ntm]

f(zm oz = Z\FZ[ Z\F

gegen vf~1. Sei (Uy,...,U,) eine ZufallsgroBe mit Verteilung v, dann besitzt
die Normalverteilung vf~! den Erwartungswert 0 und die Kovarianzmatrix
mit Komponenten

4 7 min{i,j} min{i,j}
B> U U = Z E(U7) + Z ZE UUs) = > (tr — tie1)
k=1 s=1 k=1,k#s s=1 k=1
= mln{ti,tj} .

. n nt;] X, . n |X \
Sei nun Wj( ) = ZE;{} \)/(ﬁ — Y, (t;). Dann gilt |Wj( )\ < \/_“ falls t; < 1

und V[/j(") = 0 sonst. Damit ist fiir € > 0

PUW,.. W) 2 &) < P(LHIWE) = e/m})

j=1

< 3 P(Xu1] = Vig/m) = mP(1X,] = Vg /m) — 0
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fiir n — oo, also konvergiert (Wl("), LW )) in Wahrscheinlichkeit gegen 0.
Nach Lemma 9.25 konvergiert dann auch L£(Y,(t1),...,Y,(tn)) gegen vf~t.
U

Konvergiert, wie behauptet wird, pu, = L(Y},) gegen ein Wahrscheinlichkeits-
maf p auf (C, Be), so konvergiert fiir allem € Nund 0 <t <ty < -+ <t <
1 auch Mnﬁa}___7tm gegen pﬂ,;}___7tm. Dieses Wahrscheinlichkeitsmafl mufl dann

nach Satz 10.3 das dort angegebene Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (R™, B™) sein.
Gibt es ein solches Maf3 p7?

Satz 10.5 Es gibt genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ p auf (C|0, 1], B¢) der-

.....

m-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatriz
(min{ti, tj})i,j 1st.

Definition 10.6 Das Mafl p aus Satz 10.5 ist das sogenannte WIENER-Mafs
oder die Verteilung der eindimensionalen BROWNschen Bewegung.

Die Eindeutigkeit in Satz 10.5 folgt aus der Tatsache, dass die Mengen

ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem von B¢ bilden. (vgl. Beweis von
Satz 9.2). Die Existenz des Wiener-Mafles 1 wird nun simultan mit dem fol-
genden Satz bewiesen:

Satz 10.7 (Satz von DONSKER, 1951)  Es gilt u, — u auf (C, Be).

Die Existenz in Satz 10.7 und die in Satz 10.5 folgen aus der folgenden Aussage:

Satz 10.8 Die Folge {p,,n € N} ist straff.

Aus Satz 10.8 folgt mit Satz 9.18 (Satz von PROHOROV), dass (), konvergen-
te Teilfolgen enthalt. Jedes Grenzelement p einer derartigen Teilfolge hat aber
nach Satz 10.3 die richtigen endlichdimensionalen Randverteilungen l“Tt_l,l...,tm-
Damit ist die Existenz in Satz 10.5 gezeigt.

Aus Satz 10.8 folgt weiter, dass jede Teilfolge von (i, ), wieder eine konvergente
Teilfolge hat. Deren Grenzelement stimmt mit Satz 10.3 mit dem Wiener-
MaB iiberein. Aus Lemma 9.19 folgt dann p, — p. Damit ist der Satz von
DONSKER bewiesen.

Der Beweis von Satz 10.8 wird noch etwas verschoben. Zunéchst folgt aus 10.7

Satz 10.9 Ist h: C|0,1] — R eine Borel-messbare Abbildung mit u(Dy) =0
Yund ist (X;); eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufallsgrifien mit

lgiehe Notation Lemma 9.14
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EX; =0 und EX? = 1, so gilt L(M(Y,,)) — ph™', wobei Y, die durch (10.1)
definierte (C, Be)-wertige Zufallsvariable sei.

Beweis: Der Satz folgt sofort aus Satz 9.15.

Der Satz liefert die asymptotische Verteilung von h(Y},), wenn man ph~! kennt.
Der Grenzwert hingt aber gar nicht von der speziellen Gestalt der Verteilung
der X; ab. Daher kann der Satz auch zur Berechnung von ph™! dienen, wenn
man die Verteilung der h(Y),) kennt. Man kann dazu die Verteilung der X;
beliebig wihlen, solange EX; = 0 und EX? = 1 erfiillt sind. Meist ist die
Berechnung von L£(h(Y,)) am einfachsten, wenn P(X; = £+1) = 1/2 ist. Die
fiir diesen Spezialfall gewonnene Grenzverteilung gilt dann fiir jede Verteilung
der X;. Man nennt dies das Invarianzprinzip von DONSKER. Wir betrachten
im folgenden Kapitel Anwendungen dazu!

Sind (X;); und (X/); zwei Folgen unabhéngig, identisch verteilter Zufalls-
grofen mit EX; = EX/ = 0 und EX? = E(X/)? = 1, und sind Y, und Y},
die dazugehorigen interpolierten Irrfahrten, so gilt fiir jede messbare Funktion

h:C[0,1] — R mit u(Dp) =0
Tim £(h(Y;)) = lim £(h(Y])) | (10.2)
Aus Satz 10.3 wissen wir, dass fiir 0 <t; < --- <t, <1 gilt
Tim L(Yo(t1), -, Ya(tm)) = lim LY, (82), ..., Y, (Em)),

und somit fiir jede stetige Funktion A : R™ — R
lim L(h(Y(t1),...,Ys(tm))) = lim L(R(Y,(t1),..., Y (tn)))- (10.3)

Wir betrachten die spezielle Abbildung h : C[0,1] — R mit A(f) =
maxo<i<1 f(t), bzw. h : R™ — R mit h(zy,...,2,) = max;—__,z;. Wir
wollen aus (10.3) nun (10.2) herleiten. Dies ist eine Limesvertauschung von

m — oo und n — 0o. Genauer: Sei (t(()m), ot ))m eine Folge von Einteilun-

gen 0 = t(()m) < tgm) < .- <t < 1 des Einheitsintervalls, wobei wir einfach
annehmen, dass die m + 1-te Einteilung durch Hinzunahme eines Punktes aus

t — ")

der m-ten entsteht. Es gelte maxi<;<p(t; 1) — 0 fiir m — oo. Es gilt

fiir jedes n € N

lim max Y,(t"™) = max Y, (1),
m—o00 1<i<m 0<t<1

also

E( max Yn(t)> = lim E( max Yn(tgm))> :

0<t<1 m—00 1<i<m

Somit folgt (10.2) aus (10.3), sofern man

max Yn(t§m>)) = lim lim c( max yn<t§m>>) (10.4)

m—00 N—00 1<i<m

lim lim E(
n—o00 M—00 1<i<m

zeigen kann (falls Limites existieren).
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Erinnerung an Doppelfolgen (anm)nmen: Falls b, := lim,,_ oo @y und ¢, =
lim,, o0 @pnm SOWie b := lim,, . b, existieren, wann gilt b = lim,,,_,, ¢,,? Hinrei-
chend dafiir ist die Konvergenz von ay, —-= b, gleichméBig in n, bzw. (dum )m
ist eine in n gleichméBige Cauchyfolge: sup,, imy, m/—oo |@nm — @nm| = 0.

£

Zeige also: £<maX1§i§mYn(Z )) liegt fiir grofle m,m’ mnahe bei

E(maxlgigm/ Yn(tgml))), gleichméBig in n.
Fir f € C[0,1] und § > 0 sei

ws(f) = sup{[f(s) — f()] : s,¢ € [0,1] mit |s —¢| < 6}
Es gilt
| max Y, (™) — max Y, < ws(Y,)

1<i<m 1<i<m’
fiir m’ > m, falls m so grof ist, dass max;(t™ — £™) < 6. Nun gilt (Ubung):
Wenn

sup P(ws(Y,,) > ¢) 200 fir alle e > 0, (10.5)

so folgt (10.4).

Es ist erstaunlich, dass der sehr viel allgemeinere Satz von DONSKER sich
ebenfalls aus (10.5) ergibt, diese Aussage also die wirklich entscheidende fiir
den Beweis von Satz 10.8 sein wird: Es geht um eine Charakterisierung relativ
kompakter Teilmengen in C|0, 1].

Das Stetigkeitsmodul ws(f) sei wie oben definiert. Es gilt |ws(f) — ws(g)| <
2d(f,g), also ist fiir § > 0 fest ws stetig. Da ein f € C|0, 1] gleichmé&Big stetig
ist, gilt lims_ows(f) = 0.

Satz 10.10 (Satz von ARZELA-AscoLl) FEine Teilmenge A C C[0,1] hat
genau dann kompakten Abschluss, wenn

(i) sup{|f(0)], f € A} < o0 ist und

(ii) lims_osupseqws(f) = 0.
gelten.

(Wir geben im Anhang einen Beweis.)

Dieser Satz kann in ein Kriterium fiir die Straffheit einer Folge von W-Maflen
auf C iibersetzt werden:

Satz 10.11  FEine Folge (v,),, von W-Maflen auf (C, B¢) ist genau dann straff,
wenn

li/m sup v, ({f : |f(0)] > a}) =0 und (10.6)
(131{1(1) limsup v, ({f : ws(f) > €}) =0 fir allee >0 (10.7)

gelten.
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Nach obiger Bemerkung ist {f : ws(f) > ¢} € B¢. Die Bedingungen (10.6)
und (10.7) in Satz 10.11 konnen wie folgt iibersetzt werden:

Vn>03da>0VneN: v,{f:|f(0)>a})<n, (10.8)
Ve >0,7>030>03dng € NVn >ng:
vl 2 ws(f) 2 e}) <. (10.9)

Bemerkung 10.12 (|0, 1] ist vollstdndig und separabel, also ist jedes Wahr-
scheinlichkeitsmafl v auf C straff: Vn > 0 existiert eine kompakte Menge K
mit v(K) > 1 — n. Insbesondere folgt, dass fiir € > 0 ein J > 0 existiert mit
vn({f 1 ws(f) > €}) <n. Somit ist (10.9) dquivalent zu

Ve>0,n>030>0VneN: v,({f:ws(f)>e})<n. (10.10)

Beweis: (von Satz 10.11) Sei {v,,,n € N} straff. Fiir n > 0 sei K eine kompakte
Menge mit v,,(K) > 1—n fiir alle n. Daraus folgen mit dem Satz von ARZELA-
Ascoul die Aussagen (10.8) und (10.10), denn K C {f : |f(0)| < a} fiir a grof
genug und K C {f : ws(f) < e} fiir § klein genug. Fiir die Umkehrung sei (v,),,
eine Folge, die (10.8) und (10.10) erfiillt. Sei n > 0 vorgegeben. Nach (10.8)
existiert eina € R, sodass A := {f : |f(0)| < a} erfiillt: v,,(A) > 1—n/2 fiir alle
n € N. Fiir k € N sei §; so gewihlt, dass v, ({f : ws, (f) < 1/k}) > 1 —n/2k!
fiir alle n gilt. Nach dem Satz von ARZELA-ASCOLI hat

K = AN ({f : w5 (f) < 1/k}

kompakten Abschluss und es gilt

v(K) S w(K°) <n/2+ ) /2" =1
k=1

fiir alle n € N, was zu zeigen war. O

Bemerkung 10.13 Hinreichend fur (10.8) ist v,({f : f(0) = 0}) = 1, was
fiir die p,, im Satz von DONSKER erfiillt ist.

Lemma 10.14 Hinreichend fir (10.9) ist:
Ve,p>036€(0,1), Ing e N: Vn>ng, Vte€[0,1—-1]:

sn({F: sw 176 - Fl 2 <}) < (10.11)

t<s<t+d

Beweis: Seien €, > 0. Zu ¢/2 und n/3 wihlen wir dy € (0,1) und ny € N wie
in (10.11). m € N sei die kleinste natiirliche Zahl mit 1/m < do. Setze 6 := 5.
Ist f € C[0,1] mit ws(f) > €, so existieren ¢t < s mit |f(t) — f(s)] > ¢ und
|t—s| < §.Zut, s existiert ein k € Ny mit k£ < 2m—2 und % <t<s< %—l—%



10. DER SATZ VON DONSKER 119

Dann ist | f(t) — f(£)| > /2 oder | f(s) — f(5%)| > /2. Also ist
Ui zabe UL s 1) - 1) 222},
k=0 27 <5< g 0o m

2m—2 ]{Z
s zeh < Som({r: s [16) =150 2 2/2))
k=0 2 <s< e 40
< (@m—1d3 < 2+80)7 <7
Damit ist (10.9) gezeigt. O

Bemerkung 10.15 Die Bedingung in Lemma 10.14 folgt aus der folgenden
Aussage: Fiir alle ¢ > 0 gilt:

(lslinhmsup sup l1/,1({]‘7: sup |f(s)—f(t)]25}>=0.

0 n—oo tef0,1- 5]5 t<s<t+5

Die Bedingung aus Bemerkung 10.15 soll nun fiir p,, = P¥ untersucht werden:
Fiir 6 € (0,1) und ¢t € [0,1 — 4] ist

pn({F: sup [£(9) = 0 2 e}) = P sup V() = Valt)] 2 ).

t<s<t+6 t<s<t+6
Firt=k/nund t+0 =j/n (k < j) ist
|Sk+i — Skl
su Y, (s) =Y, (t)| = max ————.
s V() = V(o) = max
Fiir allgemeine ¢ € [0, 1] und § € (0, 1) mit ¢+6 < 1 kann man so abschétzen: Es
existieren j, k € {0,1,...,n} mit £k < j und % <t< % sowie % <t+d <L
Dann gilt fiir jedes s € [t,t + 0]:
k k
) = () [+ e [ (5) - 2(5)
n 1<i<j—k

w5 -Gl

n (50 -%()

|Yn(s) - Yn(t)| <

< 2 max
1<i<j—k

also

sup |Y.(s) =Y, (t)] < 2 max

t<s<t+6 1<i<j—k
k+i
= 2 max ’ E X
1<i<j—k
r=k+1

Es ist j_f;;_2 < J. Fir n > % folgt 7 — k < 3nd. Somit ist die rechte Seite

der letzten Ungleichung nicht grofler als 2 max;<;<sns Zfi,i nX
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Verteilung dieser Zufallsvariablen hingt nicht von k ab. Fiir n > % gilt somit

|SZ| 19
su P< su Y.(s) — Y, (t 26>§P< 2—).
telo, 1p—6] t<s<§+5| ( ) ( )‘ 1<i<3né \/ﬁ 2

Sei m := [3nd], so ist v/n > 4/m/3d und somit
P( max @>6><P<max 155 > ° )

1<i<3ns \/m — 2

Fiir jedes feste 0 > 0 geht m — oo fiir n — oo. Nach Bemerkung 10.15 miissen
wir fiir jedes € > 0 zeigen, dass:

1 |5l
gli%llnr?—?o%p P<1<Z<m\/, \/_) 0 (10.12)

gilt. Leider hilft die Abschétzung

P<1<z<m\‘}Sl \/_><ZP<\‘}S%‘Z%>

analog zum Beweis von Lemma 10.14 nicht. Wir miissen diese Wahrscheinlich-
keit wesentlich genauer abschétzen:

Lemma 10.16 Fir alle A > 0 und m € N gilt
P(max 512 i) < 2P (8l > (A= V2)vm) 2

1<i<m

Beweis: Fiir A < /2 ist nichts zu zeigen. Sei \ > V2.
i1
A= (JISiI < Wm0 {[Si] > AWm}, i=1,...,m.
j=1
Die A; sind disjunkt und A = {maxi<;<,, |S;| > Ay/m} =", A;. Also
P(A) = P(AN{ISul = (= V2)vim}) + P(AN{ISul < (A = V2)vm})
< P(ISnl = (A= V2)vim)
m—1
+3 P(Aj A {|Sm| < (A — ﬂ)ﬁ}) :
j=1

denn A,, N {|S,| < (A — V2)y/m} = 0. Weiter gilt
A {1Snl < A =V2)vm} € A0 {|Sm — S| >Vem}, j=1,...,m—1.
Die Ereignisse A; und {|S,, — ;| > v/2 \/_ } sind unabhéngig, also haben wir

P(A)<P<|S\>(>\ V2)m ) ZP (\Sm—sj\z\/%).

2ygl. KoLMOGOROV-Ungleichung, Satz 6.7
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Wegen
1 “ N1« o 1
P<|Sm—5j| > \/2m> < %E« > X ) =5 2 BXD <3
k=j+1 k=j+1
folgt
P(A) < P(Su 2 (A= V2)Vm) + 5D P(4)
j=1
- <|S > (A \/5)\%) 4 -P(A),
also folgt die Behauptung. O

Wir schliefen mit dem Beweis von (10.12) ab:
Mit Lemma 10.16 und dem zentralen Grenzwertsatz folgt:

imsup 5P (e 21> ﬂ“ﬁ?f;%P(‘Sf‘ V2
5P(1N1= = va).

wenn N eine N(0,1)-verteilte Zufallsgrofe bezeichnet. Die MARKOV-
Ungleichung liefert

P(IN| 2 == —2) < _E(GNP)

— € 3
Vo (75— v2)
Dies fiihrt zu (10.12). Somit ist die Straffheit der Folge (p,,), bewiesen und
somit Satz 10.5. g

Wir sammeln noch ein paar Eigenschaften des WIENER-Maf p. Natiirlich gilt
(i) p(C[0,1]) =1

(ii) Die Familie der Projektionen (7).c(0,1) erfiillt:

plm < @) = lim pn(m < a)

n—00 - ot

fiir t > 0 und p(mp = 0) = limy, o0 ptn(mo = 0) = 1.
(iii) Die Familie (m;)¢cpo1) hat unabhdingige Zuwdichse, d.h. fiir 0 = 1y <
<t <1, aq,...,0, € R, m €N, gilt

2
S
—E) ds

plmy, —my, | <ogi=1,...,m)= H,u(mi — 7, < ).
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Den Punkt (iii) sieht man mit Hilfe von Satz 10.3 so:

plmy, —m,_, <oii=1,...,m) :ni_r&“”(mi — Ty, < agi=1,...,m)

= [ty & Mty —t4 Q& . | ( X?;l (_007 al])

m
- H lim /’Ln(ﬂ-ti = Tty < ai)
n—oo
i=1
m
= Hﬂ(ﬂ—ti = Tt < ai)'
i=1

Definition 10.17 Die Familie (7);c(0,1) heiBt BROWNsche Bewegung. Prézi-
ser nennt man das Tupel (C, Be, p, (7¢)iejo,1]) SO.

Damit ist uns schon der wohl wichtigste stochastische Prozess, gemeint ist die
Familie (m;)¢cpo1], begegnet, die BROWNsche Bewegung eines Teilchens (z.B.
Pollen- oder Staubkorns, eines markierten Molekiils) in einer Fliissigkeit oder
einem Gas. Der Ort x; € R? (bei uns zuniichst in R) wird durch eine Zufallsva-
riable m; beschrieben. BROWN entdeckte 1828 das Phé&nomen dieser Bewegung.
EINSTEIN entwickelte 1905 die physikalische Theorie, unabhéngig davon 1906
SMOLUCKOWSKI. EINSTEIN beschreibt die Bewegung eines Teilchens unter
Beriicksichtigung von Kollisionen mit vielen Teilchen und nimmt unabhéngige
Zuwichse und zeitlich stationdre Zuwéchse an. Er bestimmt die Verteilung des
Zuwachses in [0, t] als Normalverteilung N(0, 0?) mit 0% = 2t. BACHELIER un-
tersuchte 1900 in seiner bei POINCARE geschriebenen Dissertation ckonomische
Agenten zur Beschreibung von Kursschwankungen an der Pariser Borse. Dabei
nahm er fiir Fluktuationen in [0, ¢] eine Normalverteilung N (0, 2¢) an! Der ma-
thematische Begriff der BROWNschen Bewegung wurde 1920 von N.WIENER

gepragt.

ANHANG: Beweis des Satzes von ARZELA-ASCOLI:

Wir bereiten den Beweis durch ein Kriterium fiir Kompaktheit von Mengen in
metrischen Rdumen vor.

Satz 10.18 FEine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d) ist genau dann
kompakt, wenn sie vollstandig und totalbeschrdankt ist. Dabei heifst K C X
totalbeschrankt, wenn es zu jedem r > 0 ein m € N und xq,...,x, € K gibt
mit K C |J_y B(xg,7) (womit jede totalbeschrinkte Menge beschrinkt ist).

Beweis: Es sei K C X kompakt, (z;); sel eine Cauchyfolge in K. K ist fol-
genkompakt (denn eine Teilmenge eines metrischen Raums ist genau dann
kompakt, wenn sie folgenkompakt ist, Analysis I), also besitzt (z;); eine in K
konvergente Teilfolge. Damit konvergiert die Folge (denn besitzt eine Cauchy-
folge eine konvergente Teilfolge, so ist sie selbst konvergent, Analysis I) in K,
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also ist K vollstandig. Fiir jedes r > 0 ist {B(z,7),2 € K} eine offene Uber-
deckung von K. Da K kompakt, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, also
ist K auch totalbeschrankt.

Sei nun K vollstandig und totalbeschrénkt. (z;); sei eine Folge in K. Zu jedem
n € N existieren endlich viele Bélle mit Mittelpunkten in K und Radius 1/n,
die K tiberdecken. Es existiert also eine Teilfolge (x; ;); von (z;);, die ganz in
einem Ball mit Radius 1 enthalten ist. Dann gibt es eine Teilfolge (2 ;); von
(71);, die ganz in einem Ball mit Radius 1/2 enthalten ist, etc. Also gibt es
zu jedem n € N eine Teilfolge (x,,11); von (z,;);, die ganz in einem Ball mit
Radius 1/(n + 1) enthalten ist. Sei y, := z,,, n € N (Diagonalfolge). Dann
ist (yn)n offensichtlich eine Cauchyfolge in K, also konvergiert (y,), in K, da
K vollsténdig. (z;); hat also eine in K konvergente Teilfolge: (y,,)y, also ist K
folgenkompakt, also kompakt. O

Im zweiten Teil des Beweises haben wir das Diagonalfolgenprinzip verwendet.
Wir wihlen aus eine Folge geméfl einer Vorschrift sukzessive Teilfolgen aus
und bilden dann die Diagonalfolge, indem man von der n-ten Teilfolge das n-
te Glied auswéhlt. Hier ist (z,,41;); Fiir jedes n € N eine Teilfolge von (z,, ;);.
Die Diagonalfolge (y,), hat dann die Eigenschaft, dass (y,),>n fiir jedes N € N
eine Teilfolge von (zy ;); ist, also dieselben infinitdren Eigenschaften wie jede
der Teilfolgen (z, ;); besitzt.

Da A C X totalbeschrinkt ist genau dann wenn A totalbeschrinkt ist, besagt
der obige Satz, dass fiir eine Teilmenge A C X gilt: A ist genau dann kompakt,
wenn A totalbeschrinkt und A vollsténdig ist.

Beweis: (des Satzes von ARZELA-ASCOLI) Sei A C C[0, 1] kompakt. Dann ist
A totalbeschrinkt: zu € > 0 existieren fi,..., f, € A mit d(f, f;) < ¢/3 fur
ein j € {1,...,n} fir alle f € A. Jedes f; in C[0,1] ist gleichméBig stetig,
also gilt fiir die endliche Menge {fi, ..., f,}: Wéhle § > 0, so dass |[v —y| <
|fi(z) — f(y)] <e/3firalle j=1,...,nund z,y € [0, 1] zur Folge hat. Also
ist [f(z) — f(y)| < e fiir alle f € A, somit gilt lims_osup;c4ws(f) = 0. A ist
auch beschriankt beziiglich d, was (i) zur Folge hat.

Seien nun (i) und (ii) gegeben. Wihle k grofl genug, so dass sup je 4 wi/k(f)
endlich ist. Da

Y

1£(8)] < |£(0)] +§j ‘f(%t) - f<i21t>

folgt mit (i)

sup sup |f(t)| < oo . (10.13)
te[0,1] feA

Wir zeigen nun, dass aus (ii) und (10.13) folgt, dass A totalbeschrénkt ist, also
auch A. Nun ist C[0, 1] vollstédndig, also auch A, damit ist A dann kompakt.
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Sei e > 0 und

a = sup sup |f(t)] .
te[0,1] feA

Ferner sei H := {%a,u = 0,4£1,£2,...,4+v,v € N} mit v € N so, dass & < ¢.
H hat dann die Eigenschaft, dass zu jedem ¢t € [—a, o] ein t;, € H existiert mit
|t — ti| < e Nun wihle k gro8 genug, so dass wy,(f) < € fiir alle f € A. B sei
die Teilmenge in C[0,1] derjenigen Funktionen, die in jedem Intervall [, £],
i =1,...,k, linear sind und Werte aus H an den Endpunkten ,7=10,...,k,
annehmen. B ist endlich (besteht aus (2v + 1)**! Punkten). Wir zeigen nun,
dass jedes f € A in einem 2e-Ball um ein Element aus B liegt: Sei f € A, also

|f(%)\ < «. Dann existiert ein g € B mit

7~ gD <e.i=0, k. (10.14)

Da wy/k(f) < e und g linear in jedem Teilintervall [“+, +] ist, folgt aus (10.14)
d(f,g) < 2e. Dies war zu zeigen. d



KAPITEL 11

Anwendungen des Invarianzprinzips, die
eindimensionale Irrfahrt

Im ersten Beispiel soll Satz 10.9, das Invarianzprinzip von DONSKER, auf
h:C[0,1] — R, h(f) := supg<,<; f(t) angewendet werden. Es ist leicht einzu-
sehen, dass h stetig ist.

Nun seien die ZufallsgroBen (X;); unabhéngig mit
PX;=1)=P(X;=-1)=—

also EX; = 0 und Var X; = EX? = 1. Wieder sei S =0 und S, = > | X;,
sowie M, = maxj<;<, S; fiir n € N. Wir interessieren uns fiir die Verteilung
von M,,. Man beachte:
S; M,
sup Y,(t) = max —

0<t<1 " 0<i<n \/7 \/_

(M,,)n heifit auch die Folge der Mazimalgewinne beim Miinzwurfspiel.

Satz 11.1  Flir die Folge (M,,),, der Mazximalgewinne beim Minzwurfspiel gilt
fir alle t > 0

M,

lim P(— < t) —20(1) — 1.

n—o00 \/ﬁ
Firt <0 gilt

P<% < t) ~0.
NLD
Satz 11.2  Erfillen die (X;); die Voraussetzungen des Satzes 10.9, so gilt fir
allet € R
nh_)ngo P(o@?%}% T < t) = max{2®(t) — 1, 0}.

Fiir den Beweis von Satz 11.1 bereiten wir das sogenannte Spiegelungsprin-
zip/Reflexionsprinzip vor.

Fir i,j € Z, i < j, nennen wir eine Folge (4, s;),...,(J, s;) mit s, € Z,
i <k < j,und |spy1 — sk = 1 firi < k < j—1 einen Pfad von (i, s;)
nach (j, s;). Oft schreibt man einfach (s;, sit1,...,s;). j — i ist die Linge des

Pfades. Wir sagen, dass ein Pfad (s;, s;41, ..., s;) die z-Achse beriihrt, falls ein
k mit ¢ < k < j existiert, fiir das s, = 0 ist.

125
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Lemma 11.3 (Reflexionsprinzip) (i) Es seien a,b € N und i,5 € Z mit
i < j. Die Anzahl der Pfade von (i, a) nach (j, b), welche die z-Achse beriihren,
ist gleich der Anzahl der Pfade von (i, —a) nach (j, b).

(ii) Seia € N, b € Z und n € N. Die Anzahl der Pfade von (0,0) nach (n,b),
die s; = a fir ein j € {1,...,n} erfillen, ist gleich der Anzahl der Pfade von
(0,0) nach (n, 2a —b), die s; = a fir ein j € {1,...,n} erfillen.

Beweis: (i) Sei (s; = —a, Sit1,-..,5j-1,5; = b). Dieser Pfad muss die z-Achse
beriihren. 7 sei die kleinste Zahl grofler als 4, fiir welche s, = 0 gilt. Dann ist
(_8i7 TSid 1y —Sr—1, Sr = 07 Sr41y---5 85 = b)

ein Pfad von (i, a) nach (j, b), der die x-Achse beriihrt, und die Zuordnung ist
bijektiv.

A
a ~
N
N N N BN
N4 7N N , 7N .
N 7 Ny
N 7/ N
M N
N
a
_a -4
Das Bild fir den Beweis von (ii) ist
A (n, b)
- } b—a
7/ N
a N 7/ N
T A \ z g ® N
A 7/ AN b — a
N s N
: >
n
7 ist das erstmalige Erreichen des Wertes a. U

Beweis von Satz 11.1: Fiir [, k € Ny gilt
P(S,=1+k)=P(S,=1+k, M, >k).
Nun ist nach Teil (ii) von Lemma 11.3

P(M, >a, S, =b)=P(M, >a, S, =2a—0)
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fiir jedes b € Z. Also ist
P(S,=1l+k)=P(M,>k, S, =k—1).

Damit ist

P(M,>k)= > P(M,>k S,=1+k)

l=—00
-1 o]
=Y P(My>k, Sy=1+k)+> P(Sy=1+k)+P(S, =k)
l=—0c0 =1

=2P(S, > k)+ P(S, =k)
=2P(S,>k)—P(S,=k).
Sei t € R,. Fiir n € N bezeichne k,, die kleinste ganze Zahl grofier-gleich ¢4/n.
Es gilt
PV 2L N(0,1).
Da {S,/v/n >t} ={S, > k,}, folgt
lim P(S, > k,) = Vo,l([t, oo)) )

Wegen ty/n < k, < ty/n + 1 gilt weiter fiir jedes € > 0 und alle n € N mit
1/y/n<e
S k S
S, =k, :{—”:—”} {t<—"<t }

und daraus folgt

t+e
limsup P(S,, = k,) < / goa(x)der Ve >0,

t

n—oo
also

lim P(S, = k,) =0.

n—oo

Zusammen erhalten wir

lim P(% > t) = 21/0,1([15, oo))

= <2>1/2/t e 2 dy = 2(1 — <I>(t)) ,

™

womit die Behauptung des Satzes folgt. U

Im zweiten Beispiel betrachten wir die Abbildung ¢ : C'[0, 1] — R mit

g(f) = A({t €[0,1]: f(t) = 0}),
wobei A das Lebesgue-Maf sei. Die Funktion ¢ ist nicht iiberall stetig, z.B. ist
sie unstetig in f = 0. Es gilt jedoch

Lemma 11.4 g ist Be/B-messbar und j1(Dy) = 0, wobei pn das Wiener-Mafl
bezeichnet.
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Beweis: Es sei ¢ : C[0,1] x [0,1] — R definiert durch ¢(f, t) = f(t). ¢ ist

stetig (Ubung!), also Beyo,1)/B-messbar, wobei wir wieder kurz C' := C0, 1]

schreiben. Da C' und [0, 1] separabel sind, folgt analog zu Lemma 9.22
Bexjoa) = Be ® B, -

Also ist 1) Be ® Bjg1)/B-messbar.

Sei nun A = {(f, t) : f(t) > 0} = w_l([O,oo)) € Be ® Bj,y). Fiir f € C st

g(f) =X({t: (f, t) € A}). Also ist f — g(f) Bc/B-messbar, siche Satz 35.13

(Fubini), Analysis III.

Es gilt
o) = [ e (F0) .

Ist f € C mit A({t : f(t) = 0}) = 0, und ist (f,), eine Folge in C' mit
d(fn, f) — 0,50 gilt Lo, 00 (fu(t)) = Ljo,o0) (f(¢)) filr A-fast alle t € [0,1]. Nach
dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt

Also ist Dy C {f: A({t: f(t) =0}) > 0} gezeigt.

Wir zeigen

u({7:({t: 1) = 0}) > 0}) =o.

Dazu miissen wir zeigen, dass [ +— )\({t c f(t) = O}) messbar ist. Dies geht
analog zur Messbarkeit von g. Es ist zu zeigen:

0= /C A({t < £(t) = 0)) u(df) = /C /[0 (0 0, ().

Nach dem Satz von Fubini gilt

L Goreninanan = [ [ oo, o
- /[0 g = o)) a
:/ml] pm, t({0}) dt .

Das letzte Integral ist tatsichlich gleich Null, denn prm; ' ist fiir ¢ > 0 die
Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz ¢. Damit ist das Lemma
bewiesen. 0J

Die Abbildung ¢ erfiillt also die Voraussetzung des Invarianzprinzips, Satz
10.9. Es folgt nun die Berechnung von £(g(Y;)) im Spezialfall, wo P(X; =
+1) = 1/2 ist. Dies ist eine elementare und schéne Auseinandersetzung mit
der eindimensionalen, symmetrischen Irrfahrt und hebt die Bedeutung des Re-
flexionsprinzips eindriicklich hervor. Es gilt:
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Satz 11.5 Sind die (X;); unabhingig und P(X; = +1) = 1/2, so gilt fir
t e [0,1]

n—oo

2
lim P(g(Y,) <t) = = arcsin vt.
7r

1

Dies liefert somit die Verteilungsfunktion von p g™, wenn p das Wiener-Maf

ist. Es folgt mit Satz 10.9:

Satz 11.6 (Arcussinus-Gesetz) Die auf (C, Be, p) definierte ZufallsgrofSe
f=A({t: f(t) >0}) hat die Verteilungsfunktion

2
ts Zarcsinvt, t€[0,1].
m

Erfillen die (X;); die Voraussetzungen von Satz 10.9, so gilt fir t € [0, 1]:

2
lim P(g(Y,) <t) = = arcsin v/t.
7r

Bemerkung 11.7 Es ist nicht sehr schwer zu zeigen, dass
1
9(Y,) = =|{m <n: S, > 0}
n

in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert. Nach Lemma 9.25 folgt dann, dass
auch

E(%Hm <n:S, > O}})

asymptotisch nach der Arcussinus-Verteilung verteilt ist. Wir zeigen dies hier
nicht.

Zunéchst betrachten wir einige kombinatorische Resultate zu Pfaden, so wie
sie von unserem Miinzwurfspiel der (X;); erzeugt werden. Wir betrachten zwei
verschiedene Zufallsexperimente:

(I) Der Endpunkt liegt fest: Ist n € N und hat s, s € Z, dieselbe Paritéit wie
n, so bezeichne Q, ) die Menge der Pfade von (0,0) nach (n,s). Auf dieser
Menge betrachten wir die Gleichverteilung. Wir miissen zunéchst die Anzahl
der Pfade zéhlen: Hat ein Pfad w € €1, ) p ansteigende Verbindungen und ¢
absteigende (d.h. p:= [{i € {0,...,n—1} : s;41 = s;+1}]), so gelten p+q = n,
p—q=s,das heiit p = (n+s)/2, ¢ = (n—s)/2. p und ¢ sind also durch n
und s vollstandig festgelegt.

Q)| ist die Anzahl der Moglichkeiten, die p aufsteigenden Verbindungen in
der Gesamtzahl von n Schritten zu plazieren, das heifit, es gilt

Pool = <<n +ns>/2) - (p;q)' (1)

(IT) Freier Endpunkt: Q, bezeichne die Menge aller Pfade der Lénge n mit
Startpunkt (0,0). |€2,] ist hier offenbar 2".
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Wir betrachten zundchst den Fall (I), das heiBt das Zufallsexperiment, das
durch die Gleichverteilung auf 2, 5 = Q(p4.q,p—q) beschrieben wird.

Wir kénnen uns etwa vorstellen, dass eine Wahl zwischen zwei Kandidaten K7,
K, stattgefunden hat, wobei nun p Stimmen fiir K; und ¢ Stimmen fiir Ky
in einer Wahlurne liegen. Diese Stimmen werden nun eine um die andere aus-
gezéhlt. Wir wollen zunéchst das folgende Ereignis betrachten. Sei p > ¢ (d.h.
K, hat gewonnen). Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt K7 stets vorn bei der
Auszihlung? Diese Wahrscheinlichkeit ist gleich |A|/|Qq1qp—q| = [A]/(? ;q),

wobei
A:{W:<O731,---,$p+q) EQ(p+q7p_q)ZSk>0fﬂI' 1 §k§p+q}

ist. Zum Abzdhlen der Pfade in A verwenden wir Lemma 11.3. Fiir w =
(0,81,...,8,) € A gilt notwendigerweise s; = 1. |A| ist somit die Anzahl
der Pfade von (1, 1) nach (p+q,p—q), die die z-Achse nicht beriihren. Dies ist
gleich der Anzahl aller Pfade von (1,1) nach (p + ¢,p — ¢), minus der Anzahl
derjenigen, die die z-Achse beriihren. Letztere ist nach Lemma 11.3 gleich der
Anzahl aller Pfade von (1,—1) nach (p + ¢,p — q). Wenden wir (11.1) an, so
ergibt sich also

‘A|:(p+q—1)_<p+q—1):p—q<p+q)‘ (112)
p—1 p p+a\ p

(Wir haben hier natiirlich p > ¢ vorausgesetzt.) Die Anzahl aller Elemente in
Qprqp—q) ist nach (11.1) ( ;q). Somit ergibt sich das folgende Resultat:

Satz 11.8 (Ballot-Theorem, von ballot (engl.) = geheime Abstimmung) Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Kandidat mit der grofieren Anzahl p der
Stimmen wdhrend des gesamten Verlaufs der Auszdhlung fihrt, ist (p—q)/(p+
q), wobei q die Anzahl der Stimmen des Unterlegenen bezeichnet.

Eine kleine Modifikation des obigen Arguments gestattet auch die Diskussion
des Falles p = ¢. Natiirlich kann dann keiner der Kandidaten dauernd fiihren,
da nach der Auszdhlung Gleichstand herrscht. Wir kénnen aber die beiden
folgenden Ereignisse betrachten:

(i) Kandidat K; fiihrt widhrend der gesamten Auszdhlung, erst am
SchluB tritt Gleichstand ein.
(ii) Kandidat K, fiihrt nie.

Da der zugrunde liegende W.-Raum (2;’) Elementarereignisse hat, die alle die
gleiche Wahrscheinlichkeit haben, ergeben sich aus dem folgenden Satz die
Wahrscheinlichkeiten fiir diese beiden Ereignisse:

Satz 11.9 (i) Es gibt %(25__12) Pfade von (0,0) nach (2p,0) mit s; > 0, sg >
0,...,82p_1 > 0.
(i) Es gibt Iﬁ(zlf’) Pfade wvon (0,0) nach (2p,0) mit sy > 0,sy >
0,...,82p_1 Z 0.



11. ANWENDUNGEN DES INVARIANZPRINZIPS 131

Beweis: (1) Natiirlich ist notwendigerweise s9,_1 = 1. Wir suchen somit nach
der Anzahl der Pfade von (0,0) nach (2p—1,1) mit s >0, s > 0,..., 89,1 =
1. Nach der Formel (11.2) mit ¢ = p — 1 ist dies gleich

1 <2p—1)_1(2p—2)
2p—1\ p p\p—1/
(ii) Wir verldngern jeden Pfad, der die Bedingung erfiillt, indem wir noch die

beiden Punkte (—1,—1) und (2p + 1, —1) anfiigen und mit (0,0) bzw. (2p,0)
verbinden.

Auf diese Weise wird eine bijektive Abbildung von der gesuchten Menge
von Pfaden auf die Menge der Pfade von (—1, —1) nach (2p+1, —1), welche die
Bedingung so > —1, sy > —1,..., sy, > —1 erfiillen, hergestellt. Die Anzahl
der Pfade in dieser Menge ist gleich der Anzahl der Pfade von (0,0) nach
(2p+2,0) mit 51 >0, so > 0,..., 8941 > 0 (Verschiebung des Ursprungs). (ii)
folgt dann aus (i). O

Aus (ii) des obigen Satzes folgt, dass bei Gleichstand der Stimmen mit Wahr-
scheinlichkeit 1/(p+ 1) der Kandidat K zu keinem Zeitpunkt der Auszihlung
fithrt. Das Gleiche gilt auch fiir den Kandidaten K;. Mit Wahrscheinlichkeit
2/(p + 1) wechselt somit die Fiihrung nie.

Wir wenden uns nun der Situation (II) zu, das heifit dem Zufallsexperi-
ment, das durch die Gleichverteilung auf €2,, beschrieben wird. Dies ist nichts
anderes als eine Umformulierung unseres Miinzwurfexperiments mit Wer-

ten —1, 1. Einem Element (ai,...,a,) € {—1,1}" konnen wir einen Pfad
(so = 0,81,...,8,) € Q, durch s, = Zle a;, 1 < k < n, zuordnen. Dies

definiert eine bijektive Abbildung {—1,1}" — ,. Der Gleichverteilung auf
{—1,1}" entspricht dann via dieser bijektiven Abbildung die Gleichverteilung
auf Q,.

Nachfolgend sind zwei Simulationen einer derartigen Irrfahrt mit n =
1000 abgebildet. Aus dem Gesetz der grofien Zahlen folgt, dass zum Bei-
spiel S1p00/1000 mit grofiler Wahrscheinlichkeit nahe bei 0 liegt. Um et-
was zu ,,sehen® miissen wir die y-Achse gegeniiber der z-Achse strecken.
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Zunéachst betrachten wir fir £ < n das Ereignis Ay = {Sy = 0}. Ay ist das

unmogliche Ereignis, falls & ungerade ist. Wir betrachten also Ask, 2k < n.
Um die Anzahl der Pfade der Lénge n zu bestimmen, die zu A, gehoren,
multiplizieren wir die Anzahl der Pfade der Lange 2k von (0,0) nach (2k,0)
mit der Anzahl der Pfade der Lénge n — 2k, die in (2k,0) starten (bei freiem

Ende). Somit ist
2k
| Aok | = ( . )211—%“

Q,, enthélt 2™ Elemente. Also gilt
2k
I (Agk) = (k‘ )2_2k.

Wir kiirzen diese Grofie auch mit ugy, ab (ug = 1). Man sieht zunéchst nicht,
von welcher Groflenordnung ug, = P(Ag) fiir groBe £ ist. Da

(2]{3) ' 2—2k

(K!)?

ist, benotigen wir eine genauere Kenntnis des Verhaltens der Fakultatsfunktion
fiir grofle Argumente. Diese erhélt man iiber die STIRLING-Approximation.

U2k =

lim n!/(vV2rn"t2em) = 1. (11.3)

n—oo
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Fiir zwei reelle Zahlenfolgen (a,)nen, (bn)nen, mit a,,b, > 0 schreiben wir
ay, ~ by, sofern

lim a, /b, =1

gilt. Dies bedeutet keineswegs, dass |a,, — b,| gegen 0 konvergiert. So gilt etwa

lim |n! — V2" 2e™| = 0.

n—oo

Setzen wir die Stirling Approximation ein, so erhalten wir

Satz 11.10 FEs gilt

1
Uop ~ —F—.

Vrk

Satz 11.10 ist eine recht gute Ndherung fiir us,. Um dies genauer zu diskutieren,
brauchte man gute Abschétzungen fiir die Differenz n! — v/2rn™*t/2¢=". Wir
wollen diesen Punkt jedoch nicht weiter verfolgen.

Interessanterweise lassen sich die Wahrscheinlichkeiten einer Reihe anderer Er-
eignisse in Beziehung zu wuq setzen. Es sei zunéchst fiir £ € N fy, die Wahr-
scheinlichkeit, dass die erste Nullstelle der Irrfahrt nach dem Zeitpunkt 0 die
Zeitkoordinate 2k hat, das heif3t

Jor =P(S1#0, 85 #0,...,S-1#0, Sop, = 0).

Lemma 11.11 (l) ka = ﬁﬂak_g = P(Sl Z O, S2 Z O,. . .,SQk_Q Z
0, Sop—1 < 0) = ugg_2 — Ugy.

(11) ng:P(Sl%O, Sg;éO,,Sgk%O):P(Sle,SQEO,,SngO)

(i) ugp = 25:1 Jojuog—2;.

Beweis: (1) Nach Satz 11.9, (i) gibt es L (%*~7) Pfade von (0, 0) nach (2k,0) mit

k\k—1
s1 > 0,...,89_1 > 0 und natiirlich genauso viele mit s; < 0,..., 59,1 < O.

Es folgt
2 (2k—2 1 (2k—2 1
I 2—2k:_ 2—2(k’—1):_ s
for k;(k;—1) 2k<k—1) ok 22

Wir beweisen die néchste Gleichung: Falls sop_o > 0 und so,_1 < 0 sind,

so gelten sgp_o = 0 und s9,—1 = —1. Die Anzahl der Pfade von (0,0) nach
(2k —1,—1) mit sy > 0,...,896-3 > 0, Sop_o = 0 ist gleich der Anzahl der
Pfade von (0,0) nach (2k — 2,0) mit allen y-Koordinaten > 0. Die zweite
Gleichung in (i) folgt dann mit Hilfe von Satz 11.9, (ii). Die dritte ergibt sich
aus

ok 2k(2k — 1) (2k — 2\ 1 1
— 2—2k‘:7 ._.2—2k+2: 1— — .
2k (k) ko k (k:—l) 1 o) ) 22
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(ii) Cy; sei das Ereignis {S7 # 0, Sy # 0,...,5;_1 # 0, S3; = 0}. Diese
Ereignisse schliefen sich gegenseitig aus und haben Wahrscheinlichkeiten f5; =
Ugj_9 — Ug;. Somit ist mit ug =1
k k

P(Sl 7é O, 52 7’é O, e ,Sgk 7é O) = 1—P(U 02]') = 1—Z(U2j_2—’l£2j) = U9k-

j=1 Jj=1
Die zweite Gleichung folgt analog aus der dritten Identitdt in (i).
(111) Fuar 1 S] S k sei Bj = {Sl 7é O, SQ 7é O,...,ng_l 7£ O, ng = 0, SQk ==
0}. Diese Ereignisse sind paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung ist {So, =
0}. | By ist offenbar gleich der Anzahl der Pfade von (0, 0) nach (24, 0), die die
x-Achse dazwischen nicht beriihren, multipliziert mit der Anzahl aller Pfade
von (27,0) nach (2k, 0), das heifit | B;| = 2% fo;22* "%y, ;. Somit gilt P(B;) =
fngQk_Qj, das heifit

k k
U2k = Z P(Bj) = Z f2ju2k—2j-
j=1 J=1
O

Eine interessante Folgerung ergibt sich aus der ersten Gleichung in (ii). Da
nach Satz 11.10 limy_,, ugr = 0 gilt, folgt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir
keine Riickkehr der Irrfahrt bis zum Zeitpunkt 2k mit £ — oo gegen 0 kon-
vergiert. Man kann das folgendermaflien ausdriicken: ,,Mit Wahrscheinlichkeit
1 findet irgendwann eine Riickkehr statt.“ Man sagt auch, die Irrfahrt sei re-
kurrent. Wir wollen das noch etwas genauer anschauen und bezeichnen mit 7’
den Zeitpunkt der ersten Nullstelle nach dem Zeitpunkt 0. 7" mufl gerade sein,
und es gilt P(T = 2k) = for. Aus (i) und ug, — 0 folgt

o0 N N

o2k — lim o2k — lim Uf—2 — Uk ) = lim Ug — UaN ) = 1.

;'f Nﬁookzz;f Nﬂoo;( ) N—>oo( )
Wir sehen also, dass (for)ren eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den gera-
den natiirlichen Zahlen definiert, die Verteilung von T'. Daraus 1dt sich der
Erwartungswert von 7' berechnen:

ET = 2kfor =Ytz o,
k=1 k=1

wobei wir die Gleichung (i) in Lemma 11.11 anwenden. Nach Satz 11.10 di-
vergiert jedoch diese Reihe! Man kann auch sagen, dass ET gleich oo ist. Mit
Wahrscheinlichkeit 1 findet also ein Ausgleich statt; man mufl jedoch im Schnitt
unendlich lange darauf warten.

Obgleich P(S; # 0,...,S # 0) = P(S; > 0,...,S% > 0) ~ 1/V/7k ge-
gen 0 konvergiert, ist diese Wahrscheinlichkeit erstaunlich grofi. Wieso er-
staunlich? Wir betrachten das Ereignis F j(k), dass die Irrfahrt wahrend ge-
nau 2j Zeiteinheiten bis 2k positiv ist. Aus formalen Griinden prézisieren
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wir ,,positiv sein® wie folgt: Die Irrfahrt ist positiv im Zeitintervall von [
bis [ + 1, falls S; oder S;y; > 0 ist. Es kann also auch S; = 0, 5.1 > 0
oder S; > 0, S;31 = 0 sein. Man {iberzeugt sich leicht davon, dass die An-
zahl der Intervalle, wo dieses der Fall ist, gerade ist. Fkgk) ist natiirlich gerade
das Ereignis {S; > 0, So > 0,...,S9 > 0}. Aus Griinden der Symmetrie ist

P(Fo(k)) = P(F,gk)), was nach Lemma 11.11 (b) gleich ugy ~ 1/v/7k ist.
Die Fj(k) sind fiir 0 < j < k paarweise disjunkt, und es gilt

S P(FY)=1.

j=0

Mithin kénnen nicht allzuviele der P(F j(k)) von derselben Groflenordnung wie
P(F ,fk)) sein, denn sonst miifite die obige Summe > 1 werden. Anderseits ist
wenig plausibel, dass unter diesen Wahrscheinlichkeiten gerade P(Fkgk)) und

P(Fo(k)) besonders grofy sind. Genau dies ist jedoch der Fall, wie aus dem
folgenden bemerkenswerten Resultat hervorgehen wird.

Satz 11.12 (Satz von CHUNG und FELLER) Fir0 < j <k gilt

P(F(k)) = UgjU2k—2j-

J

Beweis: Wir fiithren einen Induktionsschlul nach k. Fiir £ = 1 gilt

ﬂ%%:ﬂﬂ%:%:w
Wir nehmen nun an, die Aussage des Satzes sei bewiesen fiir alle £k < n — 1,
und beweisen sie fiir k = n.
Wir hatten in Lemma 11.11 (ii), schon gesehen, dass P(Fén)) = P(Fy(bn)) = Ugp,
ist (ug ist = 1). Wir brauchen deshalb nur noch 1 < j < n — 1 zu betrachten.
Zunéchst fiihren wir einige spezielle Mengen von Pfaden ein.
Fir1 <l <n 0<m<n-—1sei Glfm die Menge der Pfade der Lénge 2n
mit: sg =0, s >0, o >0,...,89_1 >0, s9y =0 und 2m Strecken des Pfades
zwischen den z-Koordinaten 2[ und 2n sind positiv.
Analog bezeichne G;m fir 1 <1 <n,0<m <n—1, die Menge der Pfade
mit: s = 0,81 < 0,8 < 0,...,89_1 < 0, s9y = 0 und 2m Strecken des
Pfades zwischen den z-Koordinaten 2/ und 2n sind positiv. Die G}, G}, sind
offensichtlich alle paarweise disjunkt. Ferner gilt
Man beachte, dass fiir 1 < j < n — 1 jeder Pfad aus Fj(") zu genau einer der
Mengen Glfm, G, gehort. Dies folgt daraus, dass ein solcher Pfad mindestens
einmal das Vorzeichen wechseln, also auch die 0 passieren mufl. Ist 2/ die z-
Koordinate der kleinsten Nullstelle > 0, so gehort der Pfad zu Glfj_l, falls der
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Pfad vor 2[ positiv, und zu G, falls er vor 2] negativ ist. Demzufolge ist

INE

J n—j
=Y PG+ ) PG,
=1 =1

Es bleibt noch die Aufgabe, die Summanden auf der rechten Seite dieser Glei-
chung zu berechnen.

Offensichtlich enthalten G, und G, gleich viele Pfade. |G, | ist gleich der
Anzahl der Pfade von (0, O) nach (2[ 0) mit s > 0,89 > 0,...,891 > 0
multipliziert mit der Anzahl der Pfade der Lénge 2n — 2l mit Start in (21,0)
und 2m positiven Strecken, das heif3t

‘ ‘Glm‘ = —memP(FT(n"—l))2211—2z7

und
P(G;,rm): ( ):—fm (F(n l)

Nach der weiter oben stehenden Glelchung ist also

. ST e .
P(F™) me P(F" ) +§;f21PF(

Nach Induktlonsvoraussetzung ist das
n—j

1
=35 Zfzz Ugj—21 U2n—25 + = me Uon—2j—21 U2j = U5 U2n—2;
nach Lemma 11.11,(iii). O

Um das Verhalten von P(F j(k)) fiir festes k£ als Funktion von j zu untersuchen,
betrachten wir fiir 1 < j < k — 1 die Quotienten

P(rY)y (0D @k-2-1)G+1
PE®) D0 @i+ Dk —)

Dieser Quotient ist > 1, = 1 oder < 1, je nachdem, ob j < %, ] = % oder
j > L st
Als Funktion von j fillt also P( ) fiir j < 51 und steigt an fiir j > &1

P(F, (k)) P(F, (k )) ist also der grofite Vorkommende Wert und P(F [ 1) der
2

kleinste. Es ist bedeutend wahrscheinlicher, dass die Irrfahrt iiber das ganze
betrachtete Zeitintervall positiv ist, als dass sich positive und negative Zahlen
ausgleichen. Dies scheint im Widerspruch zum Gesetz der grofien Zahlen zu
stehen. Ohne dies hier genauer zu diskutieren, sei aber daran erinnert, dass
die Riickkehrzeit 1" nach 0 keinen endlichen Erwartungswert hat, wie wir oben
gezeigt haben.
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Mit Hilfe von Satz 11.10 1a8t sich eine einfach Approximation fiir P(Fj(k)) fiir
grofe 7 und k£ — j gewinnen:

Satz 11.13 Fiir j — oo, k —j — oo gilt P(F(k))

lim  +/j(k—j)P(F") =

j—o0,k—j—00

\/(k— das heift
]

Betrachten wir speziell x € (0,1) so gilt fiir j, k — oo mit j/k ~ x
1 1
Tk /x(l —z)

Diese Wahrscheinlichkeiten sind also von der Gréflenordnung 1/k, das heifit
asymptotisch viel kleiner als

P(F.(k)) ~

J

k) _ prp®y L

Die Funktion (z(1 — x))~%/? hat fiir z = 0 und 1 Pole. Das steht in Uber-
einstimmung damit, dass fiir j/k ~ 0 und j/k ~ 1 die Wahrscheinlichkeiten
P(F j(k)) von einer anderen Grofienordnung als 1/k sind.

Eine Aussage wie die in Satz 11.13 nennt man einen lokalen Grenzwertsatz,
da wir damit Informationen iiber die Wahrscheinlichkeit, dass der Zeitraum
der Fiihrung exakt = 2j ist, erhalten. Da diese Wahrscheinlichkeiten jedoch
alle fiir grofle £ klein werden, interessiert man sich eher zum Beispiel fiir die
Wahrscheinlichkeit, dass der relative Anteil der Zeit, wo die Irrfahrt positiv
ist, > « ist.

Es seien 0 < a < < 1. (v, 3) sei die Wahrscheinlichkeit, dass dieser relative
Anteil der Zeit zwischen o und [ liegt. Genauer: T}, sei (die auf (g, definierte)
Zufallsgrofe, die die Dauer der Fiihrung zahlt:

2k

Ty = Z Lis;_1>0,5;>0}-
j=1

Dann ist
e, B) == P(a <k < 5) 3 PEY).
]a<7<ﬁ

Wir sind iibrigens nun bei der in Satz 11.5 diskutierten Abbilgung ¢(Y;,) an-
gekommen, denn 7T}, = 2k g(Yax). Wir wollen nun aus Satz 11.13 fiir £ — oo
folgern:
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Die rechte Seite ist nichts anderes als die Riemann-Approximation fiir

11 2
\/17 = Z(arcsin /[ — arcsin v/av).
— m s

Es folgt nun (und damit Satz 11.5):
Satz 11.14 (Arcussinus-Gesetz)

2
klim ve(a, B) = = (arcsin /3 — arcsin va).
—00 i

Beweis: Wir miissen (11.4) zeigen. Wir schreiben die Stirling-Approximation
als n! = v2mn(2)" F(n) mit lim,_ F(n) = 1. Es folgt

(k) 27\ (2k —27\ 1 1 1 1 F(2j5)F(2(k—37))
P(Fj ): . . 92k - — - - - . . . NG
J k—j )2 T (1)(1_(1))kF(])F(J)F(/f—J)F(k—J)
k k
Wir wihlen nun ein 6 > 0 mit 0 < 0 < 1/2 und betrachten fiir jedes k£ nur die
Werte j fiir die gilt .
6<%<1—6
womit k0 < j und kd < k — j folgt. Fir & — oo konvergiert nun jedes
F(j),F(k —j),F(27),F(2(k — j)) gleichméBig fur alle obigen Werte von j.
Somit existiert fir 0 < o < 8 < 1—9 ein G, (k) fiir jedes k = 1,2,..., so
dass fiir jedes obige 6 > 0 gilt:

klim Gap(k) =1 gleichmafig fir d<a<f<1-96¢

0y = (1L ! ! Gop(k).
2 P <k’ 2 7T'x/(j/k)(l——(j/kr))> ot

a<i<p a<i<p

und

Nun folgt die Behauptung gleichméfBig fiir 6 < o < § < 1 -9, wie auch immer
0 < ¢ < 1/2 gewihlt war. Damit folgt die Behauptung. O

Bemerkung 11.15 Die Aussage von in Satz 11.14 ist auch richtig fiir « = 0
oder # = 1. Das heifit etwa, dass 7x(0, 5) — die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
der relative Anteil der Zeit, in der K; fithrt, < g ist — gegen %arcsin\/ﬁ
konvergiert.

Beweis: Offensichtlich gilt limy_ 75 (0,3) = 1/2. Ist 8 € (O 1/2), so folgt

Jim 9,(0, 8) = lim (7(0,1/2) — (8, 1/2)) = ; arcsin /3,

fir g >1/2

kli_)noloyk(o,ﬁ) = hm (%(0 1/2) + v (1/2,8)) = — arcsmf

Fiir v (a, 1) fithrt dasselbe Argument zum Ziel. O
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Der Beweis des Arcus-Sinus-Gesetzes wurde zuerst von P. LEVY im Jah-

re 1939 gegeben. Die Funktion 1—= hat das folgende Aussehen:

™

z(l—x

=

5 1

my/z(l—x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 L

Zur Hlustration des Arcus-Sinus-Gesetzes diene die folgende Tabelle der so-

genannten Arcus-Sinus-Verteilungsfunktion A(z) = 2arcsiny/z. Fir o €

(3,1] kann A(z) mit der Formel A(z) = 1 — A(1 — z) berechnet werden.
A(z) = 2 arcsin /z

T A(x) T A(x) T A(z)

0.00 0.000 0.20 0.295 0.40 0.436
0.01 0.064 0.21 0.303 0.41 0.442
0.02 0.090 0.22 0.311 0.42 0.449
0.03 0.111 0.23 0.318 0.43 0.455
0.04 0.128 0.24 0.326 0.44 0.462
0.05 0.144 0.25 0.333 0.45 0.468
0.06 0.158 0.26 0.341 0.46 0.474
0.07 0.171 0.27 0.348 0.47 0.481
0.08 0.183 0.28 0.355 0.48 0.487
0.09 0.194 0.29 0.362 0.49 0.494
0.10 0.205 0.30 0.369 0.50 0.500
0.11 0.215 0.31 0.376
0.12 0.225 0.32 0.383
0.13 0.235 0.33 0.390
0.14 0.244 0.34 0.396
0.15 0.253 0.35 0.403
0.16 0.262 0.36 0.410
0.17 0.271 0.37 0.416
0.18 0.279 0.38 0.423
0.19 0.287 0.39 0.429







ANHANG A
Beweis des Satzes von Prohorov

Inspiziert man den Beweis von Satz 9.20 (CRAMER-WoLD) und den von Satz
10.5 und 10.7 (Satz von DONSKER), so haben wir nur die folgende einfachere
Version des Satzes von PROHOROV verwendet:

Ist die Folge (p,), von W-Maflen auf einem vollstdndigen, separablen metri-
schen Raum straff, so hat (u,), eine schwach konvergente Teilfolge, ist also
insbesondere relativ kompakt. Ist die Folge (i), schwach konvergent, so ist
sie auch straff (Satz 9.20). Wir beweisen daher auch nur diese Variante. Fiir
einen Beweis von Satz 9.18 in seiner vollen Allgemeinheit verweisen wir auf
BILLINGSLEY, ,,Convergence of Probablitiy measures”, oder PARTHASARA-
THY, ,,Probabilty measures on metric spaces®.

Satz A.1 Fs sei S ein separabler metrischer Raum und (i), eine Folge von
W-Mafen auf (S, Bs), die straff ist. Dann hat (uy,), eine schwach konvergente
Teilfolge. Ist S ein vollstindiger, separabler metrischer Raum und konvergiert
(tn)n schwach, dann ist {u,, n € N} straff.

Alle Beweise in der Literatur verwenden tiefere Resultate der Analysis, so auch
der hier vorgestellte Beweis.

Lemma A.2 Es sei S ein kompakter metrischer Raum und (u,,), eine Folge
von W-Mafen auf (S, Bg). Dann hat (p,), eine schwach konvergente Teilfolge.

Der Beweis des Lemmas verwendet die folgende Variante des Darstellungssat-
zes von RIESZ:

Eine Abbildung A : C(S)

Funktional, wenn A(1) = 1,
fiir alle a,b € Rund f,g €

— R heiflt ein normiertes, nicht-negatives lineares
A(f) > 0fiir f > 0und A(af+bg) = aA(f)+bA(g)
C(S) gilt.

Satz A.3 (Darstellungssatz von RIESZ) FEs sei S ein kompakter metrischer
Raum. Dann existiert zu jedem normierten, nicht-negativem linearem Funktio-
nal A : C(S) — R ein eindeutig bestimmtes W-Maf u auf (S, Bs) mit

A = [ fdn e c(s).

Jedes W-Maf auf (S, Bs) bestimmt ein normiertes, nicht-negatives lineares
Funktional auf C(S).

141
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Beweis: 7.B. in PARTHASARATHY, ,, Introduction to Probability and Measure®.

Beweis von Lemma A.2: Fiir f € C(S) sei

/]| := sup [f(z)].
€S
Da S kompakt ist, ist C'(S) ein separabler metrischer Raum; dies folgt aus
dem Satz von WEIERSTRASS. Sei (f,), eine dichte Folge in C'(S). Mit Hilfe

des Diagonalfolgenverfahrens, beschrieben im Anhang zu Kapitel 10, finden
wir eine Teilfolge (ptn, )i vor (pin)n, so dass

khm /f] d,unk = a;
fiir alle j € N existiert. Zu einem f € C(S) und € > 0 sei f; so gewihlt, dass
||f — fj]| <e.Dann ist
[ £ = [ g < | [ fiduas [ 5y,
4 [0 = Bl dun+ [ |5~ 5] dua,
— —

Der erste Summand konvergiert gegen Null fiir k£, m — oo, also

i | [~ [ fdi,
und somit konvergiert [ f du,, fiir k — oo fiir jedes f € C(S). Setzen wir

M) = Jim [ Fdun, 1 EC(S),

so ist A ein nicht-negatives lineares Funktional auf C(S) mit A(1) = 1, also
existiert nach Satz A.3 ein u € M;(S) mit

Z/fdu vf e o(s),

womit die schwache Konvergenz von (p,, )r gegen p folgt. O

Y

Fiir den Beweis von Satz A.1 bereiten wir vor:

Lemma A.4 (URYSOHN) Ist S ein separabler metrischer Raum, so ist er
homdomorph zu einer Teilmenge in [0, 1]N.

Beweis: d bezeichne die Metrik auf S und (s,), eine dichte, abzdhlbare Teil-
menge von S. h : S — [0, 1] sei definiert durch die n-ten Koordinatenfunktio-
nen

o d(z, sp)
fin() = 14+d(x, s,)’

Es ist eine schéne Ubung zu sehen, dass dies ein Homdomorphismus ist. [

resS,neN.
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Nun ist [0,1] kompakt. Tatséichlich ist auch [0, 1]N kompakt. Ist (K, d) ein
kompakter metrischer Raum, so ist die Metrik d offenbar beschrankt:

sup d(z, y) < co.
zyeK

Auf KV definieren wir

7 > d(zza yz)
iz, y) = 3 et
i=1
fiir z = (x;); und y = (y;);. Dann ist d eine Metrik und eine Folge in (K, d)
konvergiert genau dann, wenn alle ihre Komponenten konvergieren. Es gilt

Satz A.5 (TycHonNov) (KN, d) ist kompakt.

Beuweisskizze: (Diagonalfolgen-Verfahren) Sei (z"), = ((z7
KN. Wir wihlen eine Teilfolge (z"m),,, so dass (z}"™),, konvergiert, dann
eine Teilfolge (2"2m),, dieser Folge, so dass (z5°"),, konvergiert, etc. Dann

konvergiert ("™ ),,. O

)i), eine Folge in

Also ist nach Lemma A.4 und Satz A.5 ein separabler metrischer Raum homdoo-
morph zu einer Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes. Wir gehen zu
dieser Teilmenge iiber und wihlen die Relativtopologie (eine Menge O ist offen,
wenn O = [0, 1]N N O’ mit O’ offen in [0, 1]V gilt).

Beweis von Satz A.1: Wir fassen den separablen metrischen Raum entspre-
chend der Vorbetrachtung als Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes
S auf. Fiir p € My(S) definieren wir g1 € M;(S) durch

A(A) ==pn(ANnS), AehBs.
Mit Lemma A.2 hat (f,), eine konvergente Teilfolge (fi,,, )&, die schwach gegen
ein W-Ma#f3 v auf S konvergiert. Fiir » € N wihle eine kompakte Menge K, C S
mit

1

Da K, kompakt in S ist, ist K, kompakt in S , also auch in Bg und
fin, (K;) = pin, (K,) fiir r, k€ N.

Nach dem Satz von Portmanteau gilt
limsup fi,, (K,) < v(K,), reN.

Dann folgt auch v(K,) > 1—1/r fir r € N.

Sei Ey := |, K,, dann ist Ey C S, Ey € Bg und v(E;) = 1. Wir behaupten
nun, dass es ein p € M;(S) gibt mit g = v.

Esist Bs = BgNS. Fiir jedes A € Bg existiert ein By € Bg mit A = B1NS. Sei
p(A) :=v(B;). Wenn By € Bg und A = By N S, dann ist BiABy C S° C E§
und v(B1ABy) =0, also v(By) = v(Bs), also ist u(A) wohldefiniert.



144 A. BEWEIS DES SATZES VON PROHOROV

Es sei nun (A;); mit A; = B;NS, i € N, eine Folge von disjunkten Mengen mit
B, € Bg,i € N. Da B;NEy, C B;N S fiir alle ¢, sind die B; N Ey auch disjunkt.

Also
() = (Um) = (U e)
— Z v(B;N Ey) = Z v(B;) = ZM(Az‘) :

Also ist p ein W-Mafl mit g = v.
Sei C' eine abgeschlossene Menge in S. Dann existiert ein D abgeschlossen in
S mit C = DNS. Da fi,, — ji, folgt

lim sup g, (C') = limsup fin, (D) < (D) = u(C).

k—oo k—o0

Der Satz von Portmanteau liefert ji,,, — p. Damit ist der erste Teil des Satzes
bewiesen.

Sei nun S vollstiandig und separabel und ji,, — . Da S separabel ist, existiert
eine Folge offener Bille B,,1, By, ... mit Radius 1/n, so dass

S=|JB,, neN.
j=1
Wir zeigen nun, dass fiir jedes 6 > 0 ein k,, € N existiert mit

m(Gan) >1-4, ieN.

j=1

Angenommen, dies stimmt nicht. Also existiert ein g > 0 und Folgen i; <
ig < ---und k; < kg < --- mit

km
mm<Uan> <1-6 firm=12 ...

J=1

Es gilt Uf;l B,; C U?Zl B,,; fur m > r, also

kr km
M, (U an) < Wi, (U an) <1-9
j=1 J=1

fir m > r.
Da p;, — g und U§;1 B, offen, sagt der Satz von Portmanteau

u(U Buy) < limint g, (U By) <14

Fiir r — oo folgt p(S) <1 — dp. Ein Widerspruch!
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Sei nun n € N fest und 0 = £/2" und k,, so gewéhlt, dass

kn
€ .
MZ(JL:JIBW) >1 on 1 €N.

Sei C,, = U?il B,; und K := (2, C,,. Dann folgt u;(K) > 1 — ¢ fiir alle
1 € N. Tatséchlich ist K kompakt:

Da die (), abgeschlossen sind, ist auch K abgeschlossen. (z,,), sei eine Folge in
K. Da K C (1, existiert ein ny < kq, so dass K N Blm =: K unendlich viele
der x; enthélt. Da K; C (s, existiert ein ny < ko, so dass K; N B2n2 =: Ky
unendlich viele der z; enthélt. Wir gelangen so zu einer Kette K1 D Ky D ...,
und jedes K; enthélt unendlich viele der z;. Nun ist K; C Bjnj, also ist der
Durchmesser von K kleiner-gleich 2/j, j € N. Nun liefert die Vollstédndigkeit
von S

ﬂKj:{l’()}, ZL’()ES.
j=1

Nun enthélt ein Ball um zy ein K fiir j hinreichend gro8, also enthilt der
Ball unendlich viele der x;. xg ist also Limespunkt der Folge (z,,),, also ist K
kompakt und er Satz ist bewiesen. U
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